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Siebentes Kapitel. 

Mechanik der niclitstarren Korper’). 

§ 1. Yorbemerkungeu* Bis vor wenigen .Tahreii nahm in den meisten 
Lehrbüchern der Physik die Mechanik dec nichtstarren Kôrper oder die 
Elastizitats- und Festigkeitslehre, wie dieser Gegenstand bei vor- 
herrschenden technischen Gesichtspunkten genannt wird, nur eînen geringen 
Raum ein. Handelte es sîch doch um ein Wissensgebiet, das aus den prak- 
tischen Beddrfnissen der Technik hervorgegangen ist und das dem Physiker 
nur wenig Anregungen zu bieten schien. In der letzten Zeit ist jedoch die 
Einatellung diesem Gegenstand gegendber eine grundsàtzlich andere geworden. 
Die letzte Entwicklung bat vielraehr gezeigt, dad die Lehre von den Krâften^ 
die den inneren Zusammenhang der Kôrper herstellen, für die gesam te Physik 
von grôÛtem Interesse ist, und daÛ für die üntersuchung der Beschaffenbeit 
der kleinen, kristalUnischen Teile der Kôrper, ihres Gefüges und dessen 
Verânderung unter dem EinfluB von âuGeren Krâften und ihrer kleinsten 
Teile — der Moleküle und Atome — die Methoden der modernen Physik 
— man kann sagen: in ihrem ganzen ürafang — zur Verwertung gelangen. 
Aus diesem Grunde ist eine eingehendere Behandlung der Grundfragen dieses 
Gebietes, an dessen Ausbau die moderne Physik voraussichtlich auch fernerhin 
in hervorragender Weise beteiligt sein wird, auch in einem elementaren Lehr- 
buche heute sehr wohl am Piatze. 

Fur den Zweck, den diese einführende Darstellung verfolgt, kann es 
sich freilich nicht darum handeln, Âussagen über die soeben kurz gekenn. 
zeichneten Problème aus gewissen mechanischen oder elektrischen Fundamental. 
gesetzen, die sich auf die kleinsten Bausteine der Kôrper, die Moleküle und 
Atome, beziehen, herzuleiten — eine Âufgabe, die übrigens zurzeit noch 
keineswegs in einer Form gelôst ist, die den Anforderungen der praktischen 
Physiker oder der Ingenieure zu genugen vermôchte. Wir werden vielmehr 
den umgekehrten Weg gehen, den man als den induktiven oder phânomeno- 
logischen bezeichnet, der auf Grund direkter Beobachtungen Aussagen über 
den gesetzmâOigen Verlauf der Ërscheinungen zu erschlieBen strebt, und 
wollen die einfacheren dieser Tatsachen aus gewissen Eigenschaften der 
kleinen und kleinsten Teile verstehen lernen. Die Bedeutung des induktiven 
Verfahrens für die Gewinnung wirklichkeitstreuer Bilder der Natur tritt 
übrigens in wenigen Teilen der Physik stirker hervor als gerade hier. 

Bearbeitet von Prof. Dr. Th. Pôsobl in Karlsruhe. 

Müller PoullUt I, a. 11. Aufl. 
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850 Mechanik der nichtstarren KÔrper. Kap. VII. § 1 . 

Die Kenntnis der Eigenschaften der nichtstarren, im gewôhnlichen 8inne 
festen Kôrper ist auCer für die Fragen des tâglichen Lebens, bei denen die 
Festigkeit der Kôrper eine Rolle spielt, vor allem für die Technik von 
hôchster Wichtigkeit, die eine genaue Einsicht in das physikalische Verhalten 
der sogenannten nBaustoffe" fordert; in ihrer neueren Entwicklung sind 
diese WissenszWeige zu den umfangreichen Sonderdisziplinen der Stoff- 
kunde und des Materialprüfun gswesens ausgebildet worden. Für die 
neuzeitliche Tecbnik liegt in der genauen Kenntnis der Eigenschaften der 
Baustoffe ein wirtschaftliches Moment von grôfiter Bedeutung, da mit den 
Festigkeitseigenschaften die Abmessungen zusammenbângen, die den einzelnen 
Teilen irgend einer Konstruktion, sei dies nun eine Brücke, ein Flugzeug, 
eine Maschine, oder irgend ein anderes tecbniscbes Werk, zu geben sind. Je 
genauer diese Eigenschaften der Stoffe bekannt sind, um so geringer kônnen 
— im allgemeinen — die Abmessungen gemacht werden, weil man keine über- 
flüssige, oft in der ungenauen Kenntnis der Eigenschaften des verwendeten 
Materials begründete Überdimensionierung vorzusehen braucht. Es kommen 
dabei allerdings noch andere Urnstânde in Frage, die hier nur erwâhnt 
werden kônnen: die genaue Kenntnis des Kraftespiels in allen Teilen der 
Konstruktion, die Gleichfôrmigkeit (Homogenitàt) des Baustoffes, die Art und 
Weise seiner Herstellung u. dgl. 

Darüber hinaus sind aber noch andere Zweige der Naturwissenschaften 
an den Fragestellungen interessiert, die in der Mechanik der nichtstarren 
Kôrper behandelt werden: so z. B. die moderne Géologie, soweit sie sich 
mit der Entstehung und den Veranderungen der Gebirge beschâftigt, wobei 
für das Verhalten der Gesteine die natürlichen Bedingungen maCgebend sind, 
die im Innern der Gebirge obwalten; und auch die Biologie, die über die 
Fragen der Festigkeit des tierischen und püanzlichen Kôrpers und deren Ver- 
ànderung wâhrend der verschiedenen Entwicklungsperioden grundsatzlicbe 
Aufschlüsse verlan gt. 

In dieser Übersicht soll nicht unerwâhnt bleiben, daJS die Festigkeitseigen- 
schaften der Kôrper auch durcb Krafte nicht-mechanischer Art in Anspruch ge- 
nommen werden kônnen, wie dies z. B. bei der Frage der Durchschlagfestigkeit 
eines Dielektrikums durch elektrische Spannungsdifferenzen hervortritt. In 
diesem Kapitel wird jedoch nur das Verhalten der Kôrper bei rein mechanischer Be- 
anspruchung, d. h. bei Beau spru chu ngen durch mechanische Krafte, behandelt ï). 

ï) Auf besondere Literaturnachweise ist in diesem Kapitel wegen seiner ein- 
fûhrenden Beschaffenheit verzicbtet worden. Bezüglicb naherer Einzelbeiten der 
behandelten Fragen sei hier zusammenfassend — aus der groüen Literatur über 
diesen Gegenstand — nur auf die folgenden Werke aufmerksam gemacht: C. v. Bach 
und R. Baumann, Elastizitât und Festigkeit, 9. Auflage, Berlin 1924. — A. Fôppl, 
Vorlesungen über teohnische Mechanik, 6 Bde. Leipzig. — A. u. L. Fôppl, Drang 
und Zwang, 2 Bde. München. — T b. v. Karman, Artikel: «Elastizitât" und «Festig- 
keit" in «Handwôrterbuch der Naturwissenschaften". Jena 1916. — A. E. H. Love, 
Lehrbucb der Elastizitât. Leipzig 1907. — A. Nâdai, Die elastischen Platten, 
Berlin 1925, und Der bildsama Zustand der Werkstoffe, Berlin 1927. — G. Sachs» 
Mechanische Technologie der Metalle. Leipzig 1925. — Ferner Handb. d. J^hysik, 
Bd. VI, Berlin 1928, Handb. d. Mechanik, Bd. III (u. IV), Leipzig 1927. 



§ 2. Typische Grandformen der Beansprnchung der KOrper usw. 851 

§ 2. Typische Grundformen der Beanspruchung derKdrper durch 
üufiere Krâfte. Für di© Beschi'eibuDg des Verhaltens der festen Kôrper, 
die durch âuûere Krâfte belastet werden, ist eine Reihe von Begriffen er> 
forderlich, die zunâchst erklârt werden müssen; ihre Bedeutung tritt un- 
mittelbar hervor, wenn wir die Vorgângo in ihrer natürlichen Folge betrachten, 
die aich an einem Kôrper unter der Wirkung âuÛerer Krâfte abspielen. Was 
zunâchst diese Einwirkung selbst betrifft, so kann sie in verschiedenen Formen 
geschehen. Dem gewôhnlichen Sprachgebrauch folgend sagt man, der Kôrper 
wird durch solche einwirkeiide Krâfte „beanBprucht“, und je nach der Art 
dieser Beanspruchung uuterscheidet man die folgenden typischen Grund- 
formen, die fiir stabfôrmige Kôrper in Fig. 674 zusammengestellt sind: 



Typische Grundformen der Beanspruchung. (Schematische Darstellung.) 


a) Zug: Di© Krâfte wirken in der Lângsachse des Kôrpers und suchen 
ihn zu verlângern. 

b) Druck: Die Krâfte wirken ebenso wie frûher, aber in entgegengesetzten 
Richtungen, streben also den Kôrper zu verkürzen. 

c) Schub: Die Krâfte wirken — nahezu in derselben Geraden — paar- 
weise senkrecht zur Lângsachse des Stabes und streben die Querschnitte a b, 
(j! b' gegeneinander zu verschieben, abzuscheren. 

d) Drehung (Torsion): Die Krâfte wirken als Drehmoment (Drillungs- 
oder Torsionsmoment) um die Lângsachse des Stabes; sie verdrehen je zwei 
benachbarte Querschnitte des Stabes um ihre gemeînsame Achse gegeneinander 
und führen die geradlinigen Lângsfasern in Schraubenlinien über. 

e) Biegung: Die Krâfte wirken als Drehmomente (Biegemomente) um 
Achsen senkrecht zur Stabachse, also derart, daB sie eine Krümmung des 
ursprünglich geraden Stabes herbeizuführen streben (reine Biegung, d. h. 
Biegung ohne Schubkrâfte). 

In Wirklichkeit treten diese typischen Fâlle nur ganz selten für sich 
allein auf, meist handelt es sich bei den wirklich vorkommenden Fâllen um 
eine Vereinigung von zwei oder mehreren von ihnen. Für die Forschung 
ist es aber angezeigt, sie gesondert zum Ausgangspunkt der Betrachtungen 
zu nehmen. — Die Beanspruchungen, die in Kôrpern von nicht stab- 
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g52 Mechanik der nichtstarren Kôrper. Kap. VII. § 3. 

fôrmiger Gestalt auftreten, lassen sich auf diese einfacheren zùrück- 
führen. 

Man beachte, daC die âuQeren Krâfte — die Belastungen — in allen 
diesen Fâllen so beschaffen sind, dalS aie für sich im Gleichgewicht stehen, 
Bowohl was die Einzelkràfte in den drei ersten, als auch waa die Momente 
in den beiden letzten Fâllen betrifft. Dasselbe muÛ natùrlich auch fiir be- 
liebige Belastungszustande zutreffen, sobald es sich um Kôrper handelt, die 
in Ruhe oder in gleichfôrraig-geradliniger Bewegung begriffen sind, sobald 
also von der Wirkung von Massenkraften (Trâgheitskrâften) abgesehen werden 
kann. Massenkrâfte sind an das Vorhandensein von Beschleunigungen ge- 
bunden und sind weiterhin auf Gruud des sogenannten d’ Alembertschen 
Prinzips in àhnlicher Weise in die Rechnung einzuführen, wie wir dies bald 
für statische Krâfte kennenlernen werden. 

§ 3* Formlinderungen. Jeder Kôrper, der in einer von den in § 2 be- 
schriebenen oder in einer âhnlichen Art von Krâften beansprucht wird, erfàhrt 
unter deren Einfluû gewisseFormânderungen oder Verzerrungen,die auüer 
von der stofflichen Beschaifenheit des Kôrpers — vom Material — vor allem 
von der Grôûe und von der Art der Belastung (ob ruhend, bewegt, stofi- 
artig oder dgl.) abhângen und im allgemeinen einen ziemlich verwickelten 
Verlauf zeigen. 

Diese Formânderungen erstrecken sich bis in die kleinen, kristallinischen 
Teile des Kôrpers und machen sich einerseits als Anderungen der Lângs- und 
Querabmessungen, andererseits als Winkelànderungen bemerkbar. 

A. Beanspruchun g auf Zug und Druck. Eine Zugbeanspruchung 
(nach Fig. G74a) verursacht eine Ausdehnung in der Lângsrichtung, mit der 
gleichzeitig eine Verkürzung der Querabmessungen einhergeht, wâhrend eine 
Druckbeanspruchung (nach Fig. 674b) umgekehrt eine Zusammendrückung oder 
Verkürzung in der Lângsrichtung hervorruft, die von einer Ausdehnung der 
Querabmessungen begleitet ist. 

Sei bei Zug 1 die ursprüngliche Lange des Stabes und li die Lange nach 
Aufbringung der Belastung, so ist also — I = X die Làngenànderung oder 
die Verlângerung; die in Teilen der ursprünglichen Lange ausgedrückte 
oder auf die Einheit der Lange des Stabes bezogene Làngenànderung nennt 
man schlecbthin die Dehnung: 


die serait eine reine Verhâltniszahl ist. Das Hundertfache dieses Zahlenwertes 
gibt die Dehnung in Hundertteilen (v. H.) oder in Prozenten an. Voraus- 
setzung ist dabei, daB sich die Verlângerung gleichmâBig über die ganze 
Stablânge verteilt. Ist dies nicht der Fall, so muB man die Dehnung auf 
kleine (unendlich kleine) Lângen beziehen, für die diese Annahme dann sicher 
als zutreffend angesehen werden kann. In diesem Falle wird dann auch die 
nach Gl. (1) definierte Dehnung mit dem Orte wechseln, also eine Funktion 
des Ortes sein. 



( 2 ) 


§ 3. Formflnâeraiigen. 853 

Wenn z. B. î = 20 cm, = 21 cm, so ist 

/? = 2^ = 0,05 oder 5 v. H. 

Ganz entsprechend wird die Querverkürzung (Querzusammenziehung, 
Querkontraktion, Einschnürung) definiert als das Verhâltnia der Differenz ô 
zwischen dem Durchmesser nach aufgebrachter Belastung (dj) und dessen 
Anfangswert (d), in Teilen von d: 

ô 
d 

Bei der Zugbeanspruchung sind also d und Sg negativ. 

Bei der Druckbeanspruchung nach Fig. 674b tritt eine Verkürzung in 
der Lângsrichtung und eine Dehnung in der Querricbtung (quer zur Stab- 
achse) ein, die GrôCen s, £ g sind durcb dieselben Gl. (1), (2) definiert und 
erbalten von selbst die entgegengesetzten Vorzeichen wie zuvor. Ganz ebenso 
werden dieseGrôfien auch fürStabe von anderem als Kreisquerschnitt erklàrt: 
es bandelt sicb stets um den ünterschied entsprecbender linearer Abmessungen 
in Teilen des zugehôrigen Anfangawertes. 

Als er.ites Ergebnis der Beobachtungen merken wir sogleich an, dafi das 
Verhàltnis der absoluten Betrâge 


— d 


£ Dehnung in der Lângsrichtung 


(3) 


Querverkürzung 

(innerhalb gewisser Grenzen) als eine Materialkonstante angeseben werden 
kann; d. h. es hângt nur ab von der BescbafEenheit des betreffenden Stoifes, 
nicht aber von anderen georaetrischen oder mechaniscben Grôfien, wie z. B. 
den Abmessungen l, d oder der Belastung JT. Dieses Verhàltnis m bezeichnet 
man als das Poissonscbe Verhàltnis oder die Poissonsche Zabi. Ibr 
Kehrwert soll kurz die Querzabl genannt und mit v bezeichnet werden Dî 

£a 1 

" = - = V (4) 

£ m ^ ' 

In der folgenden Tabelle 1 sind einige Zablenwerte für diese Verbàltnisse 

angegeben: 

Tabelle 1. 

Poissonsche Zabi vi und Querzabl v für einige Stoffe. 


StofF 1 

1 m 

j V = 1/wt 

,1 

Eisen und Stahl (Metalle) • 1 j 

3 bis 4 
(meist 10/3) 

1/3 bis 1/4 
(meist 3/10) 

Gulîeisen 

4 

1/4 

Marmor 

3.6 bis 4 

1/3.6 bis 1/4 

Granit 

4 bis 5 

1/4 bis 1/5 

Tafelglas 

4,4 

1/4,4 

Béton 

8 bis 1 2 (oo) 

1/8 bis 1/12(0) 

(Flûssigkeiten) 

(2) 1 

(1/2) 


lu den DIN (Deutsche Normen) Nr. 1360 wird statt v der Buohstabe fi ein- 
gefûhrt. Die kurze Bezeicbnung ^QuerzabD wird vom Verfasser dieses Artikels 
vorgesohlagen. 
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B. Die Beanspruchung auf Schub ist durch das Auftreten von 
Winkelânderungen gekennzeichnet, indem die ursprünglichen rechten Winkel 
in der ans der Fig. 674 c ereichtlichen Weise in schiefe Winkel übergehen. 
Solcbe Winkelânderungen treten aucb bei der Drebung (Torsion) nacb Fig. 674 d 
auf, wo die ursprünglicb parallel zur Stabacbse liegenden Lângsfasern in 
Scbraubenlinien ûbergefübrt werden, die zu den Querscbnitten geneigt ver- 
laufen. Die reine Biegung nacb Fig. 674e bestebt dagegen in einer Ver- 
lângerung (Debnung) der Fasern auf der Zugseite und einer Verkürzung der 
Fasern auf der Druckseite, wobei keine Scbubkrâfte und daber aucb keine 
Winkelânderungen auftreten. 

Als Gleitung oder Scbiebung bezeicbnet man nacb Fig. 674c das 
Verbâltnis , 

V — P P 

a a 

die Gleitung — wie die Debnung eine reine Zabi — gibt also unmittelbar die 
Abweicbung von dem ursprünglicben recbten Winkel zwiscben der Lângs- und 
Querricbtung des Stabes an. 


§ 4« Raumdehnung. Bine Lângenânderung des Kôrpers in der Zug- 
oder Druckrichtung ist, wie wir eben saben, stets von einer gegensinnîgen 
Ânderung von bestimmter GrÔûe in der Querricbtung begleitet. Betracbtet 

man daber ein Teilchen in 
Form eines Würfels von der 


Fig. 675. 


à) 


b) 



■a) Lângsdehnung mit Querzusammenziebang. 
b) Reine Scbiebung, 


Kantenlânge 1 nacb Fig. 675 a, 
80 wird die in der Lângsricb- 
tung liegende Kante 1 in 1 £ 

Ûbergefübrt, wàbrend die 
Kanten 1 in den Querricbtun- 
gen auf die Lângen 1 — Vë 
verkürzt werden. Der ïnbalt 
des Würfels im verformten 
Zustande ist daber 

(1 -f- €) (1 —ve) (1 — r«). 


und daber ist die Raumânderung (bis auf Grôfien zweiter Ordnung in £): 

e = (1 4- 6)(1 — vfi)*— 1 ^ 1 -f £ — 2 — 1 = (1 — 2 v)£ . • (6) 

Diesen Ausdruck nennt man die die Formânderung begleitende Raum* 
debnung oder die kubiscbe Dilatation. Da nacb der im vorigen Ab- 
sebnitt gegebenen Tabelle immer v also 2 v <; 1, so ergibt sicb daber 

bei Zug (£ positiv) immer eine Volumenvergrôfierung, bei Druck (£ negativ) 
immer Volumenverkleinerung, was aucb mit der Erfabrung übereinstimmt. 
Für 2 V = 1 oder v = erbalten wir e = 0, daber Raumbestândigkeit, 
welcber Fall bei den Flüssigkeiten (mit groÜer Annâberung) verwirklicbt ist. 

Bei reiner Scbubbeansprucbung (Fig. 675 b) gebt jedes würfelfôrmige 
Teilcben in ein rbombiscbes von gleicbem Rauminbalt über, daber ist die 
Bàumdebnung für reinen Schub gleich Null. 



Einfiibrung des Spannungsbegriffea. 
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§ 5. EinfUhrung des Spannungsbegriifes. Den Ausgangspunkt 
UDserer Betrachtungen bildete die Tatsache, daO âuÛere Krâfte, die irgendwo 
am Umfange, an den Rândern oder Grenzen eines Kôrpers angreifen, sich in 
dessen Innern als Formânderungen oder Verformungen auswirken, die sicb 
— wenn auch nicht überall in gleichem MaCe — 
im allgemeinen doch über die ganze Âusdehnung 
des Kôrpers erstrecken i). Den Verlauf dieser 
Formânderungen in ihrer Beziebung zu den ein- 
wirkenden Krâften werden wir sogleich genauer 
betrachten müssen. Zuvor inüssen wir nur den 
zweiten wichtigen Begriff, der hierzu nôtig ist, 
einführen: den Spannungsbegrif f. 

Ebenso wie die Wirkung der Belastung 
durch irgendwelche Vorrichtungen (Einspan- 
nungen) auf Teile der Grenzflâchen des Kôrpers 
übertragen wird, so wird auch jedes beliebige 
Flâchenstûck im Innern des Kôrpers — als 
Grenzstück irgend eines Raumteiles betrachtet — 
wegen des Zusammenhanges des Kôrpers ge- 
wissen Krâften unterworfen sein. Jedes dieser 
Kôrperteilchen, über dessen Form und Lage wir 
zunâchst keinerlei Voraussetzung zu machen 
brauchen, wird dann, wie das in Fig. 676 a 
hervorgehobene, unter dem Ëinfluil der an allen seinen Grenzflâchen ûber- 
tragenen Krâfte stehen, die in ihrer Gesamtheit eine Gleichgewichtsgruppe 
bilden werden, geradeso wie die gesamte âuCere Belastung des Kôrpers fur 
sich im Gleichgewicht angenommen worden war. 

Fur die lângs der einzelnen Elemente der Grenzflâchen wirkenden Krâfte 
ist es nun zweckmâflig, sie nicht unmittelbar in die Betrachtung einzuführen, 
sondern sie in Beziehung zu setzen zu der Grôfle der Flâche, auf die sie 
wirkeu; und zwar derart, dafl jeweils die GrôÛe der Kraft auf die 
Flâcheneinheit angegeben wird. Sei S die gesamte auf die Flâche f ent- 
fallende Kraft (Fig. 676 a), so nenut man die Grôfie 



die Spannung in diesem Stück der Grenzflâche, d. h. also die Kraft auf 
ihre Flâcheneinheit. Ist <5 bekannt, so wird die Kraft auf die Flâche f selbst 
durch die Gleichung erhalten: 

S^f.0 ( 8 ) 

Bei endlichen Flâchen ist dieser Vorgang nur zulâssig, wenn die Yerteilung 
von S über die Flâche f als gleichfôrmig angesehen werden kann, bei 

') Dieaelbe Wirkung haben natûrlicb auch raumhaft verteilte Krâfte, wie 
Gewichte oder Trâgheitskrâfte, ihr Ëinflufi ist aber meist nur sehr klein und wird 
hier ganz aufler Betracht gelassen. 


Fig. 676. 



Einführung des Spannungs- 
begriffes. 
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kleinen (unendlich kleinen) Flacben kann aber dîese AoDabnie (von besonderen 
nSinguUren** Ausnabmefallen abgeseben) unbedenklicb immer gemacbt werden. 
Die Spannung kann sodann als MaC für die ^Beansprucbung** oder „An- 
etrengung** des betreffenden Flâcbenteilcbens angeseben werden. 

Gemàfi der Gl. (7) wird die Spannung immer in der Form: Kraft/Flàche 
angegeben und im praktiscben (tecbniscben) MaCsystem in kg/cm^, t 
kg/mm* od. dgl. ausgedrückt. Jede SpannungsgrôÛe bat die Di- 
mension: Kraft/FIàcbe. 

üm zu einer Vorstellung des Spannungsbegriffes zu gelangen, kann man 
sich aucb den Kôrper nach Fig. 676 b durcb einen Scbnitt in zwei Teile zerlegt 
denken; zur Herstellung des Zusammenhanges müssen dann lângs dieses 
Scbnittes Spannungen so eingeführt werden, dafi sie zusammen mit den 
Krâften K, die auf deiî betreffenden Teil wirken, im Gleicbgewicbt sind. Es 
werden also, wenn S die Summe der Spannungen über den ganzen Scbnitt 
bezeichnet, die folgenden Kràftegruppen im Gleicbgewicbt sein müssen: 
Kj, K^, S und Ks, K^, S. Und selbstverstândlicb mufi die Summe (S) 
dieser Spannungen über das Randstück ah gleicb 
groÛ und entgegengesetzt sein zur Summe der 
Spannungen über das Randstück a'b\ 

Je nach der Richtung der Spannung S gegen 
das betreffende Flacbenteilchen unterscbeidet man 
zwischen Normalspan nungen und Schub- 
spannungen. Stebt S (und 0) normal zu der 
betreffenden Flâche f wie in Fig. 677a, so spricht 
man von einer Normalspannung, liegt S wie in Fig. 677b in der Rich- 
tung /*, so spricht man von einer Schub- oder Gleitspannung; diese wird 
mit X bezeichnet. — Man erkennt unmittelbar, daû in den Grundfâllen Normal- 
spannungen bei Zùg und Druck (Fig. 674a, b) und bei Biegung (Fig. 674e), 
Gleitspannungen bei Schub (Fig. 674 c) und bei Drehung (Fig. 674 d) auftreten. 

In einfachen Fàllen kann die Grôfie der Spannung in jedem Punkte un- 
mittelbar in ihrer Abhàngigkeit von der Belastung angegeben werden. So 
wird man bei Zug oder Druck (siebe aucb Fig. 678) im AnscblulS an die oben 
gegebene Définition der Spannung unmittelbar sagen kônnen, dafi die Span- 
nung in allen Querschnitten des Stabes die Grôfie haben muJB: 

(9) 

Bofern eine gleichfôrmige Verteilung angenommen werden darf; bei geeigneter 
Ausbildung des Kraftangriffs ist dieser Ansatz, wenigstens in einiger Knt- 
fernung von diesem, sicher sehr nabe richtig. Weit weniger genau würde 
schon die Berechnung der Schubspannungen im Falle der Fig. 674 c oder in 
der Anordnung nach Fig. 679 (Vernietung) vermôge der entsprechenden Mittel- 
wertsbildung ausfallen: 

^=Qlf ( 10 ) 

da hier eine gleichfôrmige Verteilung der Schubspannungen aucb nicht an- 
n&bernd erwartet werden kann. 


Fig. 677. 
à) 




■r-(- 


S>>fr 

(T) 


a) Normal- 
spanoung. 


b) Schub- 
•paunung. 



Der Spannungszustand in einem Punkte. 
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Dieser Sachverhalt, der beim ersten dieser Beispiele eintrat, wo die 
SpannuDg unmittelbar aus den Gleichgewichtsbedingungen abzulesen war, 
wie aie auch unveràndert für vollkommen starre Kôrper gelten, stellt sich 
nur in ganz wenigen, besonders einfacben Fàllen ein. Im allgemeinen ist in 
der Mecbanik der nichtstarren Korper die Einführung besonderer Ansâtze 
erforderlich, die das Verhalten der Kôrper âufieren Krâften 
gegeiiüber kennzeichnen und zu deren Aufstellung wir uns 
alsbald wenden müssen. 

§ 6. Der Spannuiigszustand in einem Punkte. Nacb 
den eben getroffenen Festsetzungen kann von einer Span- 
imng nur in Verbindung mit dem zugebôrigen Flàchen- 
element gesprochen werden, auf das sie wirkt. Im all- 
gemeinen sind die Spannungen für aile Flâcbenelemente durch 
einen Punkt voneinander verschieden. Die Gesamtheit der 
auf aile Flâcbenelemente durch einen Punkt bezogenen Span- 
nungen nennt man den opannungszustand nn diesem Spannung^verteiiung 
Punkte, und es entsteht die Frage, durch welche Bestim- b^anapnichung. 
mungsstücke dieser Spannungszustand gekennzeicbnet ist* 

Wir wollen diese Frage hier nur für den sogenannten 
ebenen Spannungszustand beantworten, bei dem nur 
Flâcbenelemente senkrecht zur Bildebene betrachtet werden, 
für welche also die Spannungen aile parallel zur Bildebene 
verlaufen sollen. 

Als erste Aussage allgemeiner Art ist anzumerken, daC 
die Schubspan nungen in zwei zueinander senk- 
recht stehenden Flâchen elementen immer einander 
gleich sein müssen. Es seien in Fig. 680 t, Tj die Schub- 
spannungen in den beiden gegenüberliegenden Paareh von 
Seitenflàchen eines Vierflachs mit den Abmessungen a, b, 
h {h senkrecht zur Bildebene), so sind die Kràfte auf diese Flâchen tahf 
tj hhf und die Momentengleichung um den Mittelpunkt liefert unmittelbar 

r.fl/i.b = Tj .b/t.a, also r = Tj (11) 

Um nun die Verteilung der Spannungen in allen Ebenen durch einen 
Punkt zu bestimmen, betrachtet man nach Fig. 68 1 ein Teilchen in Form eines 
dreiseitigen Prismas mit den Seiten a, b, c und der Hôhe h. Wir nehmen die 
Spannungen auf die Seitenâàchen ah, h h als bekannt an: es sind dies die 
Normalspannungen Ôy und die (gleichen) Schubspannungen r^; durch sie 
wollen wir die Spannung auf die dritte Flâche ch mit den Komponenten 5, 
r ausdrücken. Die Gleicbgewichtsbedingungen für die Krâfte (Kraft 
= Spannung x Flâche) für die Richtungen y', x' liefern sofort (nach Weg- 
lassung des Faktors ch) die Gleichungen: 

iô — 6x sin^ (p -f- <5y cos^ <p -f 2 sin cp cos q), 

\t = (dy — (Sx) sin <p cos <p — tz (cos* (p — sin* <)p). 


Fig. 679. 



Nietverbindung. 


Fig. 678. 
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die wegen sin*(p = (1 — C08 2 (p)l2j cos^tp = (1 cos 2 (p)/2 auch so ge- 
schrieben werden konnen: 


6 = 

T = 


2 


• cos2 (p -{-tz sin 2 tp, 



• sin 2 (p cos 2 cp. 


. ■ . ( 12 ) 


Aus diesen Gleichungen ersieht man unmittelbar, daC durch die drei 
Grôfien 6^^ 6y, r, die Spannungen <5, T in allen anderen, zu den ursprüng- 
lichen x^y (unter (p und 3r/2 — cp) geneigten Ebenen bestimmt, also der Span- 



Glelcbheit der Schubspannungen Ermittlung der Spannangsverteîlung 

in aenkrechten Ebenen. in einem Punkte. 


nungszustand id diesem Punkte gegeben ist. Für die Übersicht über die 
Verteilung der Spannungen ist es wichtig, jene Ebenen zu kennen, in 
welchen 0 und r extreme (grôfite oder kleinste) Werte annehmen. Für 5 
erhàlt man sie durch Nullsetzen der Ableitung: 

^ = 0 = — 2 sin 2 cp — r* C 08 2 9 ? j , 

extreme Werte treten also für jene Winkel cp ein, für welche 

tg2q>= (13) 

Uy Ox 

ist, und man bestàtigt sogleich, dafi für diesen Wert von cp gleichzeitig 7 = 0 ist. 
D& tg 2 cp •= 1g {2 cp n\ so gibt es zwei Richtungen, die diese Bedingung 
erfüllen, und diese stehen senkrecht zueinander. Diese Richtungen nennt man 
die Hauptspannungsrichtungen des betreffenden Punktes und die in 
ihnen berrscbenden Spannungen die Hauptspannungen 0^ 0^» IbreGrôfien 
flndet man, indem mah diè Winkel cp und g? -f ;r/2, die durcb die Gl. (13) 
gegeben sind, in die vorbergehende Gleichung für 0 einsetzt. Aus 

^ 1, 2 = ^ cos 2 cp ^ Xz sin 2 g) j 


Der Spannung 87 .u 8 tand in einem Punkte. 
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«rhâlt man durch eine leichte Rechnung zunachst die beiden Invarianten 
des ebenen SpaDnungszustandes: 


und aus ihnen: 




^1 H" y, I 

dj = ÔaOy tg, j 


= — "t ± l V («. — '>»)“ + 4 1 


.(14) 

•(15) 


“worin die beiden Vorzeichen -}- und — den beiden Hauptspannungen dj und 
-dg entsprechen. 

Auf die Hauptspannungsricbtungen bezogen, nehmen die Gl. (12) für 
■eine iinter qj gegen dj geneigte Ebene die Form an: 


d 

V 


dl dn do dj 

+ ^2 ’cosaqp, 

^-^- sin'2<p. 


(16) 


Aus ihnen erhâlt man unmittelbar die Darstellung des ebenen Spannungs- 
^ustandes in einem Punkte durch den Mohrschen Spannungskreis 



•dessen Gleichung in laufenden Koordinaten d, r durch Entfernung von (p 
aus diesen Gleichungen in der Form erscheint: 




<Fig. 682); sein Halbmesser ist die Entfernung seines Mittelpunktes 

vom Punkte O: ^ Für spater merken wir an, dafi der grôfite Wert der 

À 


Schubspannung die Grôfie 



( 18 ) 


bat, also die halbe Differenz der Hauptspannungen, und in Ebenen unter 
+ 45^ gegen die Hauptspannungen auftritt. 

Wir kebren nunmebr zur Betrachtung der Formanderungen und der 
Beziehungen zwischen Formanderungen und Spannungen zurück. 
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§ 7. Prttfung der Festigkeitseigenschaften. Der Zu g- und Druck- 
versuch. Für die Erforscbung der Formànderungen eines Kôrpers in 
Abhàngigkeit von der Belastung steben besondere Festigkeits-Prüf- 
maschinen in Verwendung, die eine zweckmaCige Durcbführung der Versucbe 
in allen Einzelbeiten gestatten. Von den verscbiedenen Arten, in denen 
diese Versucbe angestellt werden kônnen, zeicbnet sicb der Zugversucb 

durcb seine einfacben stati- 


Fig. 683. 

IQ 


g **' ’ scben Verbàltnisse, die schon 

û oben dargelegt wurden, und 

durcb seine leichte Ausfüb- 

I rung besonders aus, und dar- 

auf- beruht auch seine über- 
\f~2 ragende Bedeutung im Mate- 

rialprüfungswesen. Schon der 
- =U: Druckversuch zeigt (in 

I theoretischer Hinsicbt) lange 

nicht diese Einfacbheit, und 
aile anderen Versuchsanord- 

P j I nungen, die erprobt worden 

I I ^ ..*j B sind, steben an Wîchtigkeit 

I ! : ^ hinter diesen beiden 

\ ^ \ J zurück. 

\r In Fig. 683 ist eine schéma- 

^ tiscbeDarstellung einer Festig- 

fj i mmm i Æ j'T ^V 'll ^ ^ keits-Prüfmascbine nach Bau- 

'|j|]ïï’ Çp'l I' S ^ art der Firma Amsler à Co., 

lÉIÉlÉtt K M ^ Scbaffbausen, Scbweiz, dar- 

! ! B gestellt. Die Einrichtung der 

Ml jg B Maschine ist so getroffen, 

I Ê m sowohl Zug- als auch 

I g M Druckversuche auszuführen 

i ^^1 Ê M gestattet. In der Figur ist die 

^ lllll I ! Maschine als ZerreiCmascbine 

in Verwendung gedacht. Der 
! j|lr Probestab /, deesen Ënden für 

diese Maschine prismatiscb ge- 
Festigkeitsprufmaschine ^ • . . . i i 

der Pirma Amsler & Co., Scbaffbausen. mussen, wird durcb 

BeiCkeile b, b zwischen starke 
Stahlplatten im Raume (I) eingespannt, von denen die obéré, Pj, be- 

weglich ist und mittels der Stangen S^S und dem Querstück Q mit dem 
Kolben K zu einem Ganzen verbunden ist; der Kolben K ist in den ZylinderlT 
gefübrt und wird durcb Druckôl betàtigt. — Für den Druckversuch wird der 
Versuch skôrper in den oberen Raum (II) zwischen die bewegliche Platte Pj 
und die obéré Grundplatte Pg gebracht und der durcb den gleichen Arbeits- 
gang erzeugten Druckbelastung unterworfen. 


Festigkeitsprufmascbine 
der Pirma Amsler & Co., Scbaffbausen. 




§ 8. Prüfung der Festigkeitseigenschaften. 861 

Das Betriebsôl flieÛt aus dem Behàlter B durch das Saugventil Fi der 
Spiralpumpe P zu und wird von dieser durch das Druckventil Fj und die 
Hohrleitung Li in den Kolbenraum ÇR) gedrückt. Zur Verhinderung des 
Heraustretens des Kolbens K aus dem Zylinder H ist am oberen Ende des 
Kolbenraumes eine Ëntlastungsôffnung o vorgesehen, die durch die LeitungZ^ 
unmittelbar mit dem Behàlter B in Verbindung steht. Gelangt der Kolben 
in die Nàhe seiner oberen Hubgrenze, so wird diese Ôffnung o durch den 
Kolben K freigegeben, und das durch die Pumpe P zugeführte Druckôl fliefit 
bei unverânderter Stellung des Kolbens K durch die Lèitung in den 
Behàlter B zurück. Die Rückführung des Kolbens K 
in seine Ausgangslage geschieht mittels eines durch 
Drehung des Handrades h betàtigten Ventils, wodurch 
eine direkte Verbindung zwischen dem Kolbenraum {R) 
und dem Behàlter B durch die Leitung hergestellt 
wird. Zur Druckanzeige ist an die Leitung Li das 
Manometer M angesetzt. 

Durch besondere Anordnungen ist eine selbst- 
tâtige Aufschreibung der für den Probekôrper er- 
haltenen Versucbswerte (der Spannungs-Dehnungs- 
linien) môglich. 

Für Messungen im physikalischen Laboratorium, 
also etwa zur Untersuchung der Festigkeitseigen» 
schaften von Dràhten oder dünnen Stàben, kann eine 
einfache Vorrichtung verwendet werden, die schema- 
tisch in Fig. 684 angegeben ist. Der Draht wird an 
seinem einen Ënde A fest eingeklemmt, am anderen, 

B, mit einer Waagschale versehen, die mitGewichten 
K belastet werden kann. An dem Draht sind zwei 
Marken a, h angebracht, deren Entfernung für Jeden 
Wert von K durch eine Lâugenmefivorrichtung 
(Kathetometer) gemessen werden kann. Der Mangel 
dieser Anordnung liegt vor allem darin, dafi eine 
stetig zunehmende Belastung, wie aie bei den Festigkeits-Prüfmaschinen durch 
Betàtigung einer hydraulischen Presse bewirkt wird, hier nicht môglich ist, 
was insbesondere im Flieübereich und in der Nàhe der Bruchlast AnlaÛ zu 
Ungenauigkeiten gibt, und da6 sie eine selbsttàtige Aufschreibung der d-£. 
Linie nicht zulàCt. 

Beispiel. An einem Kupferdraht von «6= Im Lànge und 1 mm‘^ Quer- 
eohnitt wird beobachtet, daU ois zu einer Belastung von 12 kg die bleibende 
Dehnunç unter 0,03 mm, also 0,003 v. H. bleibt, und dafi bei dieser Belastung der 
Draht eine elastische Verlangerung von 0,93 mm erfàhrt; weiter, daü er im ganzen 
um 3 mm verlàngert werden kann, ehe der Bruch eintritt, was bei etwa 22 kg der 
Fall ist. 

§ 8. Ëlastizitat, Proportionalitlit, Plastizit&t* Die mit Hilfe der- 
artiger Prüfeinrichtungen ausgeführten Yersuche lassen zunâchst erkennen, 
dafi dieKôrper hinsichtlich ihrer Festigkeitseigen schaften ein sehr verschiedenes 



Prüfung der Dehnung 
und Festigkeit von 
Dràhten und dünnen 
Stàben. 
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Verhallen zeigen, wobei sich insbesondere zwei Qruppen voneinander 
trennen lassen: zur ersten gehôren die Metalle und Metallegierungen,. 
zur zweiten Stoffe wie Marmor (Qesteine überhaupt), Béton, Holz, 
Leder, Lehm, Ton u. dgl. 

A. Metalle. Ans dem zu untersuchenden Metall werden Probestàbo 
in ganz bestimmten (normalisierten) AbmesBungsverhàltnissen hergestellt, und 
zwar entweder als Rundstabe^) mit kegeligen Knden nach Fig. 685a oder 
aie Flachstâbe mit prismatischen Endeii nach Fig. 686b, und in der Prüf« 
maschine einer allmàhlich anwachsenden Zugbelastung unterworfen. Kenn- 
zeichnend fur das Verbal ten der Metalle ist vor allem, dafi sich bei gewôhnlicher 
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Temperatur — also weitab vom Schmelzpunkt — deutlicb zwei Bereiche 
fur die Belastung unterscheiden lassen, eine Unterscbeidung, die sowohl in 
theoretischer als auch in praktischer Hinsicht von aufierordentlicher Wichtig- 
keit ist. Im ersten Bereich, das ist bei niedrigen Belastungen, besitzen 
die Metalle die Eigenscbaft, da6 die Dehnung in demselben Verhâltnis 
ansteigt wie die Spannung; in diesem Bereiche zeigen die Metalle weiter 
die Eigenscbaft, dafi die Formànderungen fast vollstândig verschwinden, 
sobald die Belastung weggenommen wird, so daÛ der Stab dann fast genau 
seine ursprüngliche Gestalt wieder annimmt. Man bezeichnet die erste Eigen- 
schaft als Proportionalitàt, die zweite als Elastizitât. ünter Pro- 
portionalitàt versteht man also die verhaltnisgleiche Ànderung 
der Dehnung mit der Spannung (gilt nur bei einzelnen Stoffen und in 
begrenzten Bereichen!) — Elastizitât ist dagegen die Fàhigkeit der 
Rûckbildung einer Formànderung bei Fortnabme der diese 
Formànderung erzeugenden Belastung. 

Auch Flüssigkeiten und Gase sind elastisch, und zwar in dem Sinne, daU bei 
ihnen bei Wegnahme der Belastung nur die Raumànderung (Volumenânderung) rück- 
gângig ist. wâhrend bei festen Korpern auch die ursprüngliche Gestalt wieder 
angenommen wird. Man drückt diesen Sachverhalt durch die Aussage aus, dai 
Flüssigkeiten und Gase nur Raumelastizitât besitzen, wabrend die festen Kôrper 
durch Raum- und Formelastizitàt ausgezeichnet sind. 

Man pflegt diese Beziehnng zwischen zusammengehôrigen Werten der 
Spannung <5 und der Dehnung die aus der Belastung und Formànderung 

D Neben den La ngstà ben mit den in Fig. 686a eingetragenen Abmessungen 
mit ï = lOd = lO^AF/n = 11,3]//*’ werden — seltener — auch Kurzstàbe 
mit l = 5 d verwendet. 
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errechnet werden, durch eine Spannungs-Dehnungslinie (tf-f-Linîe) bild- 
lich darzustellen, indem man auf der wagerechten Achse die Werte von £, auf 
der lotrechten die von 6' in passenden MaÛstâben auftrâgt. Für Stahl ergibt 
sich dann etwa der in Fig. 686 a dargestellte Verlauf. — Beide Eigenschaften, 
die Proportion alitât und die Ëlastizitât, gelten nur bis zu einer gewissen 
Grenze für die Belastung (oder Spannung), die man als die Propor tionali- 
tâtsgrenze und die Ëlasti- 
zitâtsgrenze bez®ichnet (die 
nicht zusammenzufallen brau- 
chen). Die erstere ist in der 
Fig. 686 a niit P bezeichnet und 
verhâltnismâbig einfach und 
sicher zu bestimmen, wâhrend 
die Ermittlung derElastizitâts- 
grenze unsicher und schwierig 
ist, weshalb von ihrer unmittel- 
baren Feststeilung praktisch 
meist abgesehen wird. Es wird 
vielinehr in der Praxis — bis 
zu einem gewissen Grade will- 
kürlich — für die Elastizitàts- 
grenze jene Spannung fest- 
gesetzt, bei der die sogenannte 
„bleibende Dehnung**, die so- 
gleîch nâher erklârt wird, einen 
bestimmten Betrag nicht über- 
schreitet: und zwar 0,001 v. H. 
nach den internationalen Vor- 
scbriften (Brüssel 1906) oder 0,03 v. H. nach Krupp (und von Bach), 
oder 0,003 v. H. nach den Festsetzungen des Materialprüfungsamtes Berlin- 
Dahlem. 

Bis zur Proportionalitàtsgrenze sind die Dehnungen verhâltnismâûig 
klein und verlangen zu ihrer Aufnahme besondere Feinmefigerâte (Dehnungs- 
messer mit Spiegelablesung u. dgl.). 

Der weitere Verlauf der (J-€-Linie zeigt nun ein von der Proportionalitât 
stark abweichendes Verhalten (zweiter Bereich). Unmittelbar nach Über- 
schreitung der Proportionalitàtsgrenze zeigt die Kurve einen deutlichen Knick» 
und bald (etwa im Punkte S) beginnt ein rasches Anwachsen der Dehnung 
— ein Fliefien — bei schwâcher zunehmender (mancbmal sogar abnehmender) 
Spannung. Diese Stelle S wird als die (obéré) Streckgrenze^) oder Fliefi- 
grenze bezeichnet; sie ist bei Stahl und anderen Stolfen deutlich ausgepràgt 


D Bei manchen Stoffen erfolgt nach Erreichung der oberen Streokgrenze ein 
Sinken der Spannung aut einen kleineren Wert, bevor ein neuerlichei Anwachsen 
bis zur Bruchspannung einsetzt; den Wert der Spannung für diesen zweiten üm- 

l.-l 1-i J-*- X OA 1 


Fig. 686. 



Spannungs-Dehnungs-Linien für verschiedene 
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und ist gerade dadurch ausgezeichnet, daC bei ihr merkliche bleibende oder 
plastische Formânderungen aufzutreten beginnen, die nicht mehr die Eigen- 
schaft haben, bei Wegnabme der Belastung zu verschwinden. 

Ein Material, das in seinem Verhalten den Fliefibereich aufweist, bevor 
es zu Bruche geht, bezeichnet man als z à h — in Anlehnung an die bei den 
aehr zâhen Flüssigkeiten, wie etwa Honig, vorhandenen Merkmale. Im Gegen- 
satz hierzu nennt man Kôrper, die dieaen Fliefibereich vor Eintritt des 
Bruches nicht zeigen, wie etwa Guûeiseu oder Glas, sprôde. Man beachte, 
daC elastisch und sprôde nicht Gegensâtze bedeuten müssen. Derselbe 
Kôrper, aus Glas etwa, der fur kleine Dehnungen elastisch ist, kann für 
grôÛere sprôde sein ; in diesem Sinne sind also Glas, Gufieisen u. dgl. gleich- 
zeitig elastisch und sprôde. 

Unter Plastizitàt versteht man die Eigenschaft eines Ma- 
terials, bleibende Formânderungen anzunehmen; diese Eigenschaft 
tritt, wie eben erwâhnt, in der Regel bei eiuem bestimmten Wert der 

Fig. 687. 



j Sprà'des Material (6usseisen):oftne Einschnürung 

b) 

Probestâbe nach Zerreifiung. 

a) Stahlstab: mit Einschnürung. b) GuCeisenstab; ohne Einschnürung. 

Spannung ein, den man als Streckgrenze bezeichnet. Mit der Plastizitàt 
ist eine andere Grundeigenschaft der Metalle verbunden, die man als Ver- 
f estigungsf àhigkeit bezeichnet, und beide zusammen begründen die 
Môglichkeit, durch Bearbeitung, also durch die Vorgànge des Walzens, 
Ziehens, Hàmmerns, Biegens u. dgl., bestimmte Gebrauchsformen her- 
zustellen, eine Môglichkeit, die in der neuzeitlichen Technik in grôfitem Mafi- 
stabe verwertet wird. 



Bei weiterer Zunahme der Belastung erreicht die Spannung sodann im 
Punkte B ihren grôûten Wert (Sb = <îraax» und bis dahin eratrecken sich die 
Formânderungen ziemlich gleichmàfiig über den ganzen Stab. Von da an 
tritt jedoch bei zàhen Stolfen (Stahl) unter merklicher Aufrauhung der vorher 
glatten Oberflàche eine ôrtliche Einschnürung nach Fig. 687 a ein, und zwar 
an der Stelle, die durch die stets vorhandenen kleinen Unterschiede des 
Gefûges als die schwàchste — man nennt diese: „Lockerstellen“ des Gefüges 
— dieaen Vorgang besonders begünstigen mag. Diese Einschnürung nimmt 
rasch zu, worauf die Teilchen bald ihren Zusammenhang verlieren und der Stab 
unter den bei Z geltenden Werten 6z, Sz zerreifit. Die grôfite Spannung Os 
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§ 8 . 

nennt man die Zerreifispannung (oder Bruchspanming), dieBruch- 
dehnung. Die Verteilung der Dehnungen t über den ganzen Stab im Augen- 
blick des Bruches ist in Fig. 687 a eingezeichnet. Die starke Abnafame der 
Belastung unmittelbar vor dem Bruche ist bereits als eine Folge der be- 
ginnenden ôrtlichen Trennungen der Teilcben aufzufassen. Die Bruchstelle 
selbst zeigt je nacb der Qualitâfc des Materials eine mebr oder weuiger un- 
regelmàûige BeschafCenheit. 

Bei den modernen Festîgkeits-Prûfmaschinen wird die Spannungs- 
Debnungslinie selbsttâtig aufgeschrieben, wobei gewôhnlich die gesamte Be- 
lastung und die gesamte Lângenânderuug zur Aufzeichnung gelangt. Die 
Spannung wird jeweils als der Wert des Quotienten Belastung /Flâche er- 
balten, wobei als Flàcbe stets die ursprüngliche Querschnittsflache des 
Stabes genommen wird. Insbesondere wird angesetzt: 

Bruohspannung < 5 „ = 

ursprünglicher Stabquerschnitt 

In der Fig. 686 a ist weiter nach der Seite der negativen 6- und £-Achsen, 
also der Zusammendrückungen, hîn das Verhalten desselben Materials beim 
Druckversuch dargestellt, der in âhnlicher Weise ausgeführt wird wie der 
Zugversuch, uur meist (wegen der Môglichkeit der Knickung) mit weniger 
schlanken Probekôrpern. Zunàchst gibt es wieder einen Bereich der Pro- 
portionalitât, sodann folgt bei S* die Streckgrenze für Druck, auch 
iiuetschgrenze genannt, und daran scblieQt sich ein Fliefibereich, der 
bei zàhen Stoffen (Stahl) sehr weit gesteigert werden kann, ohne da6 ein 
Brucb erzielt werden kônnte, was in der Fig. 686 a durcb die punktierte Fort- 
setzung der Kurve iin Druckbereich angedeutet ist. — Beachtenswert ist 
der merklich geradlinige Verlauf von P' über O hinweg nach P, der uns bald 
die Grundlage zu einem der wichtigsten Gesetze der Elastizitàtslehre 
liefern wird. 

Bei sprôden Metallen wie Gu6eisen tritt beim Zugversuch im wesent. 
lichen nur der erste Bereich auf (Fig. 686 b); der Brucb erfolgt entweder 
unmittelbar am Ende dieses Proportionalitatsbereiches oder nach einem Knick 
und kurzem Abfall der O-e-Linie. Eine Streckgrenze ist nicht vorbanden^ 
«benso fehlt die Einschnürung (im Momente des Bruches hat der Stab das in 
Fig. 687 b dargestellte Aussehen), der Stab gebt unmittelbar nach Erreichung 
bestimmter Werte <5 b, die man wieder als Bruchspannung und Bruch- 
dehnung bezeichnet, zu Bruche. (In Fig. 686b ist nur (T^, eingetragen.) — 
Auch der Druckversuch liefert den Bruch bei Erreichung einer bestimmten 
Druckbelastung fS'z, oder bis zu welcher die d-£-Linie meist schwach ge. 
krümmt verlâuft. Eine so weitgehende Symmetrie zwischen dem Zug- und dem 
Druckbereich, wie wir sie bei zàhen Stoffen feststellen konnten, ist hier nicht 
mehr vorhanden. 

B. Die Stoffe der zweiten Gruppe sind bezüglîch ihres Verhaltens 
bei Belastungen dadurch gekennzeiohnet, daC von einer Proportionalitàt 
zwischen Spannung und Dehnung auch bei kleinen Spannungen nicht mehr 
gesprocben werden kann, und daU auch eine Symmetrie der (J-e-Linie fûr den 
MttlUr-Pouillet I, a. 11. Aufl. 55 
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Zug- iind Druckbereicb, wie wir aie bei den zahen Metallen exakt feststellen 
konnten, fehlt. In Fig. 686c bis f sind diese Linien für Marmor, Béton, 
Holz (Zugversuch unsicher und scbwierig) und I^eder (nur bei Zug unter- 
sucht: Treibriemen) eingetragen. Man beachte auch, dalS bei Marmor die 
Kurve gegen die f-Achse entgegengesetzt gekrümmt ist wie für Béton und 
Leder. Diese Stoffe zeigen auch schon bei kleiner Belastung merkliche 
bleibende Forinànderungen, von einem eigentlichen Fliefibereiche kann 
jedoch nicht gesprochen werden, da das Hauptkennzeichen dafür fehlt: das 
Anwachsen der Debnung bei gleichbleibender oder schwach anwachsender 
Spannung. 

Daneben gibt es noch andere Stoffe, denen die Ëigenschaft der Ëlastizitat 
fast vollstândig fehlt, die also schon bei den kleinsten Formanderungen ein 
plastîsches Yerhalten zeigen, Belspiele dafür sind Lehm, Ton u. dgl. 

Zusammenfassend lassen sich demgemâü die Stoffe nach ihren wichtigsten 
Eigenschaften etwa in folgender Weise unterscheiden : 

1. Zahe Stoffe. Kennzeichen: Ausgebildeter Proportionalitatsbereich, 
Ëlastizitat, ausgreifender Fliefibereich. Beispiele: Viele Metalle, insbesoiidere 
Stahl. Beztiglich der Proportionalitât bis zu malîigen Dehnungen auch Guûeisen. 

IL a) Sprôde Stoffe. Kennzeichen: Mâlîig ausgebildeter Proportionali- 
tâtsbereich, geringe Ëlastizitat, kein Fliefien (unter gewôhnlichen Umstânden). 
Beispiele: GuOeisen, Gesteine, Béton, Glas. 

b) Bildsame (plastische) Stoffe. Kennzeichen: Auftreten merk- 
licher bleibender Formanderungen schon bei kleinen Spannungen, fast voll- 
standiges Fehlen der Ëlastizitat, kein FlieÛen. Beispiele: Lehm, Ton. 

Ës mufi jedoch ausdrücklich bemerkt werden, daC auch diese Unter- 
scheidung keineswegs absoluten Charakter besitzt und auf absolute Gültigkeit 
Anspruch machen kann. Bedeutungsvolle Versuche (von v. Kârman u. a.) 
haben nàmlich gezeigt, daC Stoffe, die wir unter gewôhnlichen Umstânden als 
sprôde kennen (wie Marmor und andere Gesteine), durch Anwendung allseitigen 
hydrostatischen Druckes in bildsame oder plastische übergeführt werden 
kônnen. Die Ergebnisse dieser Versuche sind geeignet, die Formanderungen 
der natürlichen Gesteine in Gebirgen (das FlieÛen, Verwerfen u. dgl.) unter 
dem ËinfluÜ des natürlichen Gebirgsdruckes verstàndlich zu machen. 

§9. Das Hookesche Gesetz, Mit der Ermittlung der Spannungs- 
Dehnungslinie für einen bestimmten Probestab ist die Aufgabe der Physik 
noch lange nicht erschôpft. Es erhebt sich vielmehr sogleich die Forderung, 
für die durch Versuche gefundenen Ergebnisse einfache Rechnungsansâtze 
aufzustellen, die jene Ergebnisse in Form eines mathematischen Gesetzes in 
sich vereinigen. — Weiterhin tritt die Frage auf, wie sich diese Formânde- 
rungen im Innern des Kôrpers, im KleingetÜge def Stoffes, auswirken und 
endlich, wie diese Gesetze aûs allgemeinen Vorstellungen über die Eigen- 
schaften der kleinsten Teile — der Atome — verstanden werden kônnen. Diese 
letzte Frage greift schon tief in das Gebiet der neueren Atomphysik ein und 
kann ohne umfangreiche besondere Hilfsmittel nicht in Angriff genommen 
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werden; übrigens ist sie, wie schon oben bemerkt, heute noch keineswegs als 
geiôst anzuBehen, so dafi wir hier nicht weiter auf sie eingehen werden. 

Bei den auf die erste Frage bezüglicben Ergebnissen unterscheiden wir 
die Vorgànge für Zug und fiir Schub und gelangen zu folgenden Aussagen: 

a) Für Zug; Bei Betrachtung der Fig. 686 fallt unmittelbar in dieAugen, 
dalian die Aufstellungeines einheitlich6n,alle die Besonderheiten dieserLinien 
berücksichtigenden Gesetzes, das deren ganzen Verlauf umfa6t und dabei 
hinreicbend einfach ist, nicht gedacht werden kann. Mit der für praktische 
Zwecke erforderlichen Einfachheit lâOt sich vielmehr nur der Bereich der 
Proportionalitât — soweit ein solcher vorhanden ist — wiedergeben. Die 
für diesen geltende lineare Beziehung wird in der Form angeschrieben : 

(5 

6 = E.e oder è = — = n, 6 (19) 

Mi 

in der = l/a einen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Dieser Ansatz ist das 
Grundgesetz der theoretischen Elastizitatslehre und ist unter dem Nainen des 
Hookeschen Gesetzes bekannt. Es wurde 1676 durch Robert Hooke 
(1635 bis 1702) in Form des Anagramms: ceiiinosssttvv ausgesprochen, 
dessen Lôsung lautet: Vt tensîo sic vis, d. h. in unserer Ausdrucksweise: 
Wie die Dehnung so die Spannung. Seine Aufündung ist als eine groÜe und 
frühzeitige Leistung der theoretischen Physik zu betrachten und ist ganz im 
Sinne Kant s als rein wissenschaftlich zu bewerten, nach dessen klassisch 
gewordenen Worten in jeder besonderen Naturlehre nur so viel reine Wissen- 
schaft steckt, als Mathematik in ihr enthalten ist. 

In praktischen Rechnungen wird oft das Hookesche Gesetz auch für 
solche Stoffe (wie Gesteine, Béton u. dgl.) als zu Recht bestehend, ange- 
nommen, die nur einen kleinen oder überhaupt keinen Proportionalitàtsbereich 
haben; da muJB man sich darüber klar sein, daC die aus ihm abgeleiteten 
Folgerungen nur einen beilâufigen Einblick in die wirklichen VerhèUtnisse 
bieten kônnen. In diesen Fâllen ist ûberdies noch eine besondere Festsetzung 
darüber notwendig, was unter E zu verstehen ist. 

Von V, Bach u. a. ist auch versucht worden, das von der Proportionalitât 
abweichende Verhalten der StofFe der zweiten Gruppe durch ein Potenzgesetz 
von der Form darzostellen: 

<f = E,€^ ( 20 ) 

in der n eine positive oder négative Zabi und E eine Konstante bedeutet; dies ist 
fur einen gewissen Bereich der o-c-Linien für diese Stoffe tatsâchlich môglich, 
doch sind derartige Ansatze weiterhin nur in ganz vereinzelten Fallen verwertet 
worden und haben praktisch nur geringe Bedeutung erlangt. 

Den Faktor E nennt man die Elastizitatszahl (auch Eiastizitats- 
modul oder Hookesche Konstante) und ihren Kehrwert a = 1/E, der von 
V. Bach eingefûhrt wurde, die Dehnungszahl (DehnungsmaB). Da B eine 
unbenannte Zahl ist, so wird E im Hookeschen Gesetz als Kraft/Flâche ans- 
zudrûcken sein, praktisch also in kg/cm*, kg/mm* oder t/m*. 

Das bisher Gesagte lÜÜt nun auch eine Unterscheidung erkennbar werden^ 
die hinsichtlich der in der Mechanik der nichtstarren Kôrper behandelten 
Fragen einzuführen iat. Und zwar wird jener Teil dieses Gebietes^ der das 

56* 
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Hookesche Gesetz und dessen Folgerungen benutzt, der sich also im wesent- 
lichen auf den Proportionalitatsbereich bezieht, als Elastizitàtslehre 
bezeichnet, wâhrend der uDifasBendere, der auch das Verhalten der Kôrper im 
ganzen Bereich der d-£-Linien ein bezieht, also insbesondere Yorgânge beim 
FlieCen und beim Bruch, als Festigkeitslehre bezeichnet wird. In der 
letzten Zeit ist es auch gelungen, in theoretischer Weise gewisse Fragen zu 
beantworten, die das Auftreten bleibender (plastischer) Formanderungen be- 
treffen, wodurch die Grundlagen zu einer Plastizitâtstheorie geschaffeu 
wurden. Endlich sind für die Erscheinungen des Bruches selbst besondere 
Brucbtheorien ausgebildet worden. SinngemaQ sind daher Ëlastizitats- 
theorie, Plastizitâtstheorie und Bruchtheorie als Teilgebiete der 
AÜgemeinen Festigkeitslehre anzusehen. 

Eine solche Proportionalitât zwischen Ausdehnung in Richtung derAchse 
und Belastung zeigen auch — in bestimmten Bereichen — schraubenfôrmig 
^ewundene Metalldrâhte von nicht zu kleiner Hàrte, sogenannte Schrauben- 
f edern, wobei jedoch, wie in § 21 noch erlàutert wird, wohl zu beachten ist, 
dafi es sich bei diesen nicht um eine Beanspruchung des Materials auf Zug, 
sondern auf Torsion handelt, die durch das Auftreten von Schubspannungen 
jn den Querschnitten gekennzeichnet ist. 

Ira Anschluû an den in § 4 eingeführten Begriff der Raumdehnung e 
sei hier noch bemerkt, daÛ bei allseitiger Beanspruchung eines Teilchens mit 
der Spannung 6 die Raumdehnung das Dreifache des Ausdruckes(6) ausmacht; 
aie ist also vom Betrage: 


3e = 3(l-2v).i = JS = l' 


wobei die Gro6e 


3(1 — 2i/) 


als die Kom pressibilitât oder Zusammendrückbarkeit des betreffenden 
Stoffes bezeichnet wird. 

b) Für Schub: Ganz àhnlich wie für Normaispannungen (Zug und 
Druck) und Dehnungen kann das Hookesche Gesetz für Schubspannungen 
und Gleitungen in der Form angesetzt werden: 

t = (r .y (22) 


worin G einen neuen Proportionalitâtsfaktor bedeutet, der als das GleitmaÛ 
^Gleitmodul oder Schubmodul, manchmal auch Torsionsmodul) be- 
bezeichnet wird. Sein Kehrwert l/6r = heiBt (nach v. Bach) die Gleitzahl 
oder Schubzahl. Dieser Ansatz spricht den linearen Zusammenhang von r 
und y im Proportionalitâtsbereiche aus. 

Dadurch sind bisher zusammen drei Konstante E, G zur Beschreibung 
des elastischen Verhaltens eingeführt worden. Eine einfache Betrachtung 
zeigt jedoch, dafi zwischen diesen für einen elastisch-isotropen Kôrper eine 
Bedingungsgleichung besteht, so dafi nur zwei voneinander unabhângig 
bleiben; es folgt daraus, dafi das elastische Verhalten eines isotropen 
Eôrpers durch zwei Konstante bestimmt ist. 
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Zur Aufstellung dieser Bedingungsgleichung fassen wir oach Fig. 688 ein 
Teilchen in Form eines Würfels 0000 ins Auge, an dem an zwei Paaren 
gdgenüberliegender Seitenflâchen die 
Schubspannungen x in der gezeich- 
neten Weise angreifen môgen; wie 
schon in § 6 erôrtert, müssen diese 
aile die gleiche GrôQe haben, damit 
das Teilchen im Gleichgewicht ist. 

Weiter erkennt man ans der Abbil- 
dung, daD bei dieser Beanspruchung 
des Teilchens in der Richtung der 
Diagonalen die Hauptnormalspan- 
nungen auftreten müssen, und zwar 
die Zugspannung 6^ — t und die 
Druckspannung dg = — r, so daû 
das Teilchen in die rhombische Form 
2222 übergeht. 

Die Diagonale 2, die von rechts 

unten nach links oben làuft, erfâhrt wegen dieser Normalspannungen 
und <$2 eine Gesamtdehnung im Betrage 

A 01 V02 l-fv 

* l~ E~ E ~~ i’ 



Verformung eines Teilchens durch 
Schubspannungen. 


und die andere Diagonale eine Verkürzung vom selben Betrage. Die B'orm- 
anderung besteht in den Verschiebungen 01 wegen der wagerechten und 12 
wegen der lotrechten Schubspannungen. Wenn y die Gleitung ist, so ist der 
Winkel von 90® der Würfelseiten in 90 + y übergegangen, und daher ist der 
Drehwinkel der Würfelseiten +y/2. Aus den Dreiecken a 01 und 012 
folgt daher unmittelbar für die Strecke: 


und damit: 

detnnach ist: 


01 3 = 



l y A 

2y2 2 ^ 2 V 2 


£ 


_ A y — ^ 

“ i ~ 2 ■" É ■*’ 

E 


(23) 


80 daÜ gemâC der Gl. (22) die gesuchte Beziehung in der Form erscheint: 


G 


E 

2 (1 + V) 


(24) 


Das elastische Verhalten eines isotropen Kôrpers ist daher durch zwei von den 
drei Eonstanten Ey G, v vollstandig gekennzeichnet. 


§ 10. Die ailgemeine Form des Uookeschen Gesetzes. Da nach 
§ 3 jede Spannung eine gleichsinnige Anderung der Lange der Eôrperteilohen 
in der Richtung der Spannung und gegensinnige Ânderungen vom t^-fachen 
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Betrage in den dazu senkrechten Riohtungen verursacht, so kônnen die 
Gesamtdehnungen nach x, y, z in der folgenden Form angesetzt werden: 
E,Er = 6^—V((Sy -I- 6t) I 

— + I (25) 

E.t, := a, — V((J, + Oy) ] 


Diese Gleichungen nach 0^, 0^, 6^ aufgelôst, lauten so: 

E 

0 ^ = J l(i - v) + r + r «,] 

E 

0y = 2 J,-, [V «. + ( 1 - V) f „ + V f.l 

a. = ^2 V» + (1 - 


. . . . (26) 


Wenn u, v, w die elastischen Verschiebungen eines Raumpunktes nach 
den Achsenrichtungen sind, so sind (nach den früheren Festsetzungen) die 
Dehnungen Ex, Ey^ Eg nach diesen Richtungen durch die Ausdrücke definiert: 


du dv 

und daraus folgt fur die Raumdehnung: 


dtv 

ôz 


. . du . dv . dtv 


(27) 


(28) 


In âhnlicher Weise lauten die entsprechenden Aussagen bezüglich der Schub- 
spannungen, daQ die gesamte Winkelànderung des ursprünglich rechten 
Winkels zweier Flàchenelemente den in diesen wirkenden Schnbspannungen 
proportional ist. Bezeichnet nach dem Satz von der Gleichheit der Sohub- 
spannungen in senkrechten Ebenen z. 6. tyz tg die Schubspannung in 
der positîven z- (oder y-) Ricbtung, die auf ein Flàchenelement wirkt, dessen 
Normale in die positive y- (oder z^) Richtung fâllt, und yyz die zugehôrige 
Gleitung, so hat man die Gleichungen anzusetzen; 


= tzx i (29) 

O- . yxy '*'a:y ) 

Die SchiebungsgrôÛen y kônnen wieder durch die Ableitungen von m, v, w aus- 
gedrückt werden; man beachte, daÛ z. B. nach Fig. 689 unmittelbar 


yvt — + — ^ + g” 


(30) 


gesetzt werden kann und erhâlt damit auch die beiden entsprechenden 
Gleichungen 


eu , dw 


yxy 


dv du 
dx ^ dy 


( 30 ') 
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Aus der Form dieser Gleichungen (25)und (29), die die allgemeine Form des 
Hookeschen Qesetzes darstellen, ist zu erkenneD — was auch begrifflich 
unmittelbar einleuchtet — , daü Normal- 
spannungen nur L&ngenanderungeD, Schub- , 

spannungen nur Winkelanderungen ver- ^ j|| ? 

ursacben kônnen. T*^,, ^ / 

Da die sechs VerzerrungsgrôÛen £, y Ly t j 

nur von den Ableitungen der drei Form- I 

ânderungsgrôCen u, v, w abhàngen, so müssen | / 

sie, wenn anders sie eben die Verzerrungen 1 

fur einen râumlicben Spannungszustand dar- v 

fltellen sollen, drei voneinander unabhângigen 0 ^ ‘ 7 

Bedingungsgleichungen genügen. Diese nennt 

J. i . !• 1.1 -i. J TT Krklàrung der Verzorrungggrôfien. 

man die Vertraglichkeits- oder Kom- ° ® 

patibilitâtsbedingungen; sie kônnen in einer der beiden folgenden 
Formen angeschrieben werden: 

d^yyz d^Bz 

^ ^ 


2 , ^ 4. 

dydz àxi dx ^ 


dyzx , 'àyx 


dydz dxi dx dy dz \ ' 

deren Richtigkeit durch Rûckeinsetzen der obigen Ausdrücke für €, y nach 
den Gin. (27) und (30) leicht bestâtigt werden kann. Von diesen sechs 
Gleichungen kônnen naturgemâO wieder nur drei voneinander unabhangig sein. 

§ 11. Der ebene Spannungszustand. Von einem eben en Spannungs- 
zustand (in der x-^-Ebene) spricht man in folgenden beiden Fàllen: 

a) Entweder es ist 6g = 0, weiter w von a?, y unabhangig und die m, v 
von Z unabhangig; dann folgt: 

E.e, = 0.-vay j 

E.Sy=ay-V<S, I (33) 

E.e, = —v(a^Jf-6y)] 
oder aus den beiden ersten durch Auflôsung; 

JS 

£ ^ (34) 

"i' = i + ’'**) 

und sodann aus der dritten: 


Weiter erhalten wir; 


«»)• 

ty, = 0 

t.x = 0 
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b) Oder es wird Sg = 0^ w =: 0 und aile Ableitungen nach e ebenfalls == 0 
angenommen; dann ist zunacbst: 

E . £* = 0 = 0g — V {0x “f- also 0g = V (0x *j“ ^y)i 


also 


Ê’-e. = (1 +t')[(l — — vtfy] I 

E.ïy = (1 + v)[—vo^ + (l—v)0^] ) 


woraus durch Aufiôsung: 

= 

= (i.j:vy(î- 21/)^*" + 

Für die Schubspannungen gelten dieselben Gleichungen (35) wie zuvor. 

Im Falle a) ist angenommen, daû der Kôrper in der ^-Richtung den 
elastiBchen Anderungen frei folgen kann, ohne daC eine Spannung in dieser 
Richtung auftreten würde. Im Falle b) ist die Ausdehnung in der ^-Richtung 
durch eine Ëinspannung oder dergleichen verhindert bzw. vorgeschrieben, der 
Kôrper etwa zwischen zwei Platten in unverânderter Entfernung fest- 
gehalten; diese Einspanuungen verursachen naturgemâH Spannungen in der 
> Richtung. 


§ 12. Die Gleichgewichtsbedingungen für den elastischen Kürper. 
Wir betrachten ein Teilchen im Innern eines Kôrpers, das die Form eines 
rechtwinkligeu Blockes (oder Secbsflacbes) bat unter dem EindulS der auf 
die Seitenflâchen wirkenden Oberflàchenkràfte (Spannungen) und der über 
den Raum erstreckten Massenkràfte, die, auf die Masseneinheit bezogen, 
durch X, F, Z gekennzeichnet sein môgen. Wenn man den Umstand ver- 
wertet, daÜ die Spannungen stetige Funktionen der Koordinaten x, y, z sind, 
ihre Grôfien in gegenüberliegenden Seitenflâchen sich also nur um das erste 
Glied der zugehôrigen Taylor schen Ëntwicklung voneinander unterscheiden 
kônnen, so kônnen die Gleichgewichtsbedingungen für dieses Teilchen unmittel- 
bar angeschrieben werden (p = Dichte); 


d0x 

dx 

dtg 

d X 
dr. 


d Xg , 0 Ty 


_L * _L 


d e 


-hpX= 0 




y + _|. 


'4-pZ= 0 


(38) 


dz 

O0Z 

de 

Diese Gleichungen gelten ganz allgemein — vôllig unabhàngig von der 
besonderen Beschaffenheit des betrachteten Kôrpers. Sie reichen jedoch (auch 
bei Vorscbreibung der entsprechenden Randbedingungen) für sich allein nicht 
ans, um die sechs SpannungsgrÔflen d, r zu bestimmen. Für den elastischen 
Kôrper besteht das Lôsungsverfahren — allgemein gesprochen — darin, seine 
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§ 13 . 

besondere Beschaffenheit durch Ëinfûbrung des Hookeschen Gesetzes nach 
den Gleichungen (25), (27), (29), (30) des § 11 zur Geltuug zu bringen; 
damit treten die Formânderungen t4, w als neue Unbekannte hinzu, deren 
Gesamtzahl sich sonach auf neun erhôht. Zu ihrer vollst&ndigen Bestimmuug 
dienen die drei Gleichgewichtsbediuguugen (38) und die secbs Gleichungen 
des Hookeschen Gesetzes. Durch Entfernung der sechs SpannungsgrôCen 
(<J, x) erhalt man weiterhin drei Differentialgleichungen für w, w, zu deren 
Aufiôsung allgemeine Methoden zur Verfügung stehen. Da in folgendem diese 
Ëntwicklungen nicht mehr verwendet werden, so soll auch hier nicht weiter 
auf sie eingegangen werden. 


§ 13. Oas «bene elastische Problem. Für das ebene elastische 
Problem — die Scheibe — nehmen die Gleichgewichtsbedingungen (38) unter 
Vernachlâssigung der Raumkrâfte, deren EinfluÛ für statische Fragen meist 
vollstândig zurücktritt, die einfachere Form an: 


d(5x idtg 

dx'dtf 


0 


1 

dx dy ~ 


(39) 


Die Einführung der Formànderungen w, v des ebenen Problems erhôht die 
Anzahl der Unbekannten auf füiif w, v), denen die eben angeschrie- 

benen zwei Gleichgewichtsbedingungen und die drei übrigbleibenden 
Gleichungen des Hookeschen Gesetzes, also zusammen wieder fünf, gegen- 
überstehen. 

Was die wirkliche Ermittlung der Lôsung eines vorgelegten elastischen 
Problems betrifft, so kann man im allgemeinen entweder die Spannungen (<5, t) 
oder die Formànderungen (u, v, w) als unbekannte Funktionen beibehalten und 
jeweils die anderen aus den Gleichungen entfernen. Wie schon oben erwàhnt, 
ist die Entfernung der Spannungen O, r immer môglich und die Beibehaltung 
der Formànderungen vorteilhaft. Dies tritt auch in den technischen An- 
wendungen bei der Berechnung der sogenannten statisch unbestimmten 
Système zutage, wo es in der Regel — obwohl dies meist nicht beachtet 
wird — vorteilhaft ist, mit den Formànderungen und nicht mit den 
Spannungen zu rechnen. 

Das ebene elastische Problem — die Scheibe — làfit jedoch auch unter 
Beibehaltung der Spannungen eine einfache Formulierung zu, und zwar durch 
Einführung der sogenannten Airyschen Spannungsfunktion (i^). In der Tat 
werden die Gleichungen (39) durch den folgenden Ansatz identisch befriedigt: 


(Sx 




dxdy 


(40) 


und die einzige, für das ebene Problem verbleibende Vertràglichkeits- 
bedingung: 

V y^y _____ V Sy V fi* 

dxdy dx* dy* 


■ ■ ■ (41) 
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liefert uach Einsetzen der Ausdrûcke (30^ [letzte Gleiohung] und (40) und 
Yerwertung von Gleichung (24) für die Spannungsfunktion ^ unmittelbar 
die folgende Differentialgleichung vierter Ordnung, die man die ^biharmonische 
Differentialgleichung** nennt: 

— 

Da diese Gleichung mit der Laplaceschen Gleichung 

0* tO 02 1^ 



in naber Beziehung steht, so kann der ganze Lôsungsvorrat, der für diese letzte 
Gleichung bekannt ist, zur Gewinnung von Lôsungen für elastische Problème 
verwertet werden , was auch tatsâchlich im groüen Maüe geschehen ist. 

Nach diesen kurzen Bemerkungen über das allgemeine Problem der 
Elastizitâtstheorie kehren wir zur Betrachtung weiterer Eigenschaften der 
Stoffe zurück. 


§ 14. Elastische Nachwirkung. Hystérésis. Im vorhergehenden 
wurde schon wiederholt darauf hiugewiesen, daC das Verhalten der ver- 
echiedenen Kôrper auch bei gleichartiger Beanspruchung durch âuÜere Krâfte 
keineswegs ein gleicbartiges ist, sondern dafi dabei mannigfache ünterschiede 
aiiftreten. Nioht nur, daü es als ausgeschlossen betrachtet werden muO, ein 
hinreichend einfaches, für aile Kôrper und den ganzen Belastungsbereich von 
Null bis zur Bruchlast gültiges d-f-Gesetz zu finden, so sind für ein und 
denselben Kôrper die Beziehungen zwischen Spannung und Dehnung inWirk- 
lichkeit noch erheblich verwickelter, als dies bisher schon zutage trat. Die 
ürsàchen hierfür bilden Erscheinungen, die bei den Formànderungen die 
ümlagerung der kleinsten Teile des Kôrpers begleiten, und von denen die 
innere Reibung die wichtigste ist. Diese Erscheinungen kommen in ver- 
schiedenen Formen: als elastische Nachwirkung, Hystérésis, Er- 
müdung und als Zeitabhàngigkeit der Formànderungen zur Geltung. 
Da eine ausreichende Théorie dieser Erscheinungen bisher nicht gegeben 
wurde, so müssen wir uns hier vollends auf eine allgemeine Beschreibung der 
dabei obwaltenden Vorgànge beschrânken. 

a) Elastische Nachwirkung. Genauere Beobachtungen zeigen, daü 
schon bei verhàltnismàfiig kleinen Formànderungen stets nur ein Teil von 
diesen elastisch ist, also mit der Belastung verschwindet, der Rest jedoch 
bleibend — plaatisch — ist. Es zeigt sich dabei, daO auch der verschwindende 
Teil nicht gleichzeitig mit der Belastung nach Null geht, sondern erst nach 
einer gewissen Zeit. Dies ist die Erscheinung der elastischen Nach- 
wirkung, die also in einer zeitlichen Yerzôgerung der Formànderung gegen 
die Belastung besteht. Diese Yerzôgerung der Formànderung stellt sich nicht 
nur bei der Ëntlastung, sondern auch bei der Belastung ein: die Form- 
ünderung braucht stets eine gewisse Zeit, ehe sie ihren Endbetrag erreicht bat. 

b) Unter Hystérésis faüt man hingegen die mit dem Auftreten blei- 
bender Formànderungen yerbundenen Erscheinungen zusammen, die sich 
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am besten ans dem Verlauf der (J-f-Linien für Belastung und darauf 
folgende Entlastung erkennen lassen. Belastet man den Probestab zuerst 
langs 0 A (Fig. 690) und lafit sodann die Belastung wieder abnehmen, so erhalt 
man fûr die Entlastung ein von O A verschiedenes Kurvenstûck AB. Als 
beinerkenswert ist anzuführen, daÛ eine neuerliche, von B ausgehende Be- 
lastung — ganz âbolich wie bei der magnetischen Hystérésis — die Kurve 
wieder nach A zurûckführen würde (aber 

auf einem anderen Wege). Noch auffallen- Fig. 690. 

der wird der EinâuQ der inneren Eeibung, 
wenn man eine sogenannte Bêlas tungs- 
schleife aufnimmt; man erhalt sie, wenn 
man den Kôrper zuerst (wie zuvor) langs 
der ^jungfrâulichen Kurve“ OA belastet, 
sodann langs AB entlastet, bei B die Be- 
lastung umkehrt und die Belastung nach 
.der entgegengesetzten Seite bis zu dem- 
selben Betrag anwachsen làQt, wobei die 
Kurve B A* durchlaufen wird. In A' wird 
die Belastung wieder vermindert, bei B' 
abermals umgekehrt und der darstellende 
Punkt wieder nach A zurückgeführt. Man 
erkennt daraus, dafi man eine Druckkraft 
O C aufwenden muÛ, ura den Dehnungsrest Hysteresisschleife. 

OB wegzubringen, daÛ die Verkürzung 

OB' der Spannung Null entspricht, und dal5 diese Verkürzung erst durch 
Anwendung der neuerlichen Zugkraft O O wieder weggeschafft werden kann. 
Auffallend ist die merklich übereinstimraende Neigung der von O, A, B aus- 
laufenden Aste gegen die £-Achse, woraus man schlieÜt, dafi in diesen Punkten 
die kleinsten Teile des Kôrpers bleibende GJeichgewichtskonfigurationen er- 
reicht haben, von welchen ausgehend das Hookesche Gesetz mit gleichen 
i^-Werten gültig ist. — Übrigens kann man den spannungs- und deh- 
uungslosen Urzustand (O) wieder erreichen, indem man eine Anzahl solcher 
Schleifen aneinanderfügt und dabei jedesmal die Werte der Lastmaxima ver- 
kleinert. 

Da die zwischen der d-6-Linie und der f-Achse eingeschlossene Flàche 
— wie unmittelbar ersîchtlich, aber unten in § 20 nooh besonders erklürt 
wird — die Arbeit darstellt, die bei dem betreffenden Vorgang verbraucht 
wird, so stellt auch die Flàche der Belastungsschleife die Arbeit dar, die zu 
ihrem Umlauf notwendig ist. Der ganze Umlauf stellt daher einen nicht 
umkehrbaren (irreversiblen) ProzeD dar, bei dem durch die GrôOe der Hyste- 
resisschleife die vermôge der inneren Reibung in Wàrme übergefûhrte Arbeit 
gegeben ist. Nur sehr kleine Formànderungen erweisen sich als voUstandig 
umkehrbar (reversibel). 

c) Ermûdung. Verhaiten bei wiederholten Belastungen, Dauer- 
bru oh. Bei zablreichen praktischen Anwendungen kommen Belastungsarten 
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vor, die von der bisher angenommenen ruhenden Belastung erheblich ab- 
weichen. Insbesondere bandelt es sich darum, die Festigkeit bei oft wiederbolten 
Belastungswecbseln zu untersucben, und zwar derart, dail eutweder von 0 
jedesmal auf Null entlastet oder die Belastung aufeinanderfolgend zwischen 
4- 0 nnd — 0 veràndert wird. Im ersten Fall spricht man (nach A. Wôhler) 
von Ursprungsfestigkeit ATi, im zweiten von Schwingungsfestig- 
keit ^0 Festigkeit bei ruhender Belastung, so ist stets: 

Kq'^Ki'^K 2 ’ Zu diesen Untersuchungen sind viele Millionen von Be- 
lastungswechseln erforderlich. Bis vor kurzem galt es als zweifelhaft, ob 
nicht sowohl Ki wie K 2 in der Grenze die Werte Null baben, d. b. ob nicbt 
eine beliebig kleine Last, weiin sie nur entsprechend oft aufgebracht wird, 
zum Bruche führen kann. Heute nimmt man an, daû sowohl Ki wie end- 
liche Grenzwerte darstellen. Bei wiederholter Belastung tritt also stets nur 
eine teilweise Ermüdung ein: nimmt man die Belastungen unter den an- 
gegebenen Grenzwerten Aj bzw. ^2, so vermag auch ibre beliebig oft wieder- 
bolte Aufbringung nicht den Brucb herbeizuführen ^). 

Die Feststellung der Bedingungen für das Auftreten solcher Dauer- 
brûche, in Abhângigkeit von der GrôUe der Belastung und der Wechselzahl, 
ist für das neuzeitlicbe Materialprüfungswesen von groûer Bedeutung ge- 
worden. Uni die Versuchsdauer, die wegen der meist erforderlich aufier- 
ordentlich groÛen Zabi (viele Millionen) von Belastungswecbseln sonst sehr 
groC würde, abzukürzen und gleichzeitig exakt zu beschreibende Versucbs- 
bedingungen zu schafPen, sind besondere dynamische Materialprüf- 
maschinen konstruiert worden, von denen in Fig. 691 eine der leistungs- 
fâhigsten Ausführungen, nàmlich die der Maschinenfabrik C. Schenk- Darm- 
stadt (nacb W. Hahnemann und H. Hecht), schematisch wiedergegeben ist. 

Die Anordnung beruht darauf, daC die Belastungswechsel durch scbwin- 
geude Massen erfolgen, die durch einen elektromagnetischen Wechselstromkreis 
erregt werden, und zwar in der Zabi bis zu 2 Millionen Belastungswechsel in 
der Stunde. Der Probestab P wird oben in einen Bügel B eingespannt, der 
mit dem àuOeren, die Gegenmasse bildenden Gebâuse nti fest verbunden ist; 
sein unteres Ende wird in die Ankermasse des Wechselstromm aguets fM 2 
eingesetzt. Die Masse Wj ist gegenüber dem Grundgestell federnd ge- 

lagert, und zwar besteht diese Federung in zwei Stahlrobren und R^, die 

zur Vermeidung grôüerer Eonstruktionsbôben ineinander angeordnet sind. 
Das innere Robr Ri ist in die Ankermasse ni 2 eingesetzt, das àuQere R 2 mit 
dem Grundgestell verbunden. Die Gehàusemasse Wj wird durch die Spiral- 
federn Fi, F 2 getragen und ist gegen das Grundgestell in den Rollen 
gefübrt. Die GrôBe der dynamischen Beanspruchung kann durch die Zusatz- 
massen w geregelt werden, die auf die Ankermasse des El ektrom aguets auf- 
gelegt werden kônnen. Zur spannungsfreien Einstellung des Probestabes 
dient das Handrad H, durch dessen Drehung die Spannuug der Federn F\, F^ 
entsprechend veràndert werden kônnen. 

K^y Kl y K 2 sind die früher ûblichen Bezeiohnungen fur die betreffenden 
Festigkeiten. 
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Ahnliche Anordnungen stehen auch fiir die Ausführung von Dauer- 
versuchen für Biegungs- und Drehungsbeanspruchungen in Verwendung. 

d) Weitere Einflûsse wiederholter Belastuugen. Âhnlich wie 
in c) bezüglich der Festigkeit sind auch systematische Untersuchungen ûber 
den EinfluQ wiederholter Belastungen auf die Elastizitàtsgrenze und 
Streckgrenze angestellt worden, wobei die Versuchsanordnung immer môg- 
lichst 80 getroffen wurde, wie aie den Beanspruchungen in bewegten Maschinen- 
teilen entsprechen. Unter diesen Verauchen haben iusbesondere die von 
A. Wôhler und J. Bauschinger bleibenden Wert erlangt. Als allgemeines 
Ergebnis ist zunàchst hervor- 
zuheben, dafi eine Bean- 
sprucbung über eine gewisse 
Grenze hinaus immer Ver- 
ânderungen des Verhaltena des 
betreffenden Stoffea zur Folge 
bat. Aua der groQen Zabi der 
beobacbteten Erscheinungen 
môgen hier nur die folgenden, 
die aich auf die Elastizitàta- 
und Streckgrenze beziehen, 
erwàhnt werden: Wird ein 
Kôrper einer Belaatung unter- 
worfen, die grôÛer ala die ur- 
sprüngliche Proportionalitàta- 
grenze ist, und darauf ent- 
laatet, so erweist aich bei 
neuerlicher Belaatung dieae 
Grenze hôher liegend als zu- 
vor; durch Wiederholung kann 
dieae Erhôhung bis zur ur- 

sprünglichen Streckgrenze und Bynamische Materlalprüfmaschîne 

BOgar etwaa darüber hinaus der Firma C. 8 c ho nk- Darmstadt, 

gesteigert werden. Bei noch 
hôherer Belaatung sinkt jedoch dieae Proportionalitâtsgrenze erheblich, oft 
bis auf Null und hebt aich bei darauffolgender Ruhe von selbst allmâhlich 
bis auf ihren uraprünglichen Wert. Ebenso kann auch die Streckgrenze 
selbst durch vorsichtig angepafite Beanspruchung über ihren ursprünglichen 
Wert gehoben werden. In âhnlicher Weise konnen beide Grenzen auch durch 
aufeinanderfolgende, zwiachen Zug und Druck wechselnde Belastungen ail- 
m&hlich in die Hôhe getrieben werden u. dgl. m. Aua ail dem ergibt aich, 
daÔ diesen Begriffen Festigkeit, Streckgrenze usw. keineswegs eine absolute 
Bedeutung zukommt, sondern daÜ diese Werte von den Belastungszustànden 
abhângeu, denen der Stoff vorher ausgesetzt war. 

e) Die Zeitabhângigkeit der Formânderungen kommt unter 
anderem dadurch zum Ausdruck, dafi aich für verschiedene Geachwindigkeiten 


Fig. 691. 
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der Belsstung und Entlastung jeweils verschiedene tf-£>Lmien ergeben, utid 
zwar ist die DehnuDg für eîne bestimmte Spannung um so kleiner, mit je 
grôfierer Geschwindigkeit die betreffeude FormànderuDg hervorgerufen wurd© 
(Fig. 692). Wird die Geschwindigkeit von dem schnellen in den langsameren 
Wert übergeführt, so fîndet ein Übergang lângs der 
gezeichneten transversalen Kurve AB statt. 

In keine von diesen Fragen ist heute die Ein- 
sicbt scbon so weit gediehen, dafi von einer voll- 
stândigen Kl&rung gesprochen werden kônnte, so dafi 
hier der weiteren experimentellen Forschungein reiches 
Betatigungsfeld offen steht. 

§ 15. Ëinflufi der Beanspmchung auf die 
Struktur. Das Verhalten der verschiedenen Kôrper^ 
80 wie wir es bisher kennengelernt haben, und zwar 
sowohl das elastische im elastiscben Bereiche, wie auch das plastiscbe im 
Fliefibereicbe, also bei Beanspruchungen über der Elastizitâtsgrenze, ist 
durch die Eigenschaften der kleinen Telle — der Kristallite — , ans denen 
die Kôrper bestehen, oder, wie man auch sagt, durch die Struktur bestimmt; 
aile Verânderungen, die der Kôrper bei Belastungen oder durch andere Um- 
stande (Wàrmebehandlung) erleidet, geben sich in einer Anderung der Forro 
und Grôfie dieser Teilchen zu erkennen. Diese Teilchen sind klein, aber doch 
von solchen Abmessungen, dafi sie mikroskopisch leicht zu untersuchen sind. 

Zu den Stolfen, die hinsichtlich ihres Gefüges am eingehendsten erforscht 
sind, gehôren die Metalle und Legierungen. Diese finden in der Praxis — 
als Werkstoffe — nur in der kristallinischen Form (als Vielkristalle^ 
kristallinische Haufwerke) Verwendung, wie sie unmittelbar bei der Er- 
starrung aus dem fiüssigen (geschmolzenen) Zustande entstehen; nach der 
Erstarrung werden sie stets einer Reihe von mechanischen (Bearbeitung) oder 
thermischen Vorgângen (Wàrmebehandlung, Vergütung) unterworfen, ehe aus 
dem Rohstûck ein Fertigstück wird. Bei den Metallen und Legierungen 
lassen sich die Verânderungen in dem Gefüge, die durch derartige Vorgâng© 
entstehen, mit Hilfe des Mikroskops in allen Einzelheiten verfolgen; solch© 
Beobachtungen führen zu interessanten Aufschlüssen über die Eigenschaften 
und Verânderungen dieser kristallinischen Bausteine der Stoffe. 

Die wichtigste Eigenschaft der Kristalle ist ihre grofie Verformungs- 
fàhigkeit im elastischen und plastischen Gebiete; mit ihr sind auch die 
Eigenschaften der Zwillingsbildung und der Verschiebungsfàhigkeit 
(Translation) von Kristallscbichten gegeneinander verbunden, die aus einer 
entsprechend grofien Anzahl von nebeneinander liegenden Einzelkristallen 
bestehen und die direkt beobaohtet werden kônnen. Ein Beispiel hierzu zeigt 
Fig. 693 a), b) i) (Taf. L), welcbe diese Zwillingsstreifen auf Kupferstàben, die 

1) Die hier folgenden Scbliff- und Brucbbilder, die zum grôüten Teil an dieser 
Stelle zum erstenmal verôffentlicht werden, verdanke ich Herrn Dr. G. Sachs vom 
Kaiser Wilhelm -Institut für Metallforschung in Berlin -Dahlem, dem ich fûr die 


Fig. 692. 



Zeitabhàngigkeit 
der Forraànderungen. 
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durch Rekristallisation erzeugt waren, nach Âtzung mit H N 03 und HCl er- 
kennen lâCt. 

Diese Verschiebungeu oberhalb der Ëlastizitàtsgrenze gebeu sich an der 
Oberflache durch das Auftreten regelmaOiger Linien, der Gleitlinien oder 
Fliefifiguren (auch Lûdersche oder Hartmannsche Linien genannt), zu 
erkennen. Sie sind z. B. in Fig. 694 (Taf. I) deutlich zu erkennen, die einen 
gedehnten Stahlstab darstellt, auf dem die FlieMguren durch Abspriogen des 
Glühzunders kenntlich geworden sind. Solche Gleitlinien zeigt besonders an- 
schaulich auch die Fig. 695 (Taf. I) fur Elektrolytkupfer; sie sind als Relief 

Pîg. 696. 



Nâch Pi stù'fidigem Glühen Nach stündigem Glühen 

bei etm 620 '‘C. bei SSO^’C. 


EinfluÛ der Beanspruchung und Wftrraebehandlung auf das Gefüge. 

(Schematische Darstellung.) 

auf einer vor der Deformation polierten Oberflache hervorgetreten. Diesfr 
Linien treten gewôhnlich in zwei Scharen auf, die mit den Hauptspannungs- 
richtungen schiefe Winkel einschlieÛen. 

Um durch die mikroskopische üntersuchung Einblick in die Fragen zu 
bekommen, wie sich bei einer Beanspruchung oder Ërwârmung die GrôBe und 
Gestalt der Kristalle veràndern, werden passend ausgewàhlte Flâchenstücke- 
vor der Belastung oder Ërwârmung poliert und nachher beobachtet. In Fig. 696 
ist eine solche Versuchsreihe nach Beobachtungen von E. Heyn in schematischer 
Darstellung wiedergegeben, die den EinfluB einer solchen Belastung und darauf- 
folgenden Wârmebehandlung deutlich erkennen lâBt. Vor der Beanspruchung^ 
also im natürlichen Zustande, haben die Kristalle nach Fig. 696 a nach allen 
Richtungen ungefâhr die gleichen Abmessungen. Durch eine Zugbeanspruchung- 
werden sie deutlich in der Zugrichtung gestreckt (Fig. 696 b) und bei stârkerer 

freundlicbe Überlassung fûr dieses Werk auch hier — im eigenen und im Nameni 
des Herausgebers und des Verlages den verbindlichsten Daok zum Ausdruok. 
bringen môcbte. 
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BeanspruohuDg auch geteilt. Bei darauffolgendem Ausglühen bei etwa 620® C 
verwandeln sich diese in einer Eichtung gestreckten Kristalle wieder in gleich- 
m&Big© (Fig. 696 c); dieser Vorgang wird daher als Rekristallisation bezeichnet. 
Dadurch ist auch die Erniedrigung der Streckgrenze verstàndlich gemacht, die 
man bei einer spâteren Belastung, die diesem Ausglühen folgt, heobachtet. — 
Bei Erhitzung tiber 900® C beginûen diè Erist^lle wieder zusammenzuwachsen 
und gehen merklich in den ursprünglich vorhandenen Zustand über (Fig. 696 d). 

Die zugehôrigen Aufoahmen nach der Natur sind in Fig. 697 a bis d 
(Taf. I) wiedergegeben, in denen diese typischen Ànderungen des Gefüges 
durch Kaltverformung und darauffoigende Glühbehandlung an dem Beispiel 
des /â-Messings (mit 62 v. H. Cu und 48 v. H. Zn) nach Âtzung mit einer Eisen- 
chloridiôsung festgehalten sind; und zwar gilt die Fig. 697a nach dem Walzen 
mit 30 V. H. Hôhenabnahme des Probestückes : Strecken der Kristalle in der 
Walzrichtung; Fig. 697b nach dem Glühen bei 300® C durch Va Stunde, Beginn 
der Rekristallisation; Fig. 697 c nach dem Glühen bei 460® C durch i/j Stunde; 
Fig. 697 d nach dem Glühen bei 700® C durch Va Stunde, Fortschreiten der 
Rekristallisation . 

Ein anderes Beispiel für diesen Vorgang gibt Fig. 698 (Taf. II), welche 
die Rekristallisation von Aluminiumstàben bei 500® zeigt, die um verschiedene 
Betràge (4 bis 20 v. H.) gedehnt waren. 

Der Vorgang der Rekristallisation kann auch dazu benutzt werden, um 
den Deformationsbereich, der durch eine Beanspruchung ira Innern eines 
Kôrpers entsteht, sichtbar zu machen: So ist z. B. in Fig. 699 (Taf. II) durch 
Rekristallisation bei 830® C der Verformungsbereich kenntlich gemacht, der 
im Innern eines konischen Eisenkôrpers durch einen auf die Grundflàche aus- 
geübten Druck entsteht. 

§ 16. Bruchtheorie. Die Vorgànge im Kristallgefüge der Stoffe, die 
bei wacbsender Belastung zuerst zu bleibenden Dehnungen, weiterhin zu einer 
ôrtlichen Einschnürung und schlieülich zum Bruche führen, sind keineswegs ein- 
fach. Von den besonderen Erscheinungen. die im Verlauf dieses Vorganges 
beobachtet werden, istdas Auftreten vonGleitschichten schon hervorgehoben 

worden , deren sichtbare 
Spuren an der Oberflâche 
die F lieBfiguren dar- 
stellen. Für dieBeurteilung 
der Festigkeit eines Stofles 
ist die Frage von besonderer 
Wichtigkeit, durch welche 
Umstànde der Bruch selbst 
bedingt ist. Wir wissen, 
daC bei Zug und Druck 
die grôÛten Normalspan- 
nungen in den Schnitten senkrecht zur Zugrichtung und die grôfiten Sohub- 
spannungen in Êbenen unter 4- 46® zu diesen geneigt — und nicht mit den 


700. 



c) hoch 'w. Stâhl 

Typische Bruchformen belm Zugversucb 
von Btablëtâben. (Schematischo üarstellung.) 
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Gleitrichtungen zusammenfallend — auftreten. Die Frage kann etwa so 
geetellt werden: Kommt es dadurch zum Bruche, dafi die Teilchen in der 
Langsrichtung vermôge der Zugspannungen abreiBen oder dadurch, daC 
bei fortgesetzter Verschiebung in den Gleitrichtungen schliefilich der Zu- 
sammenhang der Teilchen verloren gehtV Die Antwort darauf lautet 
dahin, daÛ die beiden genannten Vorgànge selten fiir sich allein vorkommen, 
sondern daB es sich in Wirklichkeit fast immer um ein Zusammenwirken 
beider Erscheinungen handelt, die unter den Namen Trennungsbruch und 
Verschiebungsbruch voneinander unterschieden werden müssen. Gemischte 
Bruchvorgànge treten vor allem bei Zugversuchen an zàhen Metallstâben ein. 
In Fig. 700 a bis c sind zunàchst wieder rein schematisch einige solche typische 
Bruchformen von Stahlstàben wiedergegeben, wie sie sich bei Zugversuchen 
ergeben; von ihnen gehôrt c einem hochwertigen Spezialstahl an. 

Typische Aufnahmen nach der Natur sind in den folgenden Figuren 
wiedergegehen ; und zwar sind die Fig. 701 und 702 (Taf. II) Bruchformen 
fürRundstabe und Fig. 703 (Taf. II) solche für Flachstàbe ans Eisen und Stahl. 

Fig. 704 (Taf. II) gibt den FlieBkegel eines Kupferrundstabes nach ein- 
getretenem Bruch wieder; auch in dieser Figur sind die FlieBfiguren deutlich 
zu erkennen und auBerdem eigenartige Einrisse, deren Ursprung nicht voll- 
stândig gekl&rt ist. 

Typische Trennungsbrüche findet inan bei den Zug-, Biegungs- und 
Torsionsversuchen an sprôden Kôrpern (GuBeisen, Gesteinen). Genauere 
Untersuchungen an stabfôrmigen Kôrpern mit Kreisquerschnitt zeigen, daB 
der Trennungsbruch bei Zug von der Mittelfaser ausgeht, um die sich nachher 
die sogenannten Trichter bilden, das sind kegelfôrmige yerschiebungsBachen, 
lângs welcher ein Abscheren des Materials erfolgt (Fig. 700 b, c). 

Für die Beantwortung der weiteren Frage, welche Umstânde das tat- 
sachliche Eintreten des Trennungsbruches verursachen, sind verschiedene 
Môglichkeiten offen, die auch aile überprüft worden sind, ohne daB es bisher 
zu einer endgültigen Klàrung über ihr Zutreffen im einzelnen gekommen 
ware. Und zwarkann man für den Bruch verantwortlich machen: a) diegrôBte 
auftretende Spannung, b) die grôBte Dehuung, c) die grôBte in einem Raumteil 
des beanspruchten Kôrpers aufgespeicherte Formânderungsarbeit. 

Verschiebungsbr üohe treten ain deutlicbsten bei Druckversuchen an 
sprôden Kôrpern auf. Da der Hôhe der Versuchskôrper wegen des Auf- 
tretens der Knickung bald eine Grenze gesetzt ist, so werden diese Versuche 
durch die an den Druckflàchen auftretende Reibung stark beeinfluBt; diese 
Reibung führt zur Ausbildung der sogenannten Druckkegel, die im weiteren 
Verlauf des Bruchvorganges eine Art Sprengwirkung auszuüben scheinen. 
Typische Formen des Verschiebungsbruches sind schematisch in Fig. 705 dar- 
gestellt: a) entspricht einem Stahlzylinder, b) einem Lagermetall, c) einem 
Sandsteinwürfel. 

Typische Bruchformen bei wirklich ausgeführten Druckversuchen sind 
aus den folgenden Abbildungen erkennbar: 

Muller*Pouill6t I, 2. 11. Aafl. 
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Fig, 706 a und b (Taf. II) zeigt einen Duraluminium-PreCkôrper, der 
durch ungleichmàOige Verformung beim Warmpressen am Rande grobkôrnig 
geworden und in den groben Kristallen aufgerissen ist^). 


aJSta/il hjLâgermeiêH cjSandstein 

Typische Bruc*hformen beim Druckversuch fiir vorschiedeno 
8toffe. (Schematîsche Darstellung.) 

Fig. 707 (Taf. II) zeigt einen sogenannten Scbieferbruch an einem Stahl- 
kôrper, der durch Kugeleindruck bei der Hârteprüfung hervorgerufen wurde. 

Als Vergleichsbild sei hier iioch die folgende Fig. 708 (Taf. II) auf- 
genommen, die einen typischen Dauerbruch oder Ermüdungsbruch eines 
Radreifens darstellt und die das allmâhliche Fortachreiten der Ermudungs- 
grenze im Querschnitt deutlich vor Augen führt. 

In neuerer Zeit werden auch die Rôntgenstrahlen zur Untersuchung des 
Gefüges der Baustoffe und der in ihnen durch Bearbeitung hervorgerufenen 
Verânderungen verwendet. 

Eine Théorie des Verschiebungsbruches wurde von Coulomb entwickelt; 
sie gipfelt in der Aussage, daC die auftretende grôÛte Schub- 
spannung r„,ax allein für den Eintritt des Bruches maÜgebend ist, 

indem sie den Zusammenhang des Kôrpers, 
Fig. 709. der durch eine Art innerer Reibung hergestellt 

gedacbt wird, überwindet. Diese Aussage 
ist unter dein Namen der Coulombachen 
Regel bekannt. Da die grôÛte Schubspan- 
nung T„,ax stets unter 45® eintritt, so müfiten 
auch die BruchÜàchen diese Lage haben; dies 
wird aber fast nie beobachtet und deshalb hat 
Navier die Coulomb sche Théorie durch die 
Annahme erweitert, daC die innere Reibung 
auch durch die Normalspaunung d auf die 
Verschiebungsflàche beeinflulit wird. Sei Tq 
der konstante Betrag der inneren Reibung, 
f z=z tg Q eine Reibungszahl und Q der Rei- 

. , „ , , . 1 . . bungswinkel, so wird demnach der Bruch ein- 

Theone des Verschiebungsbruches ® 

von Coulomb. treten, sobald 

+ (44) 

ist; in diesem Ansatz ist für /* = 0 der Sonderfall der Théorie der grôüten 
Schubspannung enthalten. Betrachtet man das Gleichgewicht des durch Ver- 

1) Nach A. Steudel, Zeitschr. f. Mat.-Prufungswesen 19, 133, 1927. 
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schiebungsbruch abgeschnitteneD Stückes im Augenblicke des Beginnes dieses 
Bruches (Fig. 709) unter dem KinOusse des Druckes ^ und beachtet, dafi die 
GrôJBe der Verschiebungsflàche AB — Fjcosq) ist, wenn F den Querschnitt 
des Stabes bedeutet, dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen für die 
Richtungen senkrecht und parallel zu AB: 


und daraus folgt 


Q.cosip ~ 
Q.sinq) = 


F 

• 6 

COSfp 

F 

• T 

COS q? 


O = ^ • cos'^ w 
F 

Q 

X = cos (p . stn q) 


(45) 


Setzt man diese beiden Werte in die vorhergehende Gleichung (44) ein, so 
ergibt sich 

Q — fo 

, , • C08 <p sin ^ ro -f ^ • cos^ (p 

r x 

oder 

Q 5 . . == (46) 

F {sin <p — fcos (p) cos cp sin(<p — 9) . cos y ^ ^ 


Die kleinste Last Q, für die diese Gleitbedingung erfüllt ist, wird für jenen 
Winkel <p erhalten, für den der Nenner seinen grôÛten Wert annimmt. Wie 
eine leichte Rechnung (Ableitung des Nenners nach (p gleich 0 gesetzt) ergibt, 
tritt dies ein für 

9 = 45 ® -h 9/2. 

Die Gleitschichten liegen also — in Übereinstiinmung mit den Beobachtungen — 
unter Winkeln, die von 45® verschieden, und zwar grôBer als 45® sindi). Die 
vorhergehende Bediugung lautet dann nach Einsetzen dieses Wertes von (p^ 
da cosq) = V(^ "f" 2 q))/2 =: y(l — sin 9) / 2, sin (p — ^(1 — cos 2 q>)/2 

~ y(l — sinQ)/2 und sin{(p — 9) = 8«w(4ô® — 9/2) = ^(1 — sm9)/2: 


e 5 ^ __ = 2r. l/j + . . (47) 

■i' V(l — smp)/2.V(l— sjnp)/2 f 1 — 


Eine weitere Vervollkommnung der Coulombschen Théorie für den all- 
gemeinen Spannungszustand verdankt man O. Mohr, die aber bisher nur bei 
zahen Stoffen als zutreffend bestatigt wurde. Bei dieser Théorie wird nicht 
wie bei Coulomb und Navier eine lineare Beziehung zwischeu x und 6 
nach Gleichung (44) für den Eintritt des Bruches als maBgebend angenommen, 
Bondern allgemeiner vorausgesetzt, daû die zum Bruch führende Verschiebung 
in jenem Flàchenelement eintritt, in welchem zuerst die Schubspannung x 


^) Messungen an Teilen von explodierten Gesohossen haben ebenfalU ergeben, 
dafi die Bruchflachen nahe unter 45® gegen die Langsachse der Geschosse geneigt 
liegen, welche Erscheinung offenbar mit dieser Théorie in engem Zusammenhang 
stent. 
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eine von der dort henrschenden NormalspanDung 6 abhângige Grenze über* 
schreitet, was durch eineu Ansatz von der Form dargestellt wird: 

r 5 (48) 


in der F eine für das Verhalten des betreffenden Stoffes kennzeichnende 
Funktion ist. 

Diese Beziehuug stellt in der (J-r-Ebeiie eine gewisse Kurve dar, die 
man als Grenzkurve bezeichnet (Fig. 710). DerBruch wird an einem Punkte 
des Kôrpers danu eintreten, wenn der diesem Punkte entsprechende Spannungs- 


Fig. 710. 
kT 



llruchtheorio von Molir. 

kreis diese Grenzkurve, die die Umhüllende der môglicben Grenzzustànde dar- 
stellt, überschneidet. Der Grenzzustand selbst, also der Beginn des Gleitens, 
tritt bei der Berührung des Spannungskreises mit der Grenzkurve ein, und 
durch den Berührungspunkt wird auch der Winkel 2 (jp der Gleitebene gegen 
die Hauptspannungen angegeben. 

Die Zug- und Druckfestigkeiten ôji, 0^^ sind durch die Durchmesser der 
Kreise und K<i dargestellt, die durch den Anfangspunkt 0 gehen und die 
Grenzkurve berühren, die Torsionsfestigkeit x'b durch den Halbmesser des 
Kreises mit dem Mittelpunkt 0 (denn ihm entsprechen Haupt-, Zug- und 
Druckspannungen von gleicher GrôCe und auch Hauptschubspannungen, die 
diesen gleich sind und unter 45^ gegen sie liegen); schliefilich gibt der Schnitt- 
punkt h der Grenzkurve mit der Achse die GrôCe der Schubfestigkeit Xb an. 

In der Mohrschen ist sowohl die Coulombsche, wie auch die Navier- 
sche Théorie als 8onderfall enthalten; bei der Coulomb schen besteht die 
Grenzkurve aus zwei zur (J-Achse parallelen, bei der Navierschen aus zwei 
zu dieser Achse geneigten symmetrisch liegenden Geraden, 

ÿ 17. HUrte. Derletzte Begriff, derzurKeunzeichnungder physikalischen 
BeschafPenheit der 8tolfe hier noch besprochen werden soll, ist die H à rte. 
Dieser Begriff ist deshalb von so groCer Bedeutung, weil seine Feststellung 
einen RückschluC auf die Festigkeit des betreffenden Stoffes zu gestatten 
Bcheint, und weil zur Bestimmung der H&rte weit einfachere Mittel erforderlich 
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sind als zur Ausführung eines ZerreiÛversuches ; dieser macht immer die Ent- 
nahme eines Probestabes aus dem zu untersucbenden Material notwendig, 
wàhrend die H&rteprüfung an dem Werkstück selbst vorgenommen werden 
kann, welches hierzu aulSer der Polierung einer ganz kleinen Flàcbe keinerlei 
Verànderung zu erfahren braucht. Obwohl die Bezîehung zwiscben Festigkeit 
und Hârte keineswegs exakt die einer einfachen Proportionalitât ist, wie man 
ursprûnglicb vermutete, so ist doch die Hârteprüfung wegen ihrer Einfachbeit 
heute zu einer der wichtigsten Festigkeitsproben fur die Praxis geworden. 

Tinter Hàrte im allgemeinen versteht man den Widerstand, 
den ein Kôrper dem Eindringen eines anderen entgegensetzt. Es 
ist klar, dafi noch weitere Festsetzungen nôtig sind, um diese Définition einem 
wirklicben Meûverfahren zugrunde zu legen. Das Bedürfnis nach einem 
solchen bat sich zuerst in der Minéralogie geltend gemacht, die diesem Be- 
dürfnis durch Aufstellung der sogenannten mineralogischen Hàrteskala 
gerecbt geworden ist; diese besteht aus der folgenden, rein empirisch gereihten 
Anordnung; 

1. Talk, 2. Gips, 3. Kalkspat, 4. FluÛspat, 5. Apatit, fi. Feldspat, 7. Qnarz 
(Bergkristall), 8. Topas, 9. Korund, 10. Diamant. 

Das Eindringen, von dem oben die Rede war, wird bei der minera- 
ogischen Hârtebestimmung durch ein Ritzen ersetzt, und diese Reihung soll 
einfach ausdrücken, daÛ jeder dieser Stoffe durch den folgenden geritzt wird, 
ohae diesen seinerseits zu ritzen. Von einer Messung im eigentlichen 8inne 
ist dabei noch nicht die Rede. Die Bestiminung der Hârte eines beliebigen 
Kôrpers erfolgt dann einfach ia der Weise, daû er durch Ritzproben zwiscben 
zwei Glieder der angegebenen Hàrteskala eingeordnet wird. 

Der Wunsch, die Bedingungen für diesen Vorgang des Ritzens exakter 
zu gestaîten, insbesondere das Ritzen selbst jedesmal unter einer ganz be- 
stimmten Belastung auszuführen, führte zur Konstruktion des Sklerometers 
durch A. Seebeck (1833), bei dem eine meist aus Diamant bestehende Spitze 
unter einem ganz bestimmten Druck die Erzeugung des Ritzes besorgt. 

Von einer wirklicben Messung der Hàrte konnte jedoch erst gesprochen 
werden, sobald die bleibenden Formànderungen selbst, die beim Eindringen 
des einen Kôrpers in den anderen oder überhaupt bei der Berührung zweier 
Kôrper unter Druck entstehen, in exakter Weise untersucht wurden. Das 
Hàrteproblem gehôrt daber seinem Wesen nacb der Mechanik der nichtstarren 
Kôrper und insbesondere der Plastizitàtstheorie an. 

Die grundlegeiiden Arbeiten dieser Tbeorie der Berührung zweier Kôrper 
rührt von H. Hertz ber, dem es gelang, eine Beziebung zwiscben der Grôfie 
der eingedrückten Flàcbe bei der Berührung zweier Kôrper einerseits und 
gewissen geometriscben Bestimmungsstücken, und zwar den Krümmungs- 
halbmessern der sich berübrenden Flàchen andererseits aufzustellen. So wie 
beim Zugversuch die GrôÛe der Zugfestigkeit als jene Belastung erklàrt wird, 
die im Augenblick des Auftretens des ersten Risses vorhanden ist, so liegt 
es auch hier nahe, die Hàrte als jenen Wert der auf die Flàchen- 
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einheit der Druckflâche bezogenen Belastung zu definieren, bei dem 
sich der erste RîO im Kôrper zeîgt. 

Die Anwendung dieser Définition hat aber mancherlei Unstimmigkeiten 
zur Folge. Da nâmlich nur sprôde Kôrper unter einer solchen Druck- 
belastung Rifibildung zeigen, so erfordert diese Définition für zâhe und bild- 
same Stoffe eine Abànderung; für diese kônnte die Hàrte als jener Wert der 
auf die Flàcheneinheit der Druckflâche wirkenden Belastung erklàrt werdeii, 
bei dem zuerst bleibende Formânderungen auftreten. Aber auch dies wâre 
eine sehr unsichere Festsetzung, da das Auftreten bleibender Formânderungen 
oft schon bei ganz kleinen Einheitsdrucken auftritt, so dafi die darauf ge- 
gründeten Festsetzungen je nach der MeCgenauigkeit sehr verschieden aus- 
fallen würden. Ans diesen und anderen Gründen, die hier nicht im einzelnen 
erôrtert werden kônnen, hat sich diese „absolute“ Hârtebestimmung nicht 
einzubürgern vermocht. In der Praxis verwendet man heute wieder ein 
Vergleichsverfahren ; dieses besteht darin, dafi eine gehàrtete Stahlkugel ans 
hochwertigem Material an das zu untersuchende Werkstück angepreJBt wird, 
wobei aufier der Belastung auch die GrôIIe der Druckflâche durch Messung 

festgestellt wird: die auf die Flâchen- 
einbeit der Druckflâche bezogene Be- 
lastung wird dann als Hârtezahl 
bezeichuet. 

Auf dieser Définition beruhen die 
in der Technik üblichen Hârteproben, 
von denen die Brinellsche Kugel- 
druckprobe heute nahezu ausschliefl- 
lich für Hârtebestimmung verwendet 
wird. In eine ebenpolierte Flàche des Probekôrpers wird die gehàrtete Stahl- 
kugel mit Hilfe einer ^Kugeldruckpresse" eingedrückt und nach Entfernung 
der Belastung, die selbst gemessen wird, der Durchmesser des Druckkreises 
durch Mikroskop oder Lupe bestimmt. Ist J) der Durchmesser der Stahlkugel 
und d der gemessene Durchmesser des Eindruckkreises (Fig. 711), so ist die 
GrôÛe der Druckflâche: 

F = xDh — — 

Als Brinell hàrte wird dann der Quotient bezeichnet: 

Hm = ^ (49) 

und meist in kg/ mm" angegeben. 

Nach einem anderen Vorschlage wird als Hàrte der Quotient bezeichnet: 
yw K . nd^ 

ÜB — ÿ, , worin jF = ^ (50) 

Nach den Versuchen von E. Meyer (1908) kann die Abhângigkeit 
zwischen der Belastung K und dem Durchmesser d des Eindruckkreises in 
der Form angenommen werden: 


Fig. 711. 



K= a.d^ 


(51) 



Hàrte. 


§ 17. 


887 


worin a und n Konstante sind, die vom Material und von D abhàngen. Es 
ergibt sich dann: 


IIb 




.(52) 


K _ K 
F' 7td^j4: TC 

Die Abhângigkeit der Konstanten a von B kann dadurch berücksichtigt 
werden, dafi man schreibt: 


Hb — Où 



n-2 


(53) 


und A. Ktirth fand dann (1908, 1909), dafi die Konstante où sehr genau mit 
der Streckgrenze des Materials übereinstimmt und n sehr nahe gleich 2 
gesetzt werden kann, so dafi durch die Bestimmung von Us unmittelbar die 
Streckgrenze des Materials als gegeben anzusehen ist. Dadurch ist ein wesent- 
liches Ziel der technischen Hârteprüfung erreicht: da nàmlich die Streckgrenze 
von den vorhergegangenen Beanspruchungen des Materials abhàngig ist, so 
ist dadurch auch die Moglichkeit gegeben, durch direkte Hârteprüfung die 
vorangegangene Behandlung und Beanspruchung des Materials nachzuweisen. 
— Für die Zugfestigkeit selbst lâfit sich für Eisen und Stahl die Beziehung 
aufstellen : 

(5 B = 0,36 .lljii (54) 

In Tabelle 2 sind einige Zahlenwerte für die BrinellliHrte wieder- 


Tabelle 2. 


Brinellhârte If^. 


Stoff i 

1 

Vulkanfiber ! 

i 7-- 16 

Lagermetall (WeiÛmetall) . i 

20— 28 

Al (gewalzt) 

45 

Zn 1 

! 50 

Cu 1 

60 

Bronze i 

1 60—250 

Gufieisen ! 

i 130-300 

Stahl 1 

150—300 

„ gehàrtet j 

1 bis 850 


In neuester Zeit wird durch die Firma Mohr & Federhaff in Mann- 
heim eine tragbare Hârteprüf z wi nge auf den Markt gebracht, welche die 
V'erwendung einer h''e8tigkeitsmaschine (Presse) überflüssig macht; die Kraft- 
messung erfolgt nach Fig. 712, die eine schematische Zeichnung der Anordnung 
wiedergibt, durch die der elastischen Verbiegung eines Stahlbügels h. Die 
Erzeugung der Belastung gescbieht durch eine Schnecke, die durch eine 
kleine Handkurbel h betàtigt wird. Die Messung des Eindruckkreises erfolgt 
auch hier mit Hilfe eines Mikroskops oder einer Lupe. 

Ërgànzend sei hier noch bemerkt, dafi dieses Brinellsche Verfahren 
von verschiedenen Forschern in Ëinzelheiten abgeândert wurde. So bat 
P. Ludwik vorgeschlagen, an Stelle der Kugel einen gebârteten Stahlkegel, 
also die Kegeldruckprobe zur Hârteprüfung zu verwenden; diese hat den 
Vorteil, dafi die Eindruckflâchen zueinander âhnlich ausfallen, u. dgl. mehr. 
Doch hat keiner dieser Vorschlàge die Kugeldruckprobe zur Hârtebestimmung 
zu verdrângen vermocht. 
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Eine andere Art ist die Schlaghârteprobe, bei welcber die Belastung 
nicht durcb rubigen Druck, sondern durcb einen Scblag erfolgt; der eiit- 
stebende Eindruck wird mit dem anderen Eindruck verglicben, der durcb 

denselben Scblag auf eine zweite 
Fig. 712. ® 

Flatte von bekannter Harte er- 

zeugt wird. Damit tatsàchlich 
genau der gleicbe Scblag fur beide 
Messungen verwendet wird, ist 
die Anordnung so getroffen, daC 
die gehârtete Stahlkugel zwiecben 
den beiden Platten eingeeetzt 
wird. — Schlieûlicb ist für die 
praktiscbe Hârteprüfung auch die 
Kugelfallprobe berangezogen 
und bierzu das Rückprall-Skleroskop (nach Shore, Ausfübrung von 
Scbucbardt & Schütte) empfohlen worden, Eine kleine gehârtete Stahl- 
kugel wird auf das zu untersucbende Werkstück fallen gelassen, an dem eine 
wagerechte Flâche hergeatellt wird; aus der Hôhe des Rückpralls der ab- 
springenden Kugel kann ein SchluÛ auf die Harte des Werkstùckes gezogen 
werden. 



Hiirteprüfzwinge der Fa. Mohr und Federhaff, 
Mannheim. 


§ 18. Ëlastizitats- und Festigkeitszahlen. In der Tabelle 3 auf S. 889 
sind für einige Stoffe die Werte der wichtigsten Festigkeitszablen, soweit sie 
bekannt sind, angegeben. Für dieTechnik sind von diesen vor allem die hoch- 
wertigen (mit Chrom, Nickel, Silicium legierten) Spezialstàhle von Interesse, für 
die aber die Festigkeitszablen je nach der chemischen Zusammensetzung und 
der Herstellung stark scbwanken und nach dem besonderen Verwendungszweck 
ausgewàblt werden müssen. — Für die übrigen Metalle, deren Verhalten vor 
allem für die Physiker von Bedeutung ist, sind die Werte der Bruchdehnung 
und -einschnürung nur in einzelnen und wenigen Fallen angegeben worden. — 
Bei den Gesteinen, die bekanntlich dem Hookescben Gesetz nicht folgen, 
beziehen sicb die Werte von E auf den Nullpunkt der Belastung; eine Streck- 
grenze ist für sie, wie ein Blick auf die Fig. 686 zeigt, nicht vorhanden. — 
Bei allen Angaben ist im Auge zu behalten, da6 sie nur Mittelwerte dar- 
stellen, die im Ëinzelfalle bedeutend über- oder unterschritten werden kônnen. 

§ 19. ZulUssige Beanspruchung, Siclierheitsgrad. Im Gegensatz zu 
den mittels exakter MeÜmetboden — also objektiv — feststellbaren Werten 
für die Festigkeit, Bruchdehnung, Einschnürung u. dgl. sowie auch für die 
Ëlastizitâtszahlen Jïï, 6r sind für praktiscbe Zwecke iioch andere Fest- 
setzungen notwendig, die das MaÜ der in einem aus eineni bestimmten Material 
hergestellten Konstruktionsteil zulassigen Beanspr ucbung betreffen. Diese 
Festsetzungen haben das Gemeinsarne, dafi sie nicht durcb unmittelbare 
Messungen gewonnen werden, sondern aus Vereinbarungen oder Verordnungen 
entsteben, also subjektiven Cbarakter tragen. In der Regel wird die zulâssige 
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Beanspruchung als ein bestimmter Bruchteil der Festigkeit angesetzt; das Ver- 
hâltnis der beiden nennt man den Sicherheitsgrad, n(n>»l), und spricht 
von w-facher Sicherheit, wenn die grôJBte zulâssige Beanspruchung 1/n der 
Festigkeit betràgt. Auf die Wahl des Sicherheitsgrades werden verschiedene 
Umstànde einwirken: zunâchst die Art der Herstellung des betreffenden Bau- 
stoffes, die Genauigkeit der Kenntnis der auftretenden Beanspruchung, die 
Art der Belastung (ob ruhend, bewegt oder schwingend, stoCartig), der Ver- 
wendungszweck des betreffenden Konstruktionsgliedes (z. B. ob in einer ruhend 
aufgestellten Maschine, in einem Kraftwagen, in einem Flugzeug) u. dgl. 


§ 20. Formfinderiingsarbeit (innere potentielle Energie). Die Frage, 
ob ein Korper elastisch ist oder nicht, kann auch mittels des Arbeits- oder 
Energiebegriffs gekennzeichnet werden. Hierfür haben wir uns nacb demSatze 
von der Erhaltung der Arbeit dieTatsache vor Augen zu halten, dalî die bei der 
Ausbildung der Formanderungen unter der Wirkung der Belastungen ge- 
leistete Arbeit ibren Gegenwert in einer anderen Arbeit gleicher GrôÛe hnden 
muû; die Arbeit der âuûeren Krâfte wird nun entweder aïs innere poten- 
tielle Energie aufgespeichert oder sie wird in eine andere Form übergeführt. 
Die aufgespeicherte innere Arbeit bezeichnet man als (elastische) Form- 
ànderungsarbeit oder Verzerrungsenergie. Wenn die Formânderung 
vollkommen elastisch ist, so wird diese Formànderungsarbeit nach Fort- 


Fig. 713. 


a) 


b) 




II 


r 


Krklârung 

der Formànderungsarbeit. 


nahme der Belastung in ihrem vollen Betrage wieder- 
gewonnen werden, und zwar in dem Maûe, in dem 
der Korper wieder in seine ursprûngliche Form 
zurückkehrt. Wenn Jedoch auber den elastischen 
auch plastische (bleibende) Formanderungen auf- 
treten, so ist die zur Ausbildung dieser plastischen 
Formanderungen erforderliche Arbeit nicht rück- 
gewinnbar, sobald die Belastung verschwindet. Der 
Korper behàlt seine verzerrte Form bei, die zu 
seiner Ausbildung notwendige Arbeit ist als mecha- 
nische Arbeit verschwunden und in eine andere 
Form, und zwar in Wàrme übergeführt worden. Es ist naheliegend, an- 
zunehmen, dai} bei der plastischen Formânderung eine innere Reibung der 
kleinen Teilchen des Kôrpers auftritt, und daB die dabei entstehende Wàrme 
den Gegenwert des zugehôrigen plastischen Teiles der Lastarbeit darstellt. 
Damit ist auch erklàrt, warum dieser Teil bei Wegnabme der Belastung nicht 
zurückgewonnen werden kann. Tatsàchlich ist demnach in der Regel ein Teil 
der gesamten Formânderung elastisch, der Rest plastisch; dementsprechend 
müfite man strenggenommen von einer elastischen und einer plastischen 
Formànderungsarbeit sprechen, doch wird gewôhnlich, wie es schon zuvor ge- 
schah, unter Formànderungsarbeit schlechthin nur der elastische Teil 
verstanden. 

Die GrôBe der Formànderungsarbeit für die Raumeinheit, daa ist die 
sogenannte Energiedichte ist unter Annahme des Hookeschen Gesetzes 
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durch das halbe Produkt aus der Spannung 6 und der Dehnung £ gegeben. 
Betracbtet man wieder ein Raumteilcben von 1 cm Seitenlânge, das der linear 
zunebmenden Spannung (f nacb Fig. 713 a unterworfen ist, so ist ^ durcb die 
GrôÛe der scbraffierten Flàcbe gegeben: 

2 = = (55) 


Fur einen Kôrper vom Rauminbalt V ist daber die gesamte Formànderungs- 
arbeit: 


A = 


(52 

2Ë 


Fl 


1 KH 

2 FE 


(56) 


Àbnlicb ist die Formànderungsarbeit bei der Scbubbeansprucbung nacb 
Fig. 713b: 

'■a. = J 6f.y» = 2’'^* (67) 


Die gesamte Formànderungsarbeit für die Raumeinbeit, die aufgewendet 
werden muO, um den Brucb berbeizufübren) ist ganz ebenso durcb die ganzen, 
zwiscben den Kurven und den f-Acbsen in Fig. 686 liegenden Flàcben gegeben, 
also z. B. für die Fig. 686 a durcb die Flàcbe OPBZSg O. 


Beispiel. Wenn ein Eisenstab mit Quadratquerschnitt von 2 cm Seitenlânge 
und 60 cm Lange durcb eine Zugkraft von K = 4000 kg belastet ist, so ist die von 
1 ccm des Stabes aufgenommene Formànderungsarbeit: 

A _ (J2 _ 1000 . 1000 _ 1 kg . cm 
^ ~ V ~ 2 E ~~ 2.2. 1ÏÏ« ~ 4 cm3 ’ 

und daber ist die Arbeit für den ganzen Stab: 

A — . V = V4 • 4 . 50 — 50 kg . cm. 

Für den allgemeiiien Fall des dreidimensional beansprucbten Kôrpers ist 
die Formànderungsarbeit für die Raumeinbeit durcb den Ausdruck gegeben : 


“■a = 


(58) 


Nacb der Besprecbung der grundlegenden Begriffe und Tatsacben kônnen 
wir nunmebr dazu übergeben, die einfacben typiscben Belastungsfàlle, soweit 
sie dadurcb nocb nicbt erledigt sind, im einzelnen zu betracbten. Es ist 
klar, da6 die Ergebnisse, die wir auf diese Weise erbalten, selbst wieder dazu 
verwendet werden kônnen, die elastiscben Konstanten wie die Elastizitàts> 
Zabi E und die Gleitzabl G usw. zu bestimmen. 


§ 21. Drehung (Torsion). Wie scbon in § 2 gelegentlich der Be« 
sprecbung der typiscben Belastungsfàlle erwâbnt, sprecben wir von einer 
Beansprucbung auf Dr’ebung (Torsion) dann, wenn die àuÛeren Kràfte 
in Form eines Drebmomentes — aucb als Drillungs- oder Torsionsmoment M 
bezeicbnet — um die Lângsacbse des Stabes wirken. Nebmen wir den Quer- 
scbnitt des Stabes als Kreis vom Halbmesser a an, so ist klar, daÛ dieses 
Torsionsmoment in jedem Querscbnitt durcb Scbubspannungen übertragen 
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werden muU, die an jedem Flâchenteilchen in Richtung der Tangente angreifen 
und 80 beschaffen sein müssen, dafi die Somme ibrer Momente um die Lângs- 



DrehungsboanspruchutiK eines Kreîs- weichung zweier ursprünglich senkrecht 
zylinders. zueinander stehender Flâchenteilchen 

gegen nj'l definiert haben; da die Lângafasern des Stabes in Schraubenlinien 
vora Steigungswinkel nj2 — y übergehen, so kann y durch den Drehwinkel 
(Torsionswinkel) ^ zweier um 1 entfernter Querschnitte ausgedrückt werden: 

^ . g G -O" 

y = y- und daher ^ .q (59) 

Bei dieser Verdrehung benachbarter Querschnitte gegeneinander bleibt jeder 
einzelne Querscbnitt eben und in sich starr. Es ist dann: 

Fig. 715. q. r 

I M — - -- • = ‘ ’’ • • (00) 



^ l o ; 2 6r.iT 

= l 2 :i:p.r/p. 92 = 

a 

^‘iTtQ.dQ.Q^ 


Verdrehung eines 
Flacheiaenstabea. 


das (geometrische) polare Tràghei tsmoment der 
Kreisfiâche in bezug auf den Mittelpunkt bedeutet, so dab 
die Gleichung folgt: 

71 G ^ 

^ 2 ’ l 

d. h. das Torsionsmoment ist dem Verdrehungswinkel 0- 
und der vierten Potenz des Halbmessers direkt und der 
Lange des Drahtes umgekehrt proportional. Aus dieser 
Gleichung folgt umgekehrt der Drehwinkel zweier Quer- 
schnitte, auf die Entfernung 1 bezogen, der durch das 
Drehmoment M hervorgerufen wird, in der Form: 

M 2M M 

7 T n ( 62 ) 


l^lacheiaenstabea. i q j) 

Das Produkt G .Jp = J) wird oft auch als Drehungssteifigkeit oder 
Drillungssteif igkeit bezeichnet. Die grôiSte Schubspannung tritt am Um- 
fang des Kreises auf und hat die GrôCe 

G^a 2M 
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Für andere Querschnitte als den Kreis 
und Kreisring, also z. B. für Rechteck, 
Dreieck, Ellipse usw., wâre der Ansatz 
(59) nicht mehr richtig. Nach diesem 
würden nâmlich die grôISten Schiebungen 
und Schubspaiirmngen in jenen Punkten 
auftreten, für die ç am grôCten ist, also 
Z. B. in den Ecken des Recbteckes. Tat- * 
sacblicb zeigt sicb aber, daû die Scbub- ' 
spannungeii ibre grôCten Werte an jenen 
Stellen einnebmen, die der Acbse am 
nacbsten liegen. Aucb trifft es für andere ' 
Querscbnitte nicbt mebr zu, daÛ aie eben < 
bleiben, wie etwa aus der Fig. 715, die einen , 
verdrebten Stab mit Recbteckquerscbnitt , 
darstellt, erkennbar ist. Die allgemeine 
Tbeorie der Torsion von geraden Stàben 
von beliebigen Querscbnittsformen rübrt ' 
von B. de Saint-Venant (1855) ber. 
Es zeigt sicb jedocb, dafi die Form der 
Gleicbung (60) beibebalten werden kann, 
wenn nurfürJ^ nicbt mebr daspolareTrag- 
beitsmoment des Querscbnittes, sondern 
eine andere, von der Querscbuittsform des 
Kôrpers abbàngige GrôCe eingesetzt wird. 

In Tabelle 4 sind die Werte des Dril- 
lungsmomentes M und des Drillungs- 
winkels für die Langeneinbeit (O'//) fur 
einige einfacbe Stabquerscbnitte zusam- 
mengestellt. 

Anwendungen. a)Tor8ions- 
scbwingungen. Wird am Ende des 
Stabes, den wir uns in lotrecbte Lage ge- 
bracbt denken (Fig. 716), eine zylindriscbe 
Masse mit dem (dynamiscben) Tràgbeits- 
moment J befestigt und nacb Verdrebung 
losgelassen, so wirkt das durcb die Glei- 
cbung (60) gegebene Drebmoment im 
Sinne der Rückfübrung in die Rubelage 
auf die Masse ein. Für die dadurcb ent- 
stebende Bewegung gilt der Ansatz: 
Tragbeitsmoment xWinkelbescbleunigung 
= Drebmoment 


g -s 'a 


^ 


S 

« A 

S g 11 

= S'a ’S'® 

I °'i 

M ^ S 
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Diese Gleichung stellt eine einfache harmonîsche Schwingung dar mit der 
Schwingungsdauer: 




Durch Messung von T kann entweder Cr oder J bestimmt werden, sobald die 
anderen GrôCen gegeben sind. 

b) Torsionsfeder. Die angegebenen Gleicbungen kônnen unniittelbar 

auch zur Berechnung der Verlàngerung oder Verkürzung von flachen Schrauben- 

X.. . federn unter dem Einflusse einer axialen Kraft benutzt 

rjg. 71b. 

werden (Fig. 717). Dazu denken wir uns etwa das untere 
^ ^ Ende B festgehalten und rechnen die Verschiebung, die das 

^ obéré Ende^ dadurch erfàhrt, daC jeder Querschnitt durch 

j das Drehinoment = K . r gegen den benachbarten ver- 

2à'"* W dreht wird. Zwei um ds voneinander entfernte Quer- 

! schnitte bewirkeu sodann eine axiale Verschiebung de.s 

y ,1 ! Punktes A vom Betrage: 


Drehflchwingungen. 


^ ‘ d S ‘ cos q) = ^ ‘ 


da licos(p — r; 


wie früher bedeutet in dieser Gleichung &/l die Ver- 
drehung zweier in der Entfernung 1 voneinander liegender Querschnitte. Daher 
entsteht durch die Verdrehung aller Teilchen der Feder gegeneinander, da ihre 
Lange bei einigermafien flachen Windungen sehr angenàhert jds = 2rn.n 
gesetzt werden kann, wenn n die Windungszahl bedeutet: 

r . c ^ Ç ^ r ,2 M ^ 4nr^ ,, _ , 


l J Ttü 


Wir sehen also, daÛ die Verlàngerung linear mit der GrôCe von K verbundeu 
ist, also die allgemeine Form des Hookeschen Gesetzes besitzt. 

Fig. 717 . Als Anwendung der in § 20 gegebenen Ausdrücke für 

^ die Formànderungsarbeit wollen wir diese axiale Verschie- 

bung auch inittels des Energiesatzes ausrechnen, der in 

^ Gleichsetzung der Formànderungsarbeit A der ver- 

drehten Feder mit der Arbeit der Last besteht; diese 
J ist aus den in § 20 angegebenen Gründen Va • ^ 

I erhalten damit die Gleichung: 

^ ^ n “ 2 r Jtn • — 2 p tt . d i». 


Torsionsfeder. 


Setzt man darin für t den oben gefundenen Wert, 
so folgt: 

1 __ „ TC 4 

— K.u=: 2r jrn • • <, 'm ' / 

2 6r 6r 4 


und damit für u ein mit Gleichung (66) vollstàndig übereinstimmender 
Ausdruck. 
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§ 22. Biegung. Wenn ein stabfôrmiger Kôrper durch Kràfte be- 
ansprucht wird, die in der Mittelebene — oder Krâfteebene — des Stabes liegen, 
80 lassen sich aile Kràfte, die auf eiiier Seite — etwa links — eines beliebigen 
Querschnittes AB angreifen, im allgemeinen zu einer in dessen Mittelpunkt S 
anzusetzenden Einzelkraft 
nnd einem Moment M zu- 
sammensetzen, das um 
eine durch S gehende, 
zur Krâfteebene senkrechte 
Achse dreht. Wenn nur 
auf die Wirkung von M 
geachtet wird, so spricht 
man von reiner Biege- 
beanspru chung und 
nennt M das B i e g e - 
moment fur den Punkt S; 
es ist in Fig. 718 durch 
einen Rundpfeil angedeutet. 

Ganz àhnlich wie bei der 
Torsion sucht man nun 
innere Spannungen, die 
über den Querschnitt AB 
verteilt sind, so zu bestimmen» daB das Gleichgewicht des abgetrennten Stückes 
durch sie wieder hergestellt wird; man erkennt unmittelbar, dafi dies durch 
Einführung von Normale pannuugen 6 geschehen kann, fur die zunàchst aber 
nur die Summe ihrer Momente um S bekannt ist; es ist nàmlich, wenn tlF 
ein Flàchenelement des Querschnitts bedeutet: 

Wenn man nicht die Hilfsmittel der hôheren Elastizitàtslehre heranziehen 
will, so ist für die Ermittlung der Spannungsverteilung selbst eine besondere 
Annahme erforderlich, die am einfachsten in der Aussage bestebt, daB der 
Querschnitt auch nach der Biegung eben bleiben, die Biegung also nur eine 
Drehung des Querschnittes um einen bestimmten Punkt 0 hervorbringen soll, 
eine Aussage, die bei dünnen Stàben {h klein gegen die Lange) mit groBer 
Annàherung zutrifft. Für die Dehnung einer Làngsfaser kann sodann, wenn 
U ihre ursprüngliche und u' ihre gedebnte Lange bezeichnet, gesetzt werden: 

v! — w 

(5 = E-e = (67) 

U 


Fig. 718. 



Wenn q den Krümmungshalbmesser der durch S gehenden ursprünglich 
geraden Stabachse bedeutet, so ist: 


(^(e + J») 
und daher: 


P 4- V y 

u:u , also U = _ -U = U -\ 'U 


9 


0 E- 


( 68 ) 
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Wenn iiun die Summe der Spannungen selbst über den Querscbnitt, wie vor- 
auegesetzt, Null sein soll, also: 

jtfd/ = 0 , 

80 erkennt man, daû die Stelle ^ = 0, die der Spannung 0 z= 0 entspricht, 
mit dem Schwerpunkt des 8tabquerscbnittes zusammenfâllt. Die erwàhnte 
Annabine wird als das Geradeliniengesetz fur die Spannungen bezeichnet 
und der Ort der Punkte mit der Spannung 0 = 0 als neutrale Schicht, 
ihre Spur mit der Mittelebene des Stabes als neutrale Linie oder Null- 
Unie. Es folgt damit: 



wenn jy^df= J das (geometrische) Trâgheitsni ornent des Querschnittes in 
bezug auf die Querachse durch S bedeutet; insbesondere ist z. B. für den 


Fig. 7 UK Fig. 720. 



Biegung des freiaufliegenden Balkens Biegung des freiaufliegenden Balkens 

durch eiiie Kinzelkraft. durch verteilte Belastung. 


Rechteckquerschnitt von der Breite b und der Hôhe h: J = hh^l\2 und für 
den Kreis vom Halbmesser r: J ~ nr^!^. 

Der KrümmungshalbiTiesser g der durcbgebogenen Nullinie ist daher dem 
Biegemoment üf direkt und der Grôfie E,J — B, der Biegesteif heit, ver- 
kehrt proportional. Für kleine Durchbiegungen kann in dem auf recht- 
winkelige Koordinaten bezogenen Ausdruck für den Krümmungshalbmesser ç: 


Vi + ÿ'» 


(70) 


wenn die iC-Achse in die ursprünglich gerade Stabachse gelegt und jetzt y 
senkrecht dazu angenommen wird, das quadratische Glied -> 0 gesetzt 
werden, wodurch man die (vereinfachte) Gleichung der elastischen Linie 
erhàlt : 


(P y M 

~~ d x^ " E J 


(71) 


die bei kleinen Durchbiegungen mit hinreichender Genauigkeit verwendet wird. 

Anwendungen. a) Für J/ = const, E .J = const ist auch 1 p = cowsf, 
d. h. ein durch konstante Biegemomente, etwa nach Fig. 674 e belasteter Stab 
wird daher nach einem Kreise durchgebogen. 
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b) Frei auf liegender Stab von der Lange 2 l, durch eine Ëinzellast K 
in der Mitte nach Fig. 719 belastet. Fûr irgend einen Querschnitt C ist 
M — Kxl2, also: 

_ _ Jf _ __ Kx 
EJ~~ 2 EJ' 


und durch Intégration erhâlt man die folgende Gleichung, in der die Konstante 
durch die Bedingung x = l, y' ~ 0 festgelegt ist: 


y — 


y 

d X 


K 

^EJ 




durch abermalige Intégration folgt daraus die Gleichung der elastischen 
Linie: 


= in» Vx __ 1 


mit der grôQten Durchbiegung — 

^max 


dem Biegepfeil f ■ 
KP 
“ QEJ 


für X ~ l: 




(73) 


c) Frei aufliegender Stab durch eine gleichfôrmig verteilte Last 
(kg/tn) über die ganze Lange 2 l belastet (Fig. 720). Da der Stützendruck in 
A und B die GrôCe q J hat, so gilt für 
den Querschnitt C: 


M q / X^\ 

dx^~ EJ~ EJ\^ i)' 
woraus durch Intégration die Gleichung 

, d y q /P ^ L 

^ ^ dx ^ EJ\3 ~ 2 ti) 



Biegung des eingespannten Balkens 
durch eine Kinzelkraft, 


folgt, in der die Integrationskonstante wie zuvor durch a? = î, ^ = 0 bestimmt 
ist; für die Gleichung der elastischen Linie folgt weiter 

^ 3EJ\J 3Z3^8^J ^ 

mit der grôûten Durchbiegung in der Mitte: 

6 qP 

yniAX 24 : E J ^ 

d) Kinseitig eingespannter Stab durch die Einzelkraft K am Ende 
belastet (Fig. 721). Es ist für den Querschnitt C, da. M = Kx: 


d^y _ _ M 
d:r» “ EJ 

und daraus folgt: 

dx 

und der Biegungspfeil am rechten Ende: 

K P 




K 

EJ^ 


KP fx 
2Ej[l' 


2 

■ 3 ^8 -r 3 


~ 3EJ~-^' 


(76) 


(77) 


Mailer* Pouillet I, 2. 11. Aufl. 
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§ 23. 

In allen dieten und ahnlichen Fâllen ist durch Beobachtung von f auch 
ein einfaches Mittel gefunden, um die Ëlastizitâtszahl E für irgend ein 
Material zu bestimmen. 


§ 23. Platten, Rohre und Schalen. Durch die Art und Weise, wie 
bei der Biegung von Stâben die Durchsenkung an jeder Stelle durch Auf- 
stellung und Intégration der Gleichung der elastischen Linie erhalten werden 
konnte, ist auch der Weg vorgezeichnet, der für die Beantwortung der ent- 
sprechenden Fragen bei ebenen oder gekrümmten Platten, Rohren, Schalen, 
Behâltern, Gefâüen u. dgl. einzuschlagen ist. Es ist jedoch klar, daC die 
Kennzeichnung des Spannungszustandes und der elastischen Verschiebungen 
für diese Gebilde entsprecbend verwickeltere Hilfsmittel erfordern wird. 

Nacb Einfûbrung der notwendigen Bestimmungs* 
stücke kann jedoch ganz wie beim Stab durch 
die Gleichgewichtsbedingungen und das Hooke- 
sche Gesetz die notwendige Zabi von Gleichungen 
erhalten werden, aus denen durch Intégration die 
elastischen Verbiegungen und Spannungen an 
jeder Stelle ausgerechnet werden kônnen. 

a) Von einer Flatte spricht man dann, wenn 
eine Dimension — die Dicke h — klein gegeu 
die anderen Abmessungen (Lange und Breite) 
ist Eine Folge dieser Annahme ist die, daü für 
eine angenàherte Berechnung der Verteilung der 
Spannungen über die Querschnitte wieder das 
Geradliniengesetz zugelassen werden darf; dies 
führt weiterhin dazu, daÜ auch hier das (geo- 
raetrische) Tràgheitsmoment des Querschnittes (und zwar auf die Làngen- 
einheit bezogen) als mafigebende GrôÜe in die Ausdrücke für die Biege- 
momente eintreten wird. Wenn man ferner beachtet, dafi nach dem ver- 
allgemeiuerten Hookeschen Gesetz auf die Debnungen in einer Richtung 
auch die Spannungen in den zu ihr seiikrechten Richtungen EiniluQ haben, 
80 wird es verstàndlich, daÜ auch die Biegemomente und langs zweier 
zueinander senkrecht steheuder Querschnitte nicht nur von der Krümmung pj 
(bzw. P 2 ) <l11o1d, sondern auch jedesmal von der Krümmung Q 2 (bzw. pi) in 
den dazu senkrechten Richtungen abhângen werden (Fig. 722). Die Ansâtze, 
die man dadurch erbâlt, haben die Form: 


Fig. 722. 





M. = 


Y 


(78) 


Eh^ 

12(1— V *) \q 
Eh^ 

12 ( 1 — 1 /») ’ 

Sie gelten jedoch, wie eine nâhere Betrachtung zeigt, nur dann, wenn die 
betreffenden Richtungen die Hauptscbnitte des betracbteten Plattenelementes 
(im durchgebogenen Zustande) darstellen, die also den grôOten und kleinsten 
Werten der Krûmmungen entsprechen. 


“ -f 

Qi 9%/ 

Çl -f -) 

Qi/ 
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Setzt man nun — wieder ganz so wie beim Stabe — für kleîui Durch- 
biegungen W'. 

1 1 
Q\ 0 1 / 2 ’ 

80 liefert die Gleichgewichtsbedingung für die Normalenrichtung zur Flatte 
eine (lineare partielle) Differentialgleichung 4. Ordnung für w, zu deren Inté- 
gration gewisse Randbedingungen vorgeschrieben werden müsaen. Die Aua- 
führung der Intégration verlangt naturgemâfi eine wesentlîch vermehrte 
Rechenarbeit als beim Stab. Wir müssen uns daber hier damit begnügen, in 
der folgenden Tabelle eine Zusammenstellung der Werte der Durchbiegungen 
für Platten von Kreîa- und Quadratform mit frei aufliegenden oder ein- 
gespannten Randern zu geben, die bei pbysikaliscben Messungen vorkommen 
kônnen; es sei bierzu bemerkt, daÜ die Zahlen werte unter der Annahme 
V = 1/4 gelten. 


Tabelle 6. Biegungspfeil für ebene Platteo. 
(Durchbiegung in der Plattenmitte.) 


! 

Belastung 

Kreisplaite vom Durchmesser d 

Quadratische Flatte, Seite d 

frei aufliegend 

1 eingespannt j 

j frei aufliegend j 

eingespannt 

Einzel kraft K in der * 
Mitte 

^ au7 


! ! 

0129.^* 

0,065 4-^ 

Gleiohfôrmige Belastung | 
(auf die Flàoheneinheit | 
bezogen q) j 





b) Für zylindri sche Rohre mit kleinerWandstârke unter konstantem 
Druck P von auCen oder innen findet man leicht die Werte der auftretenden 
Spannungen, sobald auf den ËinfluG der Enden (und bei Belastung von auGen 
auf die Môglichkeit der Ëinbeulung, siehe 

§ 26) keine Rücksicht genommen wîrd. 

Zur Berechnung der L an gs spannungen S ^ 

(Fig. 723 a) denkt man sich das Rohr nach 5H j i-t~ j. TT r 

einem Querschnitt aufgescbnitten und die V y \\ J J J 

làngs des Umfanges auftretenden Krafte 

S. 2 m (S selbst ist auf die Lângeneinheit [ 7^ 

bezogen, r = mittlerer Halbmesser des l)) J 

Rohres) aus der Gleichgewichtsbedingung \ ^— ■ 

für die Richtung der Rohrachse berechnet; ^ / 

es folgt: Beanspruchung einea zylindrisohen 

^ pr Bohres durch Innendruok. 

S, 2 TTC = p.r^n, woraus S = ^ • (79) 

2 


Ebenso erhalt man die Ringspannung Si durch einen Langsschnitt nach 
Fig. 723 b aus der Gleichung 

Si ,21 = P ,2rlf in der Form Si — pr = 2 8 ... (80) 
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c) Für die Vollkugelsohale ergibt sich in ahnlicher Weise mittels 
irgend eines ebenen Schnittes durch den Mittelpunkt der Kugel: 

S.2rn=p.r^n, daher S = (81) 

für aile Richtungen auf der Kugelschale und aile ibre Punkte. Ëinen solcben 
Spannungszustand nennt man homogen. 

Um die Làngenanderung w des Halbmessers (VergrôÛerung bei Innen- 
druck, Verkleinerung bei Aufiendruck) zu berechnen, benutzen wir das ver- 
allgemeinerte Ho ok esche Gesetz, das in diesem Falle, da die Spannungen S 
und daher auch die auf die Flâcheneinheit bezogenen 6 übereinstimmen, in 
folgender Form anzuschreiben ist: 


<y v<S (1 — v)a 

E ^ E 


(82) 


darin ist (5 = S/ h (h = Schalendicke) und da die Dehnung làngs eines 
Umfanges 

2(r w)7i — 2r7t w 1 — v S 1 — v pr 

^ 2r:t r Eh E 2 h 


gesetzt werden kann, so folgt: 

w 


(1 — v)r2 

2 Eh 


(83) 


Für andere Formen der Schale und andere Belastungen (Wasserdruck, 
Eigengewicht und dergleichen) sînd die Rechnungen, die zur Kenntnis des 
Spannungs- und Verschiebungszustandes führen, naturgemàC verwickelter, 
bieten aber grundsâtzlich keinerlei Schwierigkeiten dar. Fine neuzeitliche 
Verwendungsart derartiger vSchalen stellen die Zeissscben Schaleukuppeln 
für Flanetarien dar, bei denen ein steifes Netz aus Stahlstaben hergestellt 
und mit Béton umkleidet wird. Die Dicke der Schale kann auQerordentlich 
gering gehalten werden (etwa 6 cm für 80 m Spannweite der Kuppel) und 
kônnte noch erheblich vermindert werden, wenn nicht mit Rücksicht auf die 
Môglichkeit der Knickung bzw. Ëinbeulung entsprechend vorgesorgt werden 
müJlte. 


§ 24. Physikalische Methoden zur Bestimmung der elastischen 
Konstanten. Schon gelegentlich der Besprecbung der einzelnen typischen 
Belastungsarten ist darauf hiugewiesen worden, daH die erhaltenen Rechnungs- 
ausdrücke in umgekehrter Auffassung — d. b. wenn Belastung und Durch- 
biegung gemessen werden — zur Bestimmung der elastischen Konstanten 
dienen kônnen. So kann aus Zug-, Druck- und Biegeversuchen die Elastizitâts- 
zahl E ermittelt werden, aus Torsionsversuchen unmittelbar die Schubzahl 6r 
und aus beiden ist mittels der durch die Gleichung (24) festgelegten Be- 
ziehung auch die Querzahl für den untersuchten Stoff auffindbar. Ohne 
au! die Durchführung derartiger Versuche, die keinerlei Schwierigkeiten bietet, 
hier im einzelnen eingehen zu kônnen, wollen wir uns in diesem Abschnitt 
nur darauf beschranken, einige besondere Anordnungen zur Bestimmung 
dieser elastischen Konstanten hervorzuheben, bei denen im wesentlicben nur 
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die bisher verwendeten oder andere eleraentare Hilfsmittel zur AnwenduDg 
kommen. 

a) Bestimmung von E durch Querbelastung eines gespannten 
dünnen Drahtes nach Fig. 724. Die urspriingliche Spannung Sq des 
Drahtes kann durch die auf die Wagschale aufgelegten Gewichte gemessen 
werden, worauf der Draht bei B festgeklemmt wird. Nunmehr wird in der 
Mitte das bekannte Gewicht K 
angebâugt und die Durchbie- ^ 

gung /'gemessen; weon dadurcb 
die Lange jeder Hàlfte um k zu- 
nimmt, so ist zunâchst: 

+ = A 

und daraus (mit A* ~ 0): 

* Bestimmung der Elastizitatszahl L’ eines Drahtes. 

2 r 



Wenn durch Aufbàngung von K in jeder Drahthàlfte die Spannung S auf- 
tritt, so ist, da angenàhert smoc = /’/l gesetzt werden kann: 

2 sin a 2 / 

Da ferner die Verlângerung A durch die Spannungsdifferenz S — Sq hervor- 
gerufen wird, so ist nach dem Hookeschen Gesetz: 



E-8 



= E- 


P 

2/2 


und daraus 


s-s, _ /XJ_ \ 2/2 

■ fi -\2f 


(84) 


Wiederholt man denselben Versucb mit einer anderen Belastung K', bei 
welcher die Senkung /' gemessen wird, so gilt dieselbe Gleichung auch dann, 
wenn K' und f' an Stelle von K und /’eingesetzt werden. Fs folgt dann durch 
Entfernung von Sq, das gar nicht bekannt zu sein braucht: 


K'if — K f /3 
^2 — /•» F 


(85) 


b) Bestimmung von E durch Beobachtiing der Tonhôhe eines 
Drahtes oder Stabes, der durch Reiben in der Mitte (beim beiderseits ein> 
gespannten Draht) oder am Ende (beim einseitig eingespannten Stab) in 
Schwingungen versetzt wird. Nach einem vnchtigen Gesetze der Akustik 
ist die FortpBanzungsgeschwindigkeit c einer elastischen Stôrung in einem 
(eindimensionalen) Medium vom Einheitsgewicht y oder von der Dichte 
Ç = y!g durch den Ausdruck gegeben: 



( 86 ) 
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§ 25. 


Wenn T die Schwingungsdauer und l die Wellenlange des Grundtones ist 
— aie stimmt für den Grundton mit der Lange des Drahtes bzw. mit der 
halben Stablange ûberein — « so gilt weiter 

l = c.T (87) 


die Scbwingungszahl in einer Sekunde — die Frequenz — ist 

lE 


woraus folgt: 


T 1 l ) 
E-- 


e 


(88) 

(89) 

Wenn g und l bekannt sind und n durch Vergleich mit einer geeichten 
Stimmgabel gemessen wird, so kann E mit Hilfe dieser Gleichung ausgerechnet 
werden. 

c) Bestimmung von G durch Beobachtung der Scbwingungs- 
dauer nach § 21 a), Gleichung (65), ans der durch Auflôsung folgt: 


= 

d) Bestimmung der Querzahl vd urch Messung der Krümmungen 
einer gebogenen Flatte. Wenn eîne dtinne elastische Flatte durch zwei 
an den gegenûberliegenden Ënddâchen angreifende Biegemomente Mi nach 

Fig. 725 gebogen wird, so biegt sie sich 
nach einer sattelfôrmigen Flàche durch. 
Da nàmlich 31^ = 0 ist, so folgt nach der 
zweiten der Gleichung (78) des § 23 a): 

- + -- = 0 Oder v = — (91) 

(ft 9i Çi 

Die beiden Krümmungshalbmesser Qi und 
Q 2 baben daher verschiedenes Vorzeichen 
— das Merkmal der sattelfôrmigen Ge- 
stalt — und geben durch ihren Quotienten 
unmittelbar die Querzahl V. 

Diese sattelfôrmige Gestalt der Biegeflâche kann auch durch optische 
Methoden beobachtet werden, indem auf die polierte Flatte eine ebene Glas- 
platte gelegt wird und die Interferenzstreifen beobachtet werden, die zwischen 
beiden bei auffallendem Licht entstehen. Diese bilden zwei Système von 
Hyperbeln mit gemeinsameu Asymptoten, deren Neigungswinkel 2 u gemessen 
werden kann; es ist dann, wie sich zeigen lâbt: 


Fig. 725. 



Bestimmung der Querzahl eines 
Plattenstreifens. 


V — ig^ U 


(92) 


§ 25. Physikalische und techuische Anwendungen elastischer 
Schwingungen. In diesem Abschnitt sind einige besondere Schwîngungs- 
f&lle zusammengestellt, die bei verschiedenen physikalîschen und techniscben 
Anwendungen vorkommen und mit einfachen Hilfsmitteln zu erledigen sind. 

a) Biegeschwingungen einer mit einer Einzelmasse besetzten 
Welle. Aus den in §23 angegebenen Beispielen erkennt man, dalS (nach 
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den dort zugruDde liegenden Annahmen) die Durchbiegung y einer mit einer 
Ëinzelkraft belasteten Welle, welche als ein elastischer Stab aDgeseben werden 
kann, der Grôfie dieser Ëinzelkraft proportional ist; die betrefFenden Glei- 
chungen kônnen aile in der Form angescbrieben werden: 

y — oder K = a,y (93) 

in der die Konstante a von der Art der Welle und ihrer Auflagerung ab- 
hàngt. Zum Beispiel ist für die frei aufliegende Welle a = 6EJ/l^f für die 
einseitig eingespannte Welle a = 3EJ/1^ usw. Die GrôCe K — a y kann 
auch als die Federkraft der um den Betrag y durcbgebogenen Welle be- 
zeicbnet werden. 

Wird nun auf eine solche Welle, die wohl als elastiscb angeseben, auf 
deren Ëigenmasse aber keine Rûcksicht genommen wird, die Masse m auf- 
gesetzt, SG lautet die Bewegungsgleichung für diese Masse: 

Masse X Beschleunigung = négative Federkraft 

oder 

da U 

~ ^ 

und dies ist die Gleicbung einer eiufacben barmonischen Schwingung mit der 
Schwingungsdauer: 



und der zugehôrigen „Krei8frequenz“ : 



Zur Bestimmung der Biegeschwingungen von mehreren auf der Welle 
sitzenden Punktmassen oder von Wellen mit kontinuierlicb ausgebreiteten 
Massen sind in der Dynaniik besondere rechnerische und zeichnerische 
Methoden entwickelt worden. 

b) Kritiscbe Drehzablen rotierender Wellen. In enger Beziebung 
mit den Biegeschwingungen stebt die Frage nach den kritiscben Drehzablen 
rotierender Wellen, Die Veranlassung für ihre theoretiscbe Untersucbung 
gab die bei schnellaufendeu Masobinen (zuerst 1883 durch den schwediscben 
Ingénieur De Laval) gemachte Beobacbtung, da3 eine mit einer Scbeibe aus- 
gerüstete schlanke Welle, wenn sie mit zunebmender Winkelgeschwindigkeit 
anlÉLuft, nicbt, wie man erwarten sollte, in immer starkeres Scbleudern gérât. 
Man beobacbtet vielmebr, daQ solche Wellen nach Überscbreitung eines 
„ kritiscben “ Wertes der Winkelgeschwindigkeit, der sich allerdings durch 
vermebrte Unrube und besondere Gerâuscbe zu erkennen gibt, schliefilicb in 
einer aucb gegen beliebige Stôrungen fast unempfindlicben Bebarrungs- 
lage von gestreckter Form umlâuft. 
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Da die Fliehkraft einer Punktmasse m, ebenso wie die Federkraft einer 
durcbgebogeDeo Welle dem Abstande bzw. der Durchbiegung y von der 
Drehachse proportional ist, so erkennt man (Fig. 726) aus der Qleichung 

Fliehkraft = Federkraft 

oder 

my G)^ = ay (97) 

daC ein bestîmmter Wert von to, nàmlicb 



existiert, für den nicht nur eine einzige Gleichgewichtslage sondern eine 
ganze Scbar von solchen vorbanden ist, wàhreud für aile anderen Werte von 
« nur y = 0 als einzige Gleichgewichtslage môglich ist. Diesen Wert co/j be- 
zeichnet man als die kritische Geschwindigkeit der mit der Masse m be- 

Fig. 726. Fig. 727. 




Kritische Drehzahl einer rasch- Selbslzentrierung einer rasch- 

umlaufendon Welle. uinlaufenden Welle bei grofier Drehzahl. 

setzten Welle. Durch Vergleich mit Gl. (96) erkennt man unmittelbar, dafi 
er mit der Kreisfrequenz a? der zugehôrigen freien Biegeschwingung der 
Welle zusamroenfallt. 

Für die Bestimmung der kritischen Drehzahlen für mehrere auf der 
Welle sitzende Punktmassen oder für eine ausgebreitete Besetzung der 
Welle mit Massen ist der gleiche Vorgang einzuschlagen. Es werden jene 
Werte der Winkelgeschwindigkeiten (O* bestimmt (für n Massen sind es ge- 
rade n, für ausgebreitete Massen gibt es deren unendlich viele), bei denen die 
Welle im durchgebogenen Zustande stationâr umlaufen kann, in welchem 
Zustande mithin die Fliehkràfte der umlaufenden Massen mit den Federkràften 
in der Welle lângs ihrer ganzen Ausdehnung im Gleichgewicht liegen. 

Das Vorhandensein der kritischen Geschwindigkeit Ou besagt noch nichts 
über die eingangs erwàhnte Eigenschaft des Selbstzentrierens der Welle bei 
grofien Geschwindigkeiten. Zur Erklàrung dieser für die Praxis auCer- 
ordentlich bedeutungsvollen Tatsache muü man eine Annahme machen, die 
fûr aile derartigen Betrachtungen kennzeichnend und auch praktisch voll- 
standig gerechtfertigt ist. Diese Annahme besteht darin, dafi der Massenmittel- 
punkt der aufgesetzten Scheibe nicht mehr mit dem Mittelpunkt der durch* 
gebogenen Welle zusammenfallen, sondern um ein Stück e exzentrisch liegen 
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soll (Fig. 727 a). Die Fliehkraft ist dann noch aber die Federkraft 

nnnmehr a (y — e) zu setzen, und ihre Gleichsetzung: 


m^cû^ = 0i(ÿ — e) (99) 

liefert zunâchst unter Einführung der früher verwendeten Bezeichnung 
a ~ m.cOk die Gleichung; 

« . 


« — mcû* ou* — 


Es ergibt sicb also fur jeden Wert von e eine ganz bestimmte Durchbiegung 
und nur für den kritischen 0 = 0 )^ wird y ~ oo^ was auf die singulâre Be- 
schaffenheît dieses Wertes hindeutet. 


SchlieÛlich ist für ca 03^; t/ ^ 0 (Fig. 727a), fur ûj ]>■ 03^*, 2/ < 0 
(Fig. 727b) und für co = oc; i/ — 0, was gerade die Eigenschaft der Selbst- 
zentrierung der Welle zum Ausdruck bringt. Über die Art des Überganges 
Fig. 728 Fig. 729, 





Drehschwingungen einer Welle Drehschwiugungen einer Welle 

mit einer Scheîbe. mit zwei Scheiben. 


von B von der einen auf die andere Seite der Wellenmitte beim Überschreiten der 
kritischen Geschwindigkeit 03* sagt diese elementare Betrachtung freilich gar 
nichts aus, es mtissen dazu hôhere Hilfsmittel'der Dynainik herangezogen werden. 

c) Drehschwingungen von Wellen mit einzelnen Scheiben. Der 
Fall der hàngenden Welle, die an einein Eude eine Scheibe trâgt, die in 
Schwingungen versetzt wird, ist schon in § 21 behandelt worden. 

Wenn eine Scheibe vom Trâgheitsmoment J zwischen zwei Lagern fest 
eingespannt ist (Fig. 728), so lautet die Bewegungsgleichuug: 


*2 




und ihre Schwingungsdauer ist: 


1/ J *>'2 
■ \ G Jph+h 


Um die Eigeiischwingung für zwei auf einer Welle aufgesetzte Scheiben 
mit den Trâgheitsmomenten <7^ und J 2 (Fig. 729) zu finden, beachte man, dafi 
nach Gl. (65), S. 894 der durch die Gleichung 

(103) 

gegebene Querschnitt offenbar in Ruhe bleiben mu 6, da die beiden Scheiben 
mit denselben Schwingungszahlen und -dauern gegeueinander schwingen. Es 
ist daher dieser gemeinsame Wert nach Gl. (65) von § 21: 


. .( 104 ) 
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§ 26. Ëlastische Stabilitftt: Knickung, Kippung, Ëinbeulung. Die 
in diesem Abschnitt zur Besprecbung gelangenden Fragen besitzen eioe be> 
Bondere Beschaffenbeit. Wàhrend frûher einfach die Aufgabe vorlag, den 
Spannungs- und Verschiebungszustand von elastischen Kôrpern unter dem 
ËinflnO bestimmter Belastungen und bestimmter Randbedingungen zu er- 
mitteln, handelt es sich hier um Aufgaben, die das statische Analogon zu 
den Fragen nach den Eigenschwingungen schwingungsfàbiger Système in der 
Akustik (also von Dràhten, Stàben, Platten, Schalen, Glocken u. dgl.) ent- 
sprechen und zu ihrer Lôsung oft noch besonders geartete Hilfsmittel erfordern. 
Dér Recbnungsvorgang selbst wird nur in dem ersten der folgeuden Beispiele 
ausgeführt, das die Ëigentümlichkeiten dieser Problème schon vollstândig 
erkennen laOt. Bei den anderen der angeführten Beispiele, die in ganz âhn- 
licher Art und mit sinngemàÛ erweiterten Ansâtzen zu behandeln sind, müssen 
wir uns auf die Mitteilung der Ergebnisse beschrànken. 

a) Knickung eines Stabes. Wird ein schlanker elastischer Stab 
A B = î (Fig. 730) durch zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Krafte 
auf Druck belastet, und sind seine Ënden etwa gelenkig und in der Kraft- 
richtung frei verschieblich gelagert, so zeigt sich, daD der Stab bei einem 
bestimmten Wert der Kraft K oder der Lange l seitlich ausknicken kann, 
d. h. daO unter diesen Verhàltnissen auCer der gestreckten Lage auch andere 
Gleichgewichtslagen môglich sind. Es wird sich nun darum handeln, die 
Bedingungen für das Auftreten solcher von der trivialen {ÿ = 0) 
l'ig- 730. verschiedenen Gleichgewichtslagen aufzusuchen. 

P In Fig. 730 ist der Stab in einer solchen ausgeknickten 

J- Ma Lage gezeichnet. Nach Gl. (71) von. ^ 23 ist dann die Krùm- 

; j\ mung an der Stelle x (angenàhert) durch den Ausdruck gegeben : 

i d^y ^ ^ y 

I Y\ dx^ EJ Ej' 

; I Diese Differentialgleichung 

i d^v K 

\ \ = ^ 005 ) 

unmittelbar an die Differentialgleichung der harmonischen 
T Schwingung {x -► 0 erinnert, hat die allgemeine Lôsung 


Enickang 
eines Stabes 

unter Lôngs- jn ^ willkürliche Integrationskonstanten be- 

belastung 

auf Druck. deuten; für A = 0, B = 0 ist darin die triviale Lôsung 
^ r= 0, die der gestreckten Form des Stabes entspricht, enthalten. 
Man erkennt jedoch sogleich, dafi für die Randbedingungen y = 0 für 
a; = 0 und x = l noch andere Lôsuogen der Differentialgleichung (105) 
môglich sind; es braucht hierzu nur 

A — Oy B willkürlich und ^ l ■= n, 2 n, 3 n, .. . 




■X ■ . (106) 
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gesetzt zu werden. Die au s dem kleinsten Werte (si) folgenden Werte von 
l oder K, d. h. 

7 l/^ U r. ni.EJ 

“ ^ y "Z" ^ — li 

nennt mau die Ëulersche Knicklange bzw. Knicklast. Diese Werte 
sind als obéré Grenzwerte für jene Lâuge bzw. Last aufzufassen, bei der die 
Ausknickung sicher eintritt, eofern der Stab nicht schon vorher durch andere 
Ursacheu (bleibende Formânderungen u. dgl.) in seiner Beschaffenheit ver- 
andert oder zerstôrt wird. Die ausgeführten Versucbe ergeben auch nur dann 
eine gu te Annàherung an diese theoretischen Werte, wenn es sich um sehr 
schianke Stâbe handelt, die Grenzbedingungen sebr nahe erfüllt sind und die 
Beanspruchuugen unter der Proportionalit&tsgrenze des Materials bleiben. 
Physikalisch laOt sich das Ausknicken dadurch verstehen, daO immer kleine 
ünsymmetrîen in der Stabachse und in der Art der Belastung vorhanden 
sind, durch die der Stab unter dem EinfluC der Belastung aus seiner ge* 
raden Gleichgewichtslage herausgedrângt wird. 

Für einen Stab, der an beiden Knden eingespannt ist, und dessen Ein- 
spannungen in der Kraftrichtung verschieblich sind, würde man durch ganz 
âhnliche Betrachtungen finden: 


l = bzw. K = (108) 

d. h. der kritische Wert der Knicklange ist in diesem Falle zweimal, der der 
Knicklast viertnal so groO als bei gelenkiger Lagerung der Enden. 

b) Knickung ebener Bleche. Für ein dünnes Blech (Dicke h\ das 
in seiner eigenen Ebene iiach Fig. 731 durch eine über zwei gegenüberli^ende 


Fig. 731. 



Knickung eines ebenen, Blech es. 


Fig. 732. 



Kippung eines hochkantig gestellten Balkens. 


Kanten erstreckte Lasten K belastet ist, findet man die Bediugung für das 
Nicht- Ausknicken in der Form: 




f 


12(1— v») Kh 
E 


. . .(109) 


Es ist dabei angenommen, daO das Blech unten eingespannt, seine obéré Kante 
frei und die beiden belasteten Kanten gelenkig gelagert sind. 

o) Kippung eines hochkantig gestellten Stabes. Wird ein Stab 
von der Lange l nach Fig. 732 an einem Ende A eingespannt und am anderen 
Ënde B mit der Kraft K belastet, so tritt die eigentümliche Erscheinung aufi 




908 


Mechanik der nichtstarren KOrper. Kap. VII. 


daO der Stab bei bestimmten Werten von l oder K in der ans der Figur 
ersiobtlicben Weise seitlich ausweicben wird. Diese Werte, die wieder obéré 
Grenzen in dem früher angegebenen Sinne darstellen, nennt man die Kipp> 
lange bzw. die Kipplast, und es ist^sebr nahe; 


'^EJ.GJp 


K = i- 


^EJ. GJp 


worin EJ die Biegesteifigkeit und GJp=D die Drillungssteifigkeit desStabes 
bezeichnen. Eine ahnlicbe Erscheinung tritt auch für einen hochkantigen 
beiderseits gelagerten und in der Mîtte durch eine Einzelkraft belasteten Stab 
und natürlich auch in allen verwandten Fâllen ein. 

d) Einbeulung eines Kreisrohres unter konstantem AuÛen- 
druck. Dieser Fall ist verwirklicht bei den Flammrôhren der Dampfkessely 
pjg 733 die von auûen durch den Wasserdruck im Kessel 

I belastet sind und (angenahert) z. B. auch bei einem 

© pf Unterseeboot, das tief unter dem Wasserspiegel 

schwimmt. Ein solcher AuHendruck würde zunâchst 
2 eine Verkleinerung des Halbmessers um einen be- 
stimmten Betrag hervorrufen, der sich leicht be- 
rechnen làÛt. Auûer dieser Gleichgewichtsform 
sind aber noch andere môglich, bei denen der 
I Kreisquerschnitt die in Fig. 733 angegebene î^orm 

Knickung (Einbeulung) oder eine àhnliche mit mehreren Wellen aufweist. 

fines Kieisrohres unter kritisohe Wert des Druckes p, für den die ge- 

Aulîendruck. ® 

zeichnete Lage eine môgliche Gleichgewichtslage 

Fig. 734. ist, hat die GrôCe: 


Knickung (Einbeulung) 
eines Kreisrohres unter 
Aulîendruck. 

Fig. 734. 


__ 2E /hy 


worin 2 h die Wandstârke des Rohres und a seinen 

j Halbmesser bezeichnet. 

I I I 

1 I ; Für ein Rohr von endlicher Lange l zeigt die 

I I î genauere Théorie, daü der kritische Wert von p auch 

\| 7 von l abhàngt, und zwar mit wachsendem l abnimmt. 

e) Knickung eines Rohres oder eines 

dünnen Hohlzy linders unter axialer Druck- 

Knickung eines Hohl- belastungK'(Fig. 734). Die Théorie suchtzunàchst 
zylinders^^unt^r axialem jenen Wert von K zu bestimmen, bei dem die Forrri 
des Rohres achsensymmetrisch bleibt, und Jtür den 
etwa eine sich über die ganze Lange erstreckende Sinuslinie als Gleichgewichts- 
form môglich ist. Der zugehôrige Wert des Gesamtdruckes ergibt sich zu: 


worin 2 h wieder die Wandstârke und E die Elastizitatszahl bezeichnet. Die 
Versuche haben jedoch ergeben, dafi die Knickung schon bei einer Last ein- 
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tritt, die einen kleinen Bruchteil diesea Wertea auamacht. Tataachlich zeigen 
die beobachteten Knickformen auch nur einen schmalen (einfachen oder mehr- 
fachen) Wulst, meist in der Nàhe der Mitte gelegen, der gewôhnlich auch 
nicht achaensymmetrisch verlâuft und deahalb einem viel kleineren Wert von 
K entapricht. Die genaue Théorie dieaer Eracheinuug atimmt mit den 
Messungen gut überein. 

SchluCbemerkung. Dieae kurze Daratellung, die aich auf die 
wichtigeren Begrilïe und Problème beachrânken muBte, bat vor allem daa Ziel 
vor Augen, den Reichtum der Geaichtapunkte und Fragestellungen hervor- 
treten zu laasen, der mit der Ëntwicklung der Théorie der nichtatarren 
Kôrper der neueren Phyaik erôfEnet wurde. Schon aua dieaer Übersicht iat 
zu erkennen, daB dieae Théorie keineawega als ein abgeachloasenea Ganzea 
vor una steht, daB vielmehr gerade in der Erforschung und Erklàrung der 
physikaliachen Eigenachaften der nichtatarren Kôrper in ibren verachiedenen 
Zustànden noch ein reichea Betâtigungsfeld für den Phyaiker, aei er nun 
mehr experimentell oder mehr theoretiach interesaiert, offen ateht. — Be- 
züglich aller weiteren Auaführungen rauB auf die Spezialwerke verwiesen 
werden. 



Achtes Kapitel. 

Reibnng fester Korper'). 

§1. Einführung; der Reibungskraft. Nacheinerseither oftwiederholten 
Aussage von H. Hertz besteht das Wesen jeder physikalischen Théorie darin, 
von den Qegenstânden der Wirklichkeit Bilder von solcher Beschaffenheit 
herzastellen, daC „die denknotwendigen Folgen dieser Bilder mit den natur- 
notwendigen Folgen der abzubildenden Gegenstande iibereinstimmen". Gleich- 
zeitig müssen diese Bilder genügend einfach sein, um ihre Eigenschaften mit 
theoretiscben Ansâtzen gesetzmaHig erfassen und logisch-mathematischen 
Schlüssen unterwerfen zu kônnen. 

Das einfachate Bild der Korper der physikalischen Wirklichkeit ist der 
sogenannte starre Korper, der für eine grofie Reihe von Aufgaben ans der 
Statik und Dynamik den angegebenen Zweck vollkommen erfüllt. Was die 
Oberflâche des Kôrpers anlangt, so wird diese zunâchst vollkommen glatt 
vorausgesetzt, und diese Annahme bringt es mit sich, daQ in der Mechanik die 

gegenseitige Einwirkung zweier mit- 
einander in Berührung stehender 
Korper als eine Einzelkraft aufgefaüt 
werden kann, die zur gemeinsamen 
Berührungsebene der beiden Korper 
senkrecht stebt und deren GrôOe jeden 
beliebigen Wert annehmen kann. 

Aber schon in ganz einfachen 
Fàllen ist festzustelleo, daB diese 
Annahme eine mit der Wirklichkeit 
auch nur annâhernd übereinstim- 
mende Darstellung des tatsâchlichen 
Verhaltens nicht zulâSt. Ein ein- 
faches Beispiel hierfür, bei dem gleich- 
wohl schon ailes Wesentliche deut- 
lich hervortritt, liefert der Korper auf der schiefen Ebene (Fig. 736 ). Schon 
die Beobachtung mit den einfachsten Mitteln lehrt, dafi jeder solche Korper 
ohne jede âuHere Einwirkung bei beliebiger Neigung auf der schiefen Ebene 
im Gleichgewicht bleibt, sobald die Neigung a nur kleiner als ein bestimmter 

Bearbeitet von Prof. Dr. Th. Pôschl in Karlsruhe. 


Fig. 735. 
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Grenzwert Çq bleibt. Auf Orund dieser Beobacbtungstatsaohe kennzeiohnen 
wir diese Bedingung durch die Festsetzung 

“ ^ e« 

Tind nennen einem sogleich erkennbar werdenden Grunde den Rei- 

bungswinkel der Ruhe oder der Haftreibung. Wird als eingeprâgte Kraft 
nur das Gewicht G des Kôrpers und als Reaktion der schiefen Ëbene, wie es 
für glatte Kôrper zutreffen würde, nur eine Normalkraft N zugelassen, so kann 
durch Einfübrung dieser beiden Kràfte allein ein Gleichgewicht nicht her- 
gestellt werden. Es liegt auf der Hand, den wirklichen Sachverhalt durch die 
ergàûzende Annahme zu beschreiben, daJB die gegenseitige Einwirkung der 
beiden Kôrper eben nicht nur in einer normalen allein, sondern auch in einer 
tangentialen Komponente besteht, die in dem betrachteten Falle als die Rei- 
bungskraft der Ruhe oder Haftreibung oder oft auch kurz als Reibung 


Fig. 736. 




Gleîchgewîcht an der schiefen Ëbene mit Berücksichtigung der Reibung. 

bezeichnet wird. Nach Fig. 735 ist die notwendige GrôCe der Reibungskraft 
zur Herstellung des Gleichgewichts: 

E = Gsinctf und da N ■= GcosoCy 
80 folgt daraus wegen « ^ Po- 

t!l« — = A. 

und weiter 

Ntffço^ fo.N (1) 

worin — tg Qq als die Reibungszahl bezeichnet und als eine den beiden 
in Berührung stehenden Eôrpern eigentürnliche Konstante angeseheu wird. 

Ein âhnlicher Sachverhalt tritt auch ein, sobald der Kôrper auf der schiefen 
Ebene (mit a > Qq) unter dem EinâuO einer Kraft iC© 736 er- 

sichtlichen Anordnung im Gleichgewicht liegt. Es ist dann zunâchst Gleich- 
gewicht môglich, sobald 

Kq — G sin « und wieder N ^ G cos n 

ist, ohne dafi irgend eine tangentiale Einwirkung in Anspruch genommen 
werden müfite. Yeràndert man nun die Kraft Kq, indem man das aufgelegte 
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§ 1 . 

Gewicht entweder vergrôfiert oder verkleinert, so beobachtet man, daÛ nicht 
sofort eine Aufwàrts- oder Abwàrtsbewegung des Kôrpers einsetzt, sondern 
daG diese Verânderung ein gewisses MaÛ ûberscbreiten muG, damit eine solche 
Bewegung Platz greift. Die GrôÛe der grôûten môglicben Reibungskraft, 
die von selbst aufgebracht werden kann, wird wieder durcb die Gleichung 
B ~ fo. N gegeben sein, so daû bei einer Z un ah me von Kq auf Ki >> Kq 
von selbst eine nach abwàrts gerichtete, bei einer Abnabme von Kq auf 
K 2 Kq eine nach aufwàrts gerichtete Reibungskraft ins Spiel tritt. Es 
gilt somit für den Grenzwert bei der Zunahme: 

Kl G sin a f Bi = G sin u -\- fo. N 

= G sin et -\- tg Qq. G cos u = 6r • ^ jfo 

cos Qo 

und bei der Abnabme: 

K 2 = G sin U — = G sin a — X 

— (rstna — tfi Qq . G cos a ^ 6r- . — Aq. 

cos Qo 

Diese Werte von Ki und kônnen nach dem Kràfteplan in Fig. 736b in 
eiufacher Weise dadurch erbalten werden, daG man beiderseits von N den 
Winkel po auftràgt und die Schenkel mit der Richtung von K zum Sebnitt bringt. 

Als ein wesentlicbes Merkmal für das Auftreten der Reibung muG der 
Umstand hervorgehoben werden, daÛ die Berührung der beiden Korper unter 
einem gewissen Druck erfolgt. Weiter sei bemerkt, daG für die GrôCe der 
Reibung selbst durcb die Aussage (1) eine Ungleicbung und nicht eine 
Gleichung vorgeschrieben ist, was zur Folge hat, daG es nicht eindeutige 
Gleichgewichtslagen, sondern stets ganze Bereiche für die Gleichgewichts- 
stellungen (in Fig. 735 sind es aile Werte von — po <C “h Ço) bzw. der 
zur Herstellung des Gleichgewichts notwendigen Kràfte (in Fig. 736 sind es 
aile Kràfte, die durcb die Bedingung K2<^K<CiKi gekennzeichnet sind) gibt. 

Der in der Aussage (1) gegebene einfache Ansatz ist als das Coulombsche 
Reibungsgesetz bekannt und ist auch heute noeb die Grundlage der 
rechnungsmàGigen Behandlung der Reibungserscheinungen. Das Ërgebnis 
der vorstehenden Betrachtungen làGt sich in die folgende Aussage zusammen- 
f assen : 

1. Bei der Berührung zweier Korper unter Druck kann eine 
in der Richtung der gemeinsamen Berührungsebene liegende 
Reibungskraft auftreten, die in dieser Ebene eine beliebige Rich- 
tung haben, und deren GrôGe den Betrag /ô.iV nicht ûberscbreiten 
kann; dabei bezeichnet N den Berührungsdruck und fo eine von der 
Beschaffenheit der Korper (und anderen Umstànden, siehe unter § 2) 
abhàngige Konstante, die die Reibungszahl genannt wird. 

Wenn daher durch Anbringung einer solchen Reibungskraft 4: fo> N 
ein Gleichgewicbt überhaupt hergestellt werden kann, dann tritt dieses auch 
ein; ist eine Kraft von der GrôÛe + /©.Whierzu nicht ausreichend, dann 
kommt es unfehlbar zu einer Bewegung der beiden Korper gegeneinander. 
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Bezüglicb eiDer solcben relativen Bewegung zweier Kôrper gegenein- 
ander, die unter Druck in Beriibrung steben, lebrt weiterbin scbon die aller- 
einfacbste Erfabrung, daÛ bierzu in allen praktiscb vorkommenden Fàllen 
die dauernde Aufwendung einer Kraft nôtig ist. Den Gegenwert dieser Kraft, 
also den mit ihr glêicb groQen, der Bewegung entgegengerichteten Widerstand, 
bezeichnet man als Bewegungareibung oder Gleitreibung. Auch für 
sie ist die Berührung der Kôrper unter Druck (gegebenenfalls unter dem 
Eigengewicbt allein) ein wesentliches Kennzeichen. Die GrôQe dieser Reibungs- 
kraft wird wieder dem Normaldruck N proportional gesetzt, so dafi wir diesen 
Sacbverbalt in die folgende Aussage kleiden kônnen: 

IL Bei der Bewegung zweier Kôrper gegeneinander, die unter 
Druck in Berübrung steben, tritt eine der Bewegung entgegen- 
gesetzt gericbtete Kraft auf, die man als Bewegungareibung be- 
zeichnet, und deren GrôISe durch die Gleichung gegeben ist: 

I{ = fN (2) 

in der /'die Reibungszahl der Bewegung genannt wird. 

Man beachte den Unterschied, der darin liegt, daC die Richtung der 
Bewegungsreibung durch die Gegenricbtung der Bewegung eindeutig vor- 
gescbrieben ist, und daB auch ibre GrôBe durch die Gleichung (2) feet- 
gelegt ist; dagegen kann die Haftreibung in der gemeinsamen Berührungs- 
«bene jede beliebige Richtung und innerhalb der angegebenen Grenzwerte 
auch jede beliebige GrôBe haben. DemgemâB und in Übereinstimmung mit 
dem in § 63 des Kap. V eingeführten Unterschiede zwischen eingeprâgten 
und Reaktionskràften wird die Bewegungsreibung (Gleitreibung) als eine ein- 
geprâgte und die Haftreibung als eine Reaktionskraft angeseben. 

§ 2. Physikalische Auffassung der Reibungserscheinungen. Aus 
den eben erwâhnten und allen übrigen hierher gebôrigen Beobachtungstatsacben 
gebt unmittelbar hervor, daB die Ursacbe für das Auftreten der Reibung in 
der Beschaffenheit der Oberflâchen der in Berührung stehenden Kôrper zu 
suchen ist. Man wird zunàchst in Betracht ziehen müssen, daB die druckhafte 
Berührung zweier Kôrper stets gewisse Verformungen hervorbringen muB, die 
sïch vor allern in den nahe an den Oberflâchen liegenden Gebieten bemerkbar 
machen, und zwar erkennt man unmittelbar, daB die Kôrper in Richtung 
des gegenseitigen Druckes zusammengedrückt und gleichzeitig in Richtung 
der berührenden Oberflâchen gedehnt werden. Diese Verformungen werden 
bei der Weiterbewegung des einen Kôrpers nicht vollstàndig zurückgebildet, 
ein Teil von ihnen ist immer bleibend (plastisch), und zu seiner Ausbildung 
ist ein gewisser Ënergieaufwand erforderlich, der mechanisch verloren ist, d. h. 
in Wârme übergeht. AuBerdem kommt in Betracht, daB die Oberflâchen der 
Kôrper niemals vollstàndig eben sind, sondern stets gewisse, wenn auch kleine 
Unebenheiten aufweisen, die bei der Berührung der Kôrper — in Ruhe und 
Bewegung — ineinandergreifen und durch ein, wenn auch geringfûgiges An- 
heben oder Abscheren (Abscheuern) überwunden werden müssen. Bei der 

Müller-Pouillet 1, 2. 11. Aufl. gg 
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Reibungserscheinung wirken aber auch noch andere Umstànde mit, wie die 
Adhâsion, Kapillarwirkungen der stets vorhandenen, wenn auch nur bauch- 
artig düDuen Flûssigkeits- oder Gasschichteu u. dgl.; diese Umstànde machen 
in ihrer Gesamtheit das aus, was man die Oberflâchenbeschaffenheit der 
Kôrper nennt; môgen sie in besonderen Fâllen einzeln auch verschwindend 
klein sein, so wirken sie doch in einer solchen Weise zusammen, daiS ihre 
vereinigte Wirkung ein von den bei glatten Kôrpern zu erwartenden Er- 
scheinungen vollstàndig verschiedenes Verhalten ergibt. 

Für die Untersuchung der Reibungserscheinung ist es nun von besonderer 
Bedeutung, daC es aufierordentlich schwierig und heute kaum erst in den 
ersten Ansàtzen moglich ist, diese Oberflâchenbeschaffenheit in einer ein- 
deutîgeu Weise zu beschreiben, und zwar so, dafl ein Vergleich verschiedener 
Versuche miteinander und eine Wiederholung bestimmter Versuchsbedin- 
gungen zweifelsfrei moglich wàre. Überdies ist es heute ausgeschlossen, die 
Grôfie der Reibungskraft, die aus dem Zusammenwirken aller erwâhnten Einzel- 
erscheinungen hervorgeht, zahlenmâflig auch nur in den einfachsten Fâllen 
zu herechnen. Es fehlt zwar nîcht an allgemeinen Theorien, die die Erklârung 
der Reibungserscheinungen aüs irgeiidwelchen allgemeinen Vorstellungen her- 
aus zum Ziele haben, doch hat es hisher keine von ihnen vermocht, einen 
befriedigenden Anschlufi an das durch unmittelbare Messungen gewonnene 
Zahleninaterial herzustellen. 

Die wissenschaftliche Erforschung der Reibungsfrage hat daher heute, 
âhnlich wie es in der Mechanik der nichtstarren Kôrper geschieht, nur die 
eine Môglichkeit, den induktiven Weg des direkten physikalischen Versuches 
und seiner messenden Verfolgung zu gehen, der allmâhlich sicher zur Auf- 
flndung jener Gesetzmâfiigkeiten fûhren wird, die zur Kennzeichnung der 
Oberflâchenbeschaffenheit der Kôrper nôtig sind. Das Wenige, was bisher 
an allgemeinen Ergebnissen über das rein versuchsmâCig Gefundene hinaus 
bekannt ist, wird jeder, der auf eine einheitliche physikalische Théorie auf 
Grund einer exakten Begriffsbildung Wert legt, als auflerordentlich unvoll- 
kommen bezeichnen müssen. 

§ 3. Arten der Reibung. Es gibt mehrere Gesichtspunkte, unter denen 
man von verschiedenen Arten der Reibung sprechen kann; man unterscheidet: 

a) Je nach dem Aggregatzustand der Kôrper: Reibung von 
festen, flüssigen und gasfôrmigen Kôrpern, und zwar unter sich oder 
gégeneinander. Man bezeichnet diese auch als trockene Reibung, Flüssig- 
keitsreibung, Gas reibung. Die Reibungskrâfte zwischen festen Kôrpern 
sind immer grôlier als die zwischen flüssigen, und naturgemali viel grôDer als 
die zwischen gasfôrmigen. 

Wenn bei der Berührung zweier fester Kôrper oder bei ihrer Bewegung 
gegeneinander keinerlei FItissigkeiten, insbesondere keine Schmiermittel an- 
gewendet werden, so spricht man von trockener Reibung oder von Reibung 
fester Kôrper. Es zeigt sich jedoch die eigentümliche Erscheinung, dafl unter 
normalen Verhàltnissen auch ohne besondere Anwendung von Schmiermitteln, 
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namlicb schon durch die Feuchtigkeit der Luft, ja selbst durch die an den 
Oberflâchen baftenden Luftscbicbten selbst, eine Verânderung eintritt; werden 
jedoch durch besondere physikalische Hilfsmittel (exakte Glàttung, Reinigung 
und Trockniing der Flachen und Anstellung der Versuche im Vakuum) diese 
Ëinbüsse ausgeschaltet, so verschwindet die Reibung der festen Kôrper fast 
vollstândig; dies zeigt sich z. B. darin, daB es von der Genauigkeit der MeB- 
instrumente abzuhângen scheint, ob bei einer Versuchsanordnung nach 
Fig. 736 ein von Null verscbiedener Grenzwinkel Qq überhaupt als vorhanden 
angenommen werden kann oder nicht. 

Es ist daher in der Théorie die Annahrae aufgetaucht, daC es eine Reibung 
der festen Kôrper gegeneinander strenggenommen gar nicht geben kônne, 
sondern daû aile jene Eracheinungen, die man unter dieser Bezeichnung zu- 
sammenfaBt, eigentlich ihrem Wesen nach Erscheinungen der Reibung von 
flüssigen oder gasfôrmigen Kôrpern sein müssen, in die auBerdem dieMechanik 
der nichtstarren Kôrper hineinspielt. Es werden daher — nach dieser An- 
nahme — für die Reibungaerscheinungen vor allem die Gesetze für die Flüssig- 
keitsreibuug gelten müssen, die in diesem Werke in Kap. XTI ausführlich be- 
handelt werden. 

Über die Beziehung der Reibung zur Théorie der elastischen Kôrper bat 
raan erst in allerjüngster Zeit begonnen, systematische Untersuchungen — 
und zwar sowohl theoretische, als auch experimentelle — anzustellen; hierbei 
bat man insbesondere festgestellt, daC infolge der Debnung der Fasern in der 
Lângsrichtung eine (nicht umkehrbare, Energie zerstreuende, dissipative) 
Schlüpfung der Oberflachenschichten gegeneinander eintritt, die man als 
Formànderungaschlüpfung bezeîcbnet, und die im wesentlichen für den 
auftretenden Reibungsverlust verantwortlich zu inachen ist. 

Die Schmiermittelreibung besitzt wegen ihres Auftretens in den Lagern 
aller Maschinen als energieverzehrende Erscheinung praktisch eine kaum zu 
überschàtzende Bedeutung. Die Schmiermittel selbst (Schmierôle) haben vor 
allem den Z week, die trockene Gleitreibung, die für sich allein unter den 
praktisch obwaltenden Umstânden unfehlbar in kürzester Zeit eine Zerstôrung 
der Zapfen und Lager der Maschine verursachen und jeden Betrieb unmôglich 
machen würde, zuverlàssig durch die viel kleinere Schmiermittelreibung zu 
ersetzen, und anderseits auch für die bestândige Ableitung der entstehenden 
Wârme zu sorgen; die Teraperatur der Zapfen und Lager darf im Beharrungs- 
zustande einen bestimmten Grenzwert nicht übersteigen. 

So stellt sich die ^natürliche** Reibungsfrage praktisch als ein zusammen- 
gesetztes und verwickeltes Gebiet dar, das erst noch durch feinere Unter- 
suchungen in seine Einzelerscheinungen zerlegt werden muB. 

b) Je nach der Bewegung der Kôrper gegeneinander: in unmittel- 
bar verstândlicher Bezeichnung Gleit-, Roll- und Bohrreibung, je nach- 
dem die Bewegung der Kôrper gegeneinander eine Parallelbewegung (Schiebung, 
Gleitung), eine Drehung um eine in der gemeinsamen Berührungsebene 
liegende und ^urch den augenblicklichen Berührungspunkt gehende Gerade 

58* 
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(Rollung) oder eine Drehung um die gemeinsame Normale zur Berührungs- 
ebene (Bohrung) ist. 

Es ist klar, dafi in dieseii verschiedenen Fàllen aile früher für das Auf- 
treten der Reibung verantwortlich gemachten Umstânde in verschiedener 
Weise zur Geltung kommen werden. So werden z. B. die Formànderungen 
bei der Rollbewegung darin bestehen, daÛ das belastete Rad in die führende 
„Schiene‘‘. um einen gewissen, wenn auch kleinen Betrag einsinkt und dabei 
die Oberflâchenfasern in der Bewegungsrichtung ausdehnt; bei der Vorwàrts- 
beweguDg des Rades werden immer neue Gebiete diesen Formànderungen 
unterworfen, die aber hinter dem Rad nicht mehr in denselben Zustand zurück- 
kehreh, den sie vor der Verformung gehabt haben. Die genaue Verfolgung 
dieser Erscheinungen nach den Methoden der Elastizitàtstheorie ist heute noch 
nicht môglich. Der Fehlbetrag kommt physikalisch in der Tatsache zum Aus- 
druck, dafi es des fortgesetzten Aufwandes einer Kraft (bzw. Arbeit) bedarf, 
um eine (gleichformige!) Bewegung des Rades aufrecht zu erhalten. Ganz 
àhnliche Betrachtungen und Folgerungen gelten natürlich auch für die 
Gleitreibung. 

§ 4* Reibungszahlcn. Gegeniiber der verwickelten Beschaffenheit der 
Reibungserscheinungen, wie sie schon in den vorhergehenden kurzen Betrach- 
tungen zum Ausdruck kommt, haben sich als theoretische Ansàtze zu ihrer gesetz- 
màl5igen Erfassung bis heute nur die einfachen, von Coulomb herrühren 

den, erhalten, die im wesentlichon 
aus den Gleichungen (1) und (2) be- 
stehen. In ihnen werden dieReibungs- 
zahlen und f als Festwerte für 
die in Berührung stehenden Kôrper 
angenommen. Die Beschaiïenheit der 
in Berührung stehenden Flàchen 
wird gewôhnlich nur durch die 
ganz ungenauen Wortbezeichnungen : 
„trocken“, „geschmiert“, „niit Was- 
8er“ U. dgl. beschrieben. Dadurch 
wird verstàndlich, daü die Zahlenwerte für die Reibungszahlen, die von ver- 
schiedenen Forschern angegeben wurden, so stark voneinander abweichen 
(es gibt eben bis heute kein Mittel, um die Oberflâchenbeschaffenheit in einer 
der Reibungsfrage angepafiten Art mit hinreichender Genauigkeit zu kenn- 
zeichnen). Hierzu kommt auch noch der Umstand, daÜ bei den für technische 
Zwecke angestellten Untersuchungen meist mit nicht besonders hergerichteten 
Versuchskôrpern gearbeitet wurde, diese vielmehr gewôhnlich so in die Ver- 
suchsanordnung eingesetzt wurden, wie sie die Praxis zur Verfügung stellte. 

Die Versuchseinrichtungen, die früher zu solchen Messungen verwendet 
wurden, waren die denkbar einfachsten: die schiefe Ebene nach Fig. 735 oder 
736 und das Tribometer nach Fig. 737, ein helasteter Schlit(^en, der mit der 
Führungsschiene aus dem zu uutersuchenden Stoffpaar besteht; durch Ver- 
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bindung mit einer WaagschalekaDn sowohl dîefür denEintriti als auch die zur 
Aufrechterhaltung einer Bewegung erforderliche Kraft K (die fast immer kleiner 
als die erstere ist) ermittelt werden. In neuerer Zeit werden die Anordnungen 
der sogenannten Reibungsrâder (s. unten) den Messungen zugrunde gelegt. 
Versuche über die Rollreibung werden mit schweren zylindrischen Walzen, 
die man lànga einer schiefen Ebene herunterrollen lâCt, ausgeführt. 

Eine Zusammenstellung der wichtigsten Zahlenwerte für die Gleitreibungs- 
zahlen, die bei den verschiedenen Versuchen gefunden wurden, ist in der 
folgenden Zahlentafel enthalteu . 


Tafel der lleibungszablen /q und /’. 


Reibungszahlen 


/ô (Haftreibung) 


f (Bewegungsreibung) 

mit 


' 0,26-0,22 
0,26 
0,30 


Stoffpaar 

trocken 

geschroiert 

mit 

Wasser 

trocken 

geschmiert ■ 

Stahl auf Stahl .... 

0,15 i 

0,12-0,11 ' 


0,09-0,03 

0,009 i 

Metall auf Holz .... 

0,6-0, 5 

0,1 

— 

0,5-0, 2 

0,08-0,02 ' ( 

Holz auf Holz 

0,65 1 

0,2 

0,7 

0,4-0, 2 

0,16-0,04 

Leder auf Metall (Draht) 

0,6 

0,25-0,12 

0,62 

0,5-0,25 

0,15-0,12 

Lederriemen auf Eichen- 
trommel ..... 

0,12 

0,38 

0,27 


Hanfseil auf rauhem Holz 

0,5 

— 

— 

— 

— 

Hanfseil auf pol. Holz . 

0,33 

— 

— 

— 

— 

Holz auf Stein .... 

bis 0,7 

0,4 

— 

0,3 

— 

Stein auf Ziegel .... 

0,73-0,5 

— 

— 

— 

. — 

Mauerwerk auf Béton . 

0,76 

— 

— 

— i 

— 

Mauerwerk auf gewach- 
senem Boden .... 

0,65-0,3 


_ 

__ 

_ 

Stahl auf Eis 

0,027 

— 

— 

0,014 

— 


Die weiten Grenzen, zwiscben denen diese Angaben schwanken, lassen 
vermuten, daC die Versuchsbedingungen und die Art der Versuchskôrper 
sehr verschieden gewesen sein muCten. Man erkennt jedoch unmittelbar, 
daC bei Verwendung von vSchmierrnitteln die Reibungszahlen nicht nur kleiner, 
sondern auch merklich einander gleicb werden, so daC der Einflufi der Be- 
schaffenheit der festen Kôrper selbst sehr stark in den Hintergrund tritt. 
Bei der Verwendung von Schmiermitteln handelt es sich eben nicht mehr 
um eine Reibung von festen Korpern, sondern von zâhen Flüssigkeiten, die 
an den Oberflàchen der in Berührung stehenden Korper haften, und die nahezu 
die gleiche Grôfie haben muO, wie auch die Kôrper selbst beschaffen sein môgen. 
Aus der Zahlentafel ist auch zu ersehen, daû das Wasser eine Ausnahme- 
stellung einnimmt ; es wirkt nâmlich manchmal als Schmiermittel, manchmal 
als Gegenschmiermittel, das die Reibung vergrôûert; doch ist bisher noch 
keineswegs festgestellt, worin diese eigentümliche Sonderstellung des Wassers 
begründet ist. 

Aufier den bisher erwàhnten sind noch andere ümstànde auf die Grôfie 
der Reibungszahl von EinÜufi, die in den Ausdrücken des Coulombschen 
Gesetzes nicht zutage traten : die GrôCe des auf die Einheit der Berührungs- 
flâche entfallenden Druckes, die Berührungsdauer, die Faserrichtung (die 
Walzrichtung bei Stahl, Faserung bei Holz u. dgl.) und bei der Bewegungs- 
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reibung vor allem die Geschwindigkeit. Was diese letztere betrifft, so er- 
geben die Messungen eine Abnahme der Reibungszahl mit wachsender Ge- 
schwindigkeit ; der Verlauf ist in Fig. 738 angegeben und lâfit sich mit groÛer 
Annàherung in die folgende Formel zusammenfassen, die auch den diesbezüg- 
lichen Festsetzungen des Vereins Deutscher Eisenbahnverwaltungen zu- 
grunde liegt: 


1-f 0,0112^ 

1 -\- 0,Ô6 . V ’ 


. . . . (3) 


wobei fiir trockene Flâchen /'o = 0,45 und für nasse /q = 0,25 zu setzen 
und V in m/s anzugeben ist. Nach dieser Formel ist für v =z 0 : f = 
Reibungszahl der Ruhe, und für v — oo — 0,186 /*(,. 


Fig. 738. 



Abhangigkeît der Reibungszahl von der 
Geschwindigkeit. 


Fig. 739. 



Ganz entsprechend der Form der bisher besprochenen Coulombschen 
Reibungsgesetze für Gleitreibung sind auch die Ansàtze für die Roll- und 
Bohrreibung gebildet worden. Da es sich dabei um Drehbewegungen 
handelt, ist es vorteilhaft, den Roll- und Bohrwiderstand in Form von Momenten 
anzusetzen, und zwar werden beide ganz so wie in der Coulombschen 
Théorie dem Berührungsdruck N proportional gesetzt. Man schreibt daher 


für das Moment der Rollreibung: üfg z= N (4) 

„ „ „ „ Bohrreibung: N (5) 


Aus Dimensionsgründen müssen beide Reibungszahlen und /g die Be- 
deutung von Lângen haben. Für die Rollreibung kann als jene Lange 
gedeutet werden, um die die lotrechte Komponente des Normaldruckes unter 
dem ËinfluÜ der Verformung der Rollflàchen an dem Schwerpunkt desrollenden 
Rades vorbeigeht (Fig. 739). 

Was die GrôÛe der Rollreibungszahl anlangt, so môgen als ungefâhre 
Anhaltspuukte die folgenden gelten: 

Eisenbahnràder auf Schieneu oder Pockholz auf 


Pockholz A — cm 

Ulmenholz auf Pockholz = 0,08 cm 


Fahrgestellràder mit Gummibereifung auf Wiesen- 

grund (Anlauf und Landung von Flugzeugen) f\ — 1 bis 1,6 cm. 
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Fig. 740. 



Fig. 741. 


§ 5. Physikalische und technische Anwendungen der Reibung. 

Vorgânge und Verfahren, bei denen die^ Reibung eine ausscblaggebende Rolle 
spielt oder doch einen merklichen EinHufi ausùbt, lassen sicb im Gebiete der 
Pbyaik und der Tecbnik in auBerordentlich groCer Zabi anfübren. Man 
kann fast behaupten, daû es kaum eine Erscheinung der physikalischen und 
tecbniscben Wirklicbkeit und kaum irgend eine menscbliche Beschâftigung 
gibt, bei der nicbt die Reibung in irgend einer Weise zur Geltung kommen 
würde. Man bedenke, daQ es obne die Reibung kein Geben, kein Fabren, 
kein Reiten gibt, der gesamte Eisenbahnverkehr beruht auf der Mitwirkung 
der Reibung, Die meisten 
Geràte, von der Gabel an- 
gefaugen bis zum Kraft- 
wagen benutzen die Eigen- 
schaften der Reibung, 

Diese umfassende Bedeu- 
tung macbt die Reibung 
zu einer der wichtigsten 
Erscheinungen der Pbysik 
und Tecbnik überbaupt. 

Aus der groÛen Zabi 
der Anwendungen aeien im 
folgenden nur jene hervor- 
gehoben, bei der die Wir- 
kung der Reibung auf 
Grund der Coulombschen 
Gesetze in einfacher Weise 
verfolgt werden kann, und 
die eine praktische Bedeu- 
tung erlangt haben. 

a) Zapfen und Lager, 

Den Wideratand, der zur 
Bewegung eines belasteten 
Zapfens in einem um- 
schlieBenden Lager — eine 
Anordung, die bei allen unaeren Maschinen vorkommt — fortgesetzt zu über- 
winden ist, bat man unter Verwendung des Coulombschen Reibungsgeaetzes 
zu berechnen gesucbt. Nach Fig. 740 verlangt das Gleichgewicht des mit Q 
belasteten Zapfens an der Berührungsstelle zwiscben Zapfen und Lager das 
Auftreten eines Normaldruckes N und einer Reibungskraft i?, die zusammen 
wieder Q ergeben müssen, so daO ein Moment von der Grôfie 

M — Q .rsinç = fi,Q (6) 

welches das Zapfenreibungsmoment genannt wird, dauernd aufzu- 
weiiden iat, um die Reibung zu überwinden. Den auftretenden Beiwert 
/’j == r .sinç nennt man dieZapfenreibungszahl, der man die Dimension 
einer Lange zuscbreiben muB. Da jedooh eine Bewegung eines jedeD solchen 



Kugellager. 
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Zspfens ohne Verwendung von Schmiermitteln, durch die der ganze Vorgang 
eine Erscheinung der Fliissigkeitsreibung wird, nicht denkbar ist, so kann 
dieser Ansatz eigentlich kaum als eine Darstellung der wirklicben Verbalt- 
nisse angesehen werden. Trotzdem ist er noch fast allein im Gebrauch. 
Genauere Versuche haben auch ergeben, daû auf die GrôBe der Lagerreibung 
vor allem auch die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens (Gleitgeschwindigkeit) 
und der Einheitsdruck von EinfluB sind. 

Das wirksamste konstruktive Mittel zur Verminderung der Zapfenreibung 
sind die Kugel-undWalzenlager. In Fig. 741 ist eine scbematische Dar- 
stellung eines solchen Kugellagers wiedergegeben, bei dem die Kugeln in 
passend geformten Rillen angeordnet sind. Die Kugeln stehen entweder 
(wie in Fig. 741) in unmittelbarer Berührung miteinander, oder es sind be- 
sondere „Kâtige“ eingesetzt, welche diese unmittelbare Berührung verhindern. 
Die Zwischenrâume zwischen den Kugeln sind mit Ô1 ausgefüllt. Derartige 
Kugellager werden sowohl als Querlager (zur Aufnahme einer Querbelastung) 
als auch als Làngslager (zur Aufnahme eines Axialschubes) verwendet und 
stehen heute in ungeheuerem AusmaBe, von den kleinsten Abmessungen für 

physikaliscbe Apparate angefangen,ûber 
mittlere Abmessungen (bei Fahrràdern, 
Automobilen, Transmissionen usw.) bis 
zu den grôBten Abmessungen für rein 
technische Zwecke (z. B. bei Kranen) 
in Verwendung. 

b) Riemen und Seil. Wird nach 
Fig. 742 um eine rauhe Scheibe oder 
Walze ein Riemen oder ein Seil herum- 
gelegt, so beobachtet man, daB zur 
Überwindung einer an einem Ende 
Er&fte ain Seil über einer rauhen Walze. des Seiles wirkenden Last Q an dein 

anderen eine wesentlich grôBere Kraft K 
nôtig ist, oder auch, daB man mit einer kleinen Kraft K an einem Ende 
einer viel grôBeren Last am anderen das Gleichgewicht halten kann. 

Um die auftretenden Beziehungen zablenmàBig zu verfolgen, betrachten 
wir ein Teilchen a h des Seiles mit dem kleinen Zentriwinkel d qp, an dem 
die Seilspaunungen S, S-\-dS, der Normaldruck dN und die Reibung dli 
angreifend zu denken sind. Die Bedingung für das Gleichgewicht der Krafte 
in der Richtung der Normalen ergibt die Beziehung : 

dN=2 Ssin —S.d(p, 

À 

und in der Richtung der Tangente: 

as :=dR=z fo.dN= fo.Sdtp, 


Fig. 742. 



Aus dieser Gleichung folgt: 


dS 

S 
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und durch Intégration, wenn f iir g? == 0 :8 — Q sein soll : 

S =: Q.f/ov, 

Im besonderen wird für g) = a, S = K: 

K=: Q.efo*^ (7) 

woraus hervorgeht, dalS die Kraft K bei grofien Werten des Winkels den 
Wert von Q aufierordentlich überwiegen kann. Die gesamte am Umfang 
der Scheibe auftretende Reibung bat die GrôÛe: 

pfo<^ 1 

lt = K-q= K. (7a) 


Wenn die Kraft K' zu bestimmen ist, die zum Halten der Last Q nôtig 
wàre, so ist zu beachten, daÛ in diesem Falle die Reibung von selbst der 
Kraft K zu Hilfe kommt; ihr Richtungssinn ist daher umzukehren und 
es folgt: 

K' ( 8 ) 

Diese Ërscheinung tindet Anwendung beim sogenannten Riemen- oder 
Seiltrieb nach Fig. 743. Durch einen Riemen oder ein Seil wird eine treibende 

Fig. 743. 



Scheibe, die mit der Antriebsmaschine in Verbindung steht, mit einer ge- 
triebenen Scheibe in Verbindung gebracht, wodurch an der Welle der ge- 
triebenen Scheibe irgend eine Arbeitsleistung (Hebung eines Gewichts, Antrieb 
einer Arbeitsmaschine u. dgl.) ausgefûhrt werden kann. Es ist bekannt, 
daB der Riemen oder das Seil mit einer bestimmten kleinsten Spannung um 
die Scheiben herumgelegt werden mufi, damit eine solche „mecbanische Kraft- 
übertragung“ tatsâchlich môglich ist. Nach den obigen Formeln mufi die 
am Umfang der getriebenen Scheibe auftretende Reibung (Umfangskraft) 
grofi genug sein, um das Drehmoment der Belastung, das in Form G . fi 
angesetzt werden soll, zu überwinden; es mufi also 

R.r ^ G, fl 

sein, und durch Benutzung der obigen Werte für K ergeben sich für die 
Spannungén im gezogenen und ziehenden Seilstück die Werte: 




1 

e/o« _ ï 


if è 


g/o» 

e/o« — 1 



( 9 ) 



922 


Reibung f ester Kôrper. Kap. VIII, 


§5. 


c) Reibungsrâderin der Ausfûhrung nach Fig. 744 dienen ebenfalls 
zur Obertragung einer Leistung von einer Welle, die mit einer Kraftmaschine 
in Verbindung steht, auf eine andere, an der, wie zuvor, irgend ein belasten- 


Fig. 744. 



des Drehmoment (Jr . überwunden werden soll. Es ist hierzu das Auftreten 
der Reibung R (Umfangskraft) von bestimmter GrôCe an der Berührungs- 
stelle erforderlich, die wieder durch die Gleichung gegeben ist: 


R.r ^ G .fl. 

Zur Ausbildung dieser Reibung müssen die beiden Ràder mit einer Kraft N 
aneinander gepreOt werden, die nach dem Coulombschen Reibungsgesetz 
in der Form N == R//o anzusetzen ist, so daÛ fur die GrôBe dieses Normal- 
druckes die Gleichung folgt: 




G 


( 10 ) 


R I 
/■o = A »• 

Um bei gleichem N die Umfangskraft R zu vergrôÛern oder bei gleicher 
Umfangskraft einen kleineren Achsendruck N verwenden zu kônnen, werden 


Fig. 745. 



die Reibungsrader in Form von Keilràdern nach Fig. 745 ausgebildet. Für 
die Umfangskraft ergibt sich sodann: 

R = 2fo.N\ 

und die Beziehung zwischen dem Achsendruck N und dem auf die Keilââchen 
ausgeûhten Druck N' folgt aus der Gleichgewichtsbedingung für die Richtung 
des Achsendruckes : 

N = 2 AT' Sîw a -f- 2 fo N' cos ot = 2 N' {sin a fo cos a). 
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und damit folgt die GrôÜe des Normaldruckes iV, der zur Überwindung des 
belastenden Drehmomentes nôtig ist, in der Form; 

jy _ JO ^ ^ (J. (11) 

/o == /'« r 

d) DerProuy scbe Z a u m nach Fig. 746 dient zur Messung der Leistung 
kleinerer Maschinen durch direkte Wâgung. Auf der Welle der Maschine wird 
eine Scheibe aufgesetzt und auf diese werden passend geformte und mit 

Fig. 746. 



Pronyscher Zaum. 


entsprechenden Packungen versehene Holzklôtze K gelegt, die mittels der 
Schrauben iS, angezogen werden kônnen. Das von der Scheibe auf diesen 
Zaum ausgeübte Drehmoment R.r (li = gesamte ümfangskraft) kann so- 
danii unmittelbar durch die auf eine Waagschale aufgelegten (iewichte G 
am Arm l abgewogen werden, so dafi das Drehmoment der Maschine in der 
Forrr» erscheint : 

M=z G A (12) 

Wenu die Drehzahl n der Maschine in der Minute an eiuem Drehzeiger (Tacho- 
meter) abgelesen wird so ergibt sich ihre Leistung in PS in der Form: 

N = ” •f;./-H = 0,0014rt-î.»i (13) 

60.75 

e) Die einfacheii Maschinen sind seit altersher bekannte einfache 
Vorrichtungen, die den Zweck haben, mit einer kleinen Kraft grôBere Lasten 
zu überwinden. Tm Altertum und Mittelalter sind sie anscheinend fast 
allein als Hilfsraittel zur Herstellung der grofiartigen Bauwerke verwendet 
worden, die noch heute unsere Bewunderung erregen. Es gibt sechs solcher 
einfachen Maschinen: Den Hebel, die schiefe Ebene, den Keil, die 
Schraube, die Rolle und das Wellrad. Wegen der kleinen Arbeits- 
geschwindigkeiten , die dabei in Frage kommen, werden die Beziehungen 
zwischen Kraft und Last einfach durch die Gleichgewichtsbedingungen ge- 
regelt, die durch Einführung der an allen Berührungsstellen (Zapfen, Lagern, 
Führungen u. dgl.) auftretenden Reibungen und der übrigen auftretenden 
Widerstànde zu ergànzen sind. Als Wirkungsgrad (ly) bezeichnet man 
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das Verhâltnis der Last Q, die durch eine solche Anordnung tatsachlich, 
d. h. mit Berucksichtigung der Reibung überwunden werden kann, zu jener 
ideellen Last Ço, die bei fehlenden Reibungen, aiso im gûnstigsten Fall durch 
die gleiche aufgewendete Kraft überwunden werden kônnte. Es ist also 



Die Reihe der wichtigen technischen Anwenduugen der Reibungser- 
scheinungen lieÜe sich hier noch wesentlich vermehren; aus den angegebenen 
Beispielen dürften aber die Eigenschaften und die Wirkungsweise der Reibung 
genügend klar hervorgehen. 



Neuntes Kapitel. 


Der mechanische Ânf bau 

des feston Korpers in atomistischer Betraehtnng '). 

Elnleltung. 

§ 1. Ziel der atomistischen Betrachtung. Soweit die atomistische Be- 
trachtung des festen Zustandes niechanische Problème betrifft, bat sie zwei Haupt- 
ziele: erstens einen atornistischen Ünterbau unter die herkômmliche 
Mechaiiik der Kontinua ( Elastizitâtslehre) zu errichten, und zweitens 
über die Grenzen hinaus vorzudringen, an denen die Kontinuums- 
betrachtung zunàchst stehen bleiben muCte. Bei der zweiten Auf- 
gabe handelt es sich hauptsâchlich um die Aufstellung von Gesetzen für aile 
diejenigen raechanischen Erscheinungen der wirklichen Kôrper, die über den 
Geltungsbereich des Hookeschen Gesetzes hinausgehen: Festigkeit, Er- 
müdung, Nachwirkung. Die Versuche, zu einer rein beschreibenden 
„phàiiomenologiscben“ Erfassung der Gesetzmàfiigkeiten dieser Erscheinungen 
zu gelangen, haben zu sehr geringen Erfolgen geführt. Erst das Studium 
der metaliischen Einkristalle lehrte, wie individuell verschieden die Grund- 
gesetze sind, und erklàrte, wieso aus technischenVersuchen mit vielkristallinem 
Material keine allgemeingültigen Gesetze erschlossen werden kônnen. Da die 
Untersuchungen an Metalleinkristallen mit der atornistischen Darstellung und 
den prinzipiellen Vorstellungen vom Aufbau in engem Zusammenhang stehen, 
sollen sie irn zweiten Abschnitt dieses Kapitels besprocben werden. 

Der Hauptteil des ersten Abschnittes hingegen soll der atornistischen 
Grundlegung der mechanischen Kontinuumsgesetze des festen Korpers gewidmet 
werden, das ist im wesentlichen des verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes. 
Doch wird eine Reihe anderer, prinzipiell wichtiger Erscheinungen gestreift 
werden. In Anbetracht der geringen Kenntnis, die wir von den Atomkrâften 
selbst haben, kann es sich zunàchst nur darum handeln, den for m ale n 
Übergang von derAtomistik zurKontinuumsdarstellung zu finden — 
analog etwa, wie die Maxwellschen Gleichungen in Kôrpern durch die 
Elektronentheorie formai „begründet‘‘ werden. Die Aufgabe zerfàllt in zwei 
Abschnitte; einmal die Form der beschreibenden Gesetze aus môglichst 
allgemeinen Ansâtzen der Atomistik wiederzugewinnen , und zweitens die 
Materialkonstanten, die in diese Gesetze eingehen, auf die (unbekannten) 


D Von Prof. Dr. P. P. Ewald in Stuttgart. 
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fundamentalen Konstanten der atomaren Kraftwirkungen zurückzuführen, 
d. h. sie durch Summen über die Atomkrafte („Gittersummen“) auszudrücken. 
Für ihre numerische Berechnung sind genauere Vorstellungen über die Einzel- 
krâfte der Atome unuragànglich, und daher kommt es, dafi der Erfolg nur in 
seltenen Fâllen gut ist. 

§ 2. Emkristall und Vieikristall. Der Ausdruck „fester Kôrper“ 
muÛ sofort stark eingeschrànkt werden, wenn auf ihn die folgenden Aus- 
führungen anwendbar sein sollen. Von den „fe8ten Kôrpern“ im Sinne der 
techniscben Médian ik sind zunàchst aile diejenigen auszuscheiden, die in- 
homogen sind: Hôlzer, Faserstoffe, Gesteine, Metalle. Ihre Erforschung ist 
offenbar durdi die Grobstruktur erschwert. Man erwartet Aufklârung über 
ihre — technisch so wichtigen — mechanischen Eigenschaften mittelbar durch 
das StudiuiM der einfacheren homogenen Stoffe. 

Auch von den homogenen Stoffen scheiden wir eine grolSe Zahl von 
den folgenden Betrachtungen aus, weil über ihren Aufbau noch zu wenig be- 
kannt ist: es sind Stoffe wie Glas, Pech, Gele (Leim, Opal), die als amorph 
bezeichnet werden. Im Gegensatz zu den Kristallen besitzen sie keine regel- 
maÜige Atomlagerung. Man faCt sie als unterkühlte Flüssigkeiten mit 
sehr grofier innerer Reibung auf, weil sie auch geriiigen Kraften bei lange 
dauernder Einwirkung schliefilich durch bleibende Formânderung nachgeben. 
Zudem sind ihre Eigenschaften mit der Temperatur stark und kontinuierlich 
variabel. Weder in der Dichte noch in der Viskositàt oder der spezifischen 
Wàrme zeichnet sich ein Schmelzpunkt durch eine scharfe Sprungstelle aus, 
wie es bei kristallinen Substanzen der Fall ist. 

. Somit bleiben als die typischen einfachsten Vertreter des festen Zustandes 
die Kristalle übrig. Von ihnen wissen wir seit der Laue-Friedrich - 
Knippingschen Entdeckung der Rontgeninterferenzen in Kristallen [1912] ’)> 
daC sie durch einen streng gesetzmafiigen inneren Aufbau ausgezeichnet sind. 
Durch die Rontgeninterferenzen haben sich viele Substanzen, deren kristalliner 
Aufbau vorher nicht bekannt war, als mikro- oder kryptokristallin er- 
wiesen, z. B. Metalle, deren KorngrôBe jenseits des Auflôsungsvermôgens der 
Mikroskope liegt, kolloidal verteilte Metalle, Kohle und àhnliche. Auch in 
organischen Strukturen wie Pflanzenfasern , Sehnen, Perlen hat die Rôntgen- 
untersuchung kristalline Elemente als Grundlage für den Aufbau aufgedeckt, 
und zwar in mehr oder weniger regelmâCiger Anordnung kleiner Kristàllchen. 
Man spricht, sobald bei mikrokristallinen Substanzen nicht eine vôllig un- 
geregelte Lagerung der Kristàllchen vorliegt, von geregelten Substanzen. 
Es ergibt sich bei ihnen die neue Aufgabe, ihre mechanischen Eigenschaften 
mit der Besonderheit ihrer „Regelung“ oder „Textur‘‘ in Zusammenhang zu 
bringen — eine Aufgabe, die für eine gegebene Substanz nur so gelôst werden 
kann, daB zunàchst die mechanischen Eigenschaften des einfachen kristallinen 

D W. Friedrich, P. Knipping, M. Laue, Sitzungsber. Bayer. Akad. d. 
VVisB., Math.-Phya. Kl. 1912, S. 803. 
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Bausteins ermittelt and die Eigenschaften desGanzen durch geeignete Summen- 
bilduDgen daraus gewonnen werden. Daher wird in den meisten Fâllen für 
dieEinsicht in das mechanische Verbal ten dieser grolîen Klasse von Substanzen, 
die auch als Polykristalle oder Vielkristalle bezeichnet werden, die Vor- 
bedingung sein, daQ man ihre Bausteine in genügend groJSen Formeii als 
Mono- oder Ein kristalle zur Untersuchung erlialten kann. Gerade bei 
Metallen beruhen die Fortschrîtte der letzten Jahre auf neuen Methoden, 
Ëinkristalle herzustellen, d. h. den Baustein des polykristallinen Materials zu 
stiidieren. 

Auch von diesem Gesichtspunkt aus erscheint also der Kristall als der 
typische Vertreter des Festkôrpers. Seine Anisotropie (d. h. die gesetz- 
niaiSige Verschiedenwertigkeit der Richtungen in ihm) ist die primâre Eigen- 
schaft des festen Zustandes; die Isotropie, die bequemlichkeitshalber oder 
mangels besserer Ansâtze in den früberen Versuchen, die Mechanik des festen 
Zustandes zu erfassen, vorausgesetzt wurde, ist entweder nicht vorhandeii 
oder entsteht bestenfalls als Mittelwert über ungeregelte Einzelkristàllchen. 

^ 3. Polare, nichtpolare und metallische Kristalle. Es erweist sich 
bei dem heutigen Stande unserer Kenntnis als notwendig, der folgenden Dar- 
stellung noch eine weitere Unterscheidung voranzuscbicken: zwischen polar en 
und nichtpolaren bzw, metallischen Kristallen. Ks handelt sich dabei 
um graduelle ünterschiede, die eng mit dem chemischen Verhalten der Stoffe 
zusammenhângen. Polar heiÛen Kristalle dann, wenn sie aus lonen auf- 
gebaut sind. Die Alkalihalogenide, z. B. Na Cl, sind typisch polare Kristalle. 
Bezeichnend für sie ist, dafi ihr inneres Kràftespiel wesentlich beeinflufit ist 
durch die Coulombschen Anziehungs- und AbstoCungskràfte, die zwischen 
den lonenladungen entstehen. Im idealen polaren Kristall ist Jedes Ion 
als in sich abgeschlossenes, starres Gebilde anzuseheii, dessen Existenz durch 
die Gesetze der Atommechanik geregelt wird, ohne dal3 die Nachbarn EinfluC 
darauf hâtten. Das Gegenstück bilden die ausgesprochen nichtpolaren 
Kristalle, in denen sich keine atommechanisch abgeschlossenen Gebilde ab- 
grenzen lassen. Ein Beispiel dürfte Diamant sein; wie wenig wir über seinen 
Aufbau auch wissen — auQer der Lage der Schwerpunkte der C- Atome, wie 
sie durch die Rôntgenuntersuchung gelehrt wird — , so viel dürfte sicher sein, 
daü die Atome in ihren Lagen gehalten werden durch quantenmechanisch ge- 
regelte Wechselwirkungen. Dies soll heiCen, daC sich entweder gar nicht 
genau abgrenzen làCt, was zum einzelnen Atom gehôrt (dafi z. B. Elektronen- 
bahnen mehrere Kerne umschlingen), oder mindestens, daÛ die Kon figuration 
des einzelnen Atoms (und damit auch seine Kraftwirkung nach auBen) wesentlich 
von den umgebenden Atomen mitbestimmt wird. Ein Verstàndnis der auf- 
bauenden Krâfte in einem nichtpolaren Kristall scheint mithin einen gleichen 
Grad der Beherrschung der Atommechanik vorauszusetzen wie die Berechnung 
eines nichtpolaren Moleküls — z. B. N 2 , Oj. Hiervon sind wir leider noch 
weit entfernt. Daher kommt es, daÛ sich über die Théorie der Gitterkrafte 
nichtpolarer Kristalle kaum etwas Sicheres sagen lâBt. Der Zugangsweg, der, 
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abgeaehen von dem richtigeu atommechanischen Aufbau am meisten Aussicht 
auf schnellen Erfolg verspricht, ist der Vergleich verschiedener Stoffe auf 
Grund ihrer chemischen Eigenschaften. Da dies aus dem Rahmen dieser 
Darstellung herausfâllt, sei auf den Aufsatz von H. G. Grimm im Handbuch 
der Physik, Bd. XXIV (Springer, 1926) verwiesen. Dort wird auch eine 
Teilung der nicbtpolaren Bindungsart in die der Nichtmetalle und die der 
Metalle vorgenommen. Vergleichen wir in der Tat typische Vertreter beider, 
etwa Diamant und Kupfer, so ergibt sicb, dafi auCer den elektrischen und 
thermisohen Leitfâhigkeiten auch viele rein mechanische Eigenschaften quanti- 
tativ 80 verschieden bei Leitern und Nichtleitern der Elektrizitàt sind, daC 
eine Sonderung in zwei Gruppen von Stoffen mit ganz verschiedenen Gitter- 
kràften unverkennbar ist. Im metallischen Leiter existieren freie bzw. leicht 
verschiebliche Elektronen, von deren Anordnung, Bahnen und Bindungs- 
grad wir uns nur achwer eine genauere Vorstellung machen kônnen *). In 
Nichtleitern wie Diamant, Schwefel, organischen Verbindungen ist die nicht- 
polare Bindung keinesfalls mit einer annàhernd so groCen Verschieblichkeit 
der Elektronen durch das ganze Gitter verknüpft. 

Die geschilderten Klassen von Gittern sind niclit schroff geschieden, 
sondern es gibt vîelfache Übergànge. Zuin Beispiel hôrt bei vielen aus 
lonen bestehenden Substanzen die voile Selbstàndigkeit der lonen auf, die 
oben für den ideal-polaren Kristall gefordert wurde. Man hat der Beinflussung 
durch die Umgebung dadurch Rechuung getragen, daO man eine „Polarisier- 
barkeit" der lonen eingeführt hat, d. h. eine Deformierbarkeit unter dem 
EinfluÛ der Nachbarn, die eine Verschiebung der positiven und negativen 
Ladungen des Ions und die Bildung eines Dipols oder hôheren Pôles gestattet. 
Der Grad dieser Deformierbarkeit ist aus der Refraktion zu entnehmen s). Diese 
induzierten Dipole àndern die Kraftwirkung der Tonen auf ihre Umgebung 
ab. Wird die Wechselwirkung benachbarter lonen zu groD, so làJit sie sich 
nicht mehr durch Binzufügung der Dipolwîrkung annahern, und es stellt sich 
ein allmàhlicher Übergang von polarer zu nichtpolarer Bindung ein. Es liegt 
aber in der Natur der Sache, dalS es nicht môglich ist, auf diesem Wege bis zum 
wahren Wesen der nicbtpolaren Bindung vorzudringen. 

Soweit sich ein Verstàndnis für das mechanische Verhalten der Kristalle 
auf Grund der Atomkrafte bisher hat erreichen lassen, betrifft es polare 
Kristalle. Hiermit werden wir uns daber im ersten Abschnitt 4 bis 10) 
befassen, wàhrend wir im zweiten Abschnitt (§11 bis 15) bei den Metallen 
auf einem einfacheren, beschreibenderen Standpunkt bleiben müssen. 

1. Die Qittertheorie der polaren Kristalle. 

§4. Der Hauptansatz der Bornschen Théorie. Eine umfassende 
Théorie des Übergangs vom atomistischen Diskontinuum zum Kontinuum 

') Die Arbeiten von F. London und W. Heitler in Zeitscbr. f. Phys. 1927 
und 1928 scheinen die atommechanische Théorie der nicbtpolaren (oder homôopolaren) 
Bindung einzuleiten. 

*) Vgl. hierzu § 10, 3. 

*) Über Atomrefraktion s. Optikband, I. Hàlfte, Kap. VII, §1. 
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§ 4 . 

der àlteren Elastizitatstheorie wurde von M. Born 1915 in seiner „Dynanîik 
der Kristallgitter" aufgestellt, nachdem schon einige Jahre früher vom gleichen 
Verfasser zusammen mit Th. v. Kami an 2) im Anschlufi an E. Madelung*) 
eine Théorie der spezifischen Wàrme der Kristalle und von P. P. Ewald^) 
der formate Übergang zur Kristalloptik hergestellt worden war. 

Die Bornsche Théorie hetrachtet das Kristallgitter als ein Gegebenes. 
Über das Problem, warum die eine Substanz das eine, eine andere ein anderes 
(ifitter bildet, weiB man noch recht wenig, vgl. § 10, 1. Für den Ziisammen> 
hang mit der Kontinuumstheorie kann diese Frage unerôrtert bleiben, und es 
genügt, die Abweichungen des aus Atomen bestehenden mechanischen Systems 
von seiner Gleichgewichtslage zu betrachten. 

Als Reprâsentanten der Kristallgitter®) nehmeii wir den allgemeinsten 
triklinen Kristall mit Basis, d. h. wir denken uns zunàchst eine Gruppe von 
Atomen, die durch Indizes k („Bd'Sisindex“) unterschiedeu werden und sich in 
Punkten befinden, die von irgend einem Ausgangspunkt aus durch Fahr- 
strahlen r* („Basisfahrstrahlen“) erreicht werden. Solche Atomgruppen, die 
„Basis“, wiederholen wir in ràumlîch-periodischer Anordnung, indem wir uns 
die erste um aile ganzzahligen Vielfache von drei (nicht complanaren) Vek- 
toren ûj, tta, ûs verschoben denken (û; = „Tran8lationen“ oder „Achsen- 
vektoren“). Gitter von bestimmten Symmetrieeigenschaften kôunen aus diesem 
allgemeinen Typ durch Spezialisieren der und der Basis gewonnen werden, 
doch interessiert uns das für das Folgende nicht. 

Diese geometriache Schilderung des Gitters als homogènes Diskontinuum 
wird nach der dynamischen Seite hin erganzt durch die Behauptung: das 
ideale Gitter ist ein mechanisches System in einer stabilen Gleich- 
gewichtslage. Idéal nennen wir das Gitter, weil wir von Stôrungen durch 
Teinperaturbewegung und durch Wachstumsfehler absehen wollen, die beim 
„Realkristall“ berùcksichtigt werden müssen (vgl. § 10, 4). Die Stabilitât der 
Gleichgewichtslage ist durch die Erfahrung in den normalen Fàllen bestâtigt; 
andernfalls nâmlich würde das Kristallgitter durch eine beliebig kl eine Energie- 
zufuhr zerstôrt oder grob abgeàndert werden kônnen. Die stabile Gleich- 
gewichtslage der Atome ist die wichtigste Voraussetzung der Bornschen 
Théorie. 

Wie aus der allgemeinen Théorie des Gleichgewichts bzw. der kleinen 
Schwingungen um eine Gleichgewichtslage bekannt ist, ist die unmittelbare 
Folge dieser Voraussetzung, daC bei einer Entfernung des Gitters aus der 
Gleichgewichtslage rücktreibende Kràfte entstehen, die zunàchst linear mit 
dieser Entfernung wachsen. Hierin hat man den Ursprungdes Hookeschen 
Gesetzes (Spannung proportional Deformation) zu sehen, es folgt aber auch 

D M. Born, Dynamik der Kristallgitter; Teubner, 1915. Die wesentlich ver- 
tiefte Darstellung in der Enzykl. d. math. Wiss. V, Art. 26 ist als zweite Auflage 
dieses Bûches erschienen: Atomtheorie de* festen Zustandes; Teubner, 1923, 

-) M. Born und Th. v. Karman, Physik. Zeitschr. 18, 297, 1912. 

’D E. Madelung, Gdtt. Nachr. 1909, S. 100. 

^) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49. 117, 1916 (1912 erschienen als Dissertation). 

®) Vgl. den Artikel Buchwald in Bd. II, 2, sowie Bd. III, 2, Kap. IV, §3, 

Müller-Pouil;iet I, 2. 11. Aufl. 59 
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sofort sein Charakter als Nâherungsgesetz und sein Versagen, sobald bei 
steigender Entfernung von der Ruhelage die Abweichungen zwischen den 
wahren Kràften und den linear extrapolierten merklich werden. In diesem 
Falle kommt man ein Stück weiter durcb Berücksichtigung der quadratischen 
Glieder in der Entwicklung der Krâfte nach den Verrückungen der Atome 
(vgl. § 7, !)• — Zunàcbst aber suchen. wir am Beispiel des einfachen Hooke- 
schen Gesetzes den Übergang von der atomistischen zur kontinuumsniâBigen 
Darstellung zu finden. 

§ 5. Statische mechanische Eigenschaften (Elastizitâtstheorie). 
1. Die homogène Deformation, ünter einer bomogenen Deformation 
des Gitters verstehen wir eine (kleine) Abânderung der Zelle und der Basis. 
An den Translationen ûi werden somit Ânderungen d ûf angebracht, an den 
Basisvektoren Anderungen Ôxk- Ein Atom ist im undeformierten Gitter 
durch den Fahrstrabl bestimmt, wobei Z, der „Zellenindex“, eigentliçh ein 
Tripel ganzer Zahlen Zj, Zj h iat und der ganze Fahrstrabl zuin A;-ten 
Atom in der Z-ten Zelle sich offenbar folgendermaûen aufbaut: 

^ h ( 1 ) 

Vjfc bat die in 4 beschriebene Bedeutung des Basisfahrstrabls. Werden 
nun die Acbsen und die Basis abgeândert, so wird die Lageânderung des 
Teilcbens (Z, k) 

4- ôxk. (2) 

Fur die âuÛere Forin des Kristalls ist nur die Ânderung ô û,: der Zelle wirk- 
sam, und zwar ergeben sicb die Deformation sgrôfien der Kontinuumstbeorie 
für den ganzen Kristall genau so groC, als wenn inan eine Zelle als Begrenzung 
eines Stückes Kontinuum betracbtet und dessen Deformation bestimmt. Infolge- 
dessen lassen sich statt der Achsenânderungen dû; selbst die aus der Konti- 
nuumstbeorie gelàufigen DeformationsgrôCen Ujx . ••Uxy einfübren (in Kap. VII, 
§ 10, £x • • • Vxy • •• genannt). Bezeichnen wir die ir-Komponente der Verrûckung 
des Teilcbens (Z, k) statt durcb mit ii^^, ferner ÔXk mit u;t» so wird 

aus der letzten Gleicbung 

«tx — (3) 

y 

Hierin ist, in der durcb Born eingefûhrten Schreibweise, der Repràsentant 
für eine der drei Komponenten von r^, und die Summe ist über aile d. b. 
über die drei Komponenten zu erstrecken. Die Gleicbung sagt in anderer 
Form wieder, dafi jede homogène Verzeirung besteht aus einem vom Zellen- 
index Z unabhângigen ersten Teil (Verrûckung der Teilgitter k gegeneinander, 
Basisdeformation) und einem zweiten Teil, bei dem die Abstànde von Basis 
zu Basis geàndert werden, als wàre die Basis starr und mit einem Punkt an- 
geheftet an ein der Verzerrung unterworfenes Kontinuum. Die relative Ab- 
ânderung der Basis ist direkt makroskopisch nicht nacbweisbar. Trotzdem 
ist aie von groQem EinfluB auf das elastiscbe Verhalten, weil Basisform und 
Zellform einander bedingen. So verursacht z. B. in piezoelektriscb erregbaren 
Kristallen ein angelegtes elektrisches Feld primâr eine Deformation der Basis, 
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indem es die positiven Basisbestandteile in der einen, die negativen in der 
entgegengesetzten Richtung zieht. Auf den ganzen Inhalt der Zelle entsteht 
durch das âuCere elektrische Feld keine reaultierende Kraft, da er ja neutral 
ist. Aber die Basisdeformation ihrerseits bewirkt eine Zelldeformation, welche 
die makroskopische Deformation des Kristalls zur Folge bat (Umkehrung des 
piezoelektrischen Effekts; Frequenznormalien der Radiotechnik mit schwingen- 
der Quarzplatte, siehe Akustikband, Kap. II, § 5). Die Basisdeformation ist 
erst von Born gebührend berücksichtîgt worden; die Begründer der Elastizi- 
tâtstheorie in der ersten Hâlfte des 19. Jahrhunderts (Navier, Cauchy) 
haben sie übersehen, und daher stimmte ihre 
atomistische Begründung der Kontinuumstheorie 
nicht mit der Erfahrung und diskreditierte die 
atomistische Vorstellungsweise lange Zeit. 

2. Définition der Spannung. Die atomi- 
stische Définition der Spannung im Gitter 
lehnt sich eng an ihr kontinuumsmâCiges Vor- 
bild an. Bezeichnen wir zwei beliebige Atome 
mit P und P*, und sei fpp' die Kraft zwischen 
ihnen bei ihrer tatsâchlichen Lage im Gitter. 

Denken wir uns nun zur Définition der „Spannung“ eine Ebene durch das 
Gitter gelegt, die es in eine rechte und eine linke — oder besser eine 
„ungestrichene“ und eine „geBtrichene“ — H&lfte teilt. Als „Spannung“ 
bezüglich dieser Kbene wird die gesamte Kraftwirkung definiert, die die 
ungestrichene Gitterhâlfte ausübt auf diejenigen Atome der gestrichenen 
Gitterhâlfte, welche in einem über der Flàcheneinheit der Trenuungsflàche 
errichteten Zylinder liegen (Fig. 747). Bezeichnen wir mit n die Normale der 
Trennungsflâche, mit 0 den Spannungstensor, so wâre formelmàOig 

®(n) -- (4) 

pt P 

{P und P' variieren in den in Fig. 747 gezeichneten Bereichen). Die Spannung 
stellt sich also als Gittersumme über die Atomkràfte dar. Man erkennt leicht, 
daB es auf die genaue Lage der Trennungsflâche nicht ankommt. Denn über- 
streicht diese bei einer Parallelverschiebung ein Atom, so daB es aus der un- 
gestrichenen in die gestrichene Hâlfte übertritt, so wird die Ebene von den 
am Atom mündenden, statt von den aus ihm austretenden Kraftlinien durch- 
setzt; da aber an jedem Atom Gleichgewicht herrscht, sind dies gleich viele, 
so daB die Spannung sich für die Ebene vor und hinter dem Atom gleich groB 
ergibt. Es wird gezeigt i), daB bei kleinen Deformationen die gittertheoretisch 
definierte Spannung Tensorcharakter bat, d. h. eine lineare Vektorfunktion 
der Normalenrichtung n ist. 

3. Natürlicher Zustand; Kohâsion; ZerreiBf estigkeit. Die 
Spannung ist ein wichtiger Begriff zur Définition des natürlichen Zustand es 
eines Gitters. Darunter wird der spannungsfreie verstanden. 


Fig. 747. 



Zur Dofinition der Spannung. 


1) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 546. 
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Im spannungsfreien Zustand ist die inaere Energie des Gitters eiu 
Minimum; für jeden anderen Zustand ist diese Energie i) vermehrt um die 
elastische Energie, die als vSpannungsenergiefunktion durcb eine quadratische 
Form in den Spannungskomponenten [mit den Elastizitatsmoduln als Koeffi- 
zienten]*) oder als Verzerrungsenergiefunktion als quadratiscbe Form der 
Verzerrungskoinponenten (mit den Elastizitàtskoeffizienten) ausgedrückt wird. 
Nur im spannungsfreien Kristall stellt sich der normale Gitterabstand unter 
dem EinfluÛ der Atomkràfte ein. Denkt man sich das Gitter durch eine Ebene 
in zwei Hauptgitter aufgeteilt, so übt die eine Gitterhàlfte auf die zweite im 
natürlichen Zustand zunàchst keîne resultierende Kraft aus. Sobald aber der 
Versuch gemacht wird, die zweite Gitterhàlfte von der ersten zu entfernen, 
entsteht eine rücktreibende Kraft — die Kohasion. Diese wàchst bis zu 
einem Maximum, um sodann mit weiter zunehmender Entfernung der beîden 
Halbgitter schnell gegen Null abzunehmen. Ihr Maximal wert heifit die 
theoretische Z erreiûf estigkeit. Wir kommen darauf spâter (§ 9, 2) zurück. 

Da bei der homogeneu Deformation die Spannungen sich für aile parallelen 
Lagen der Trennungsflàche gleich ergeben, gilt dies auch für die àuCersteu 
Atomschichten. Hieraus folgt, daÛ am Rande àuBere Kràfte auf die Atome 
wirken inüssen, damit auch an den Randschichten Gleichgewicht herrscht; ein 
homogènes Spannungsfeld und homogène Deformation entstehen nur unter 
dem EinfluÛ geeigneter àuûerer Flâchenkràfte (Spannungen). 

4. Zusammenhang zwischen Deformation und Spannung (Hooke). 
Um nun den Zusammenhang zwischen Deformationen und Span- 
nungen und somit das Koeffizientenschema der beschreibenden Elastizitats- 
lehre zu gewinnen, muB berechnet werden, welche Spannungen bei der all- 
gemeinsten homogenen Deformation auftreten, die den Kristall aus dem 
natürlichen Zustand entfernt. 

Wir setzen dabei voraus, daC die Kraftwirkung zwischen irgend zwei 
Atomen P und P' (etwa aus den in Fig. 747 bezeichneten Bereichen) durch 
die ersten Ableitungen (den „Gradienten“) eines Potentials (p^p' darstellbar 
sei. Verandert man den Abstand PP\ so wird die Verànderung der Kraft- 
wirkuug durch das Produkt aus den zweiten Ableituogen des Potentials und 
den zugehôrigen Verschiebungen der Atome gegeben. Will man nun die 
Gesamtkraft aufstellen, die bei einer Verzerrung des Gitters am einzelnen 
Basisatom (?, k) angreift (a;-Komponente so muB man die Summe der 

zweiten Ableitungen von (p mal den Atomverrückungen über das ganze Gitter 
bilden; will man andererseits die Spannungskomponente ’K^y bilden (^/-Kom- 
ponente der Kraft pro Flâcheneinheit einer quer zur aj-Richtung gedachten 
Trennungsflàche), so muC die Summe aller Kraftànderungen festgestellt werden, 
welche infolge der Abstandsànderungen der Punkte P und P' in Fig. 747 
entstehen. In beiden Fàllen hat man die Verschiebungen u[. bzw. ihre Kom- 

‘) Bei konstaut gehaltenerTemperaturi8teigentlichdie„freieKnergie‘‘ (Bd. 111,2, 
Kap. IV, §21) um die Verformungsarbeit vermehrt. Doch ist der Unterschied gegen 
die Ânderung der inneren Energie gering. 

«) Vgl.Kap. VIT, §20, G1.58. 
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poneDten [Gl. (3)] der homogenen Verzerrung einzuführen, mit denen 
die zweiten Ableitungen des Potentials multipliziert werden. Bei der Sum- 
mation treten die vom ZellenindexZ unabhàngigen GrôCen ii* (Basia verzerrung) 
uiid Ury (Deformationskomponenten des Kontinuums) heraus; sie sind multi- 
pliziert mit gewissen, über das Gitter zu erstreckenden Summen der Potential- 
ableitungen, die wir als Koeffizienten der Ufc bzw. bezeichnen. 

In Bornscher Scbreibweise wird so: 

^ ç J 

^ . . . (ôb) 

Diese Formeln bedürfen der Erlâuterung. Die Koeffizienten der u* und 
sind als Klammern geschrieben. Die erate Klaminer z. B. beiCt, daû hier ein 
Koeffizient fGittersumme) stebt, der von den Kombinationen kx sowie h! y ab- 
hângt. Dieser Koeffizient gibt nàmlich an, welcher Beitrag zur ir-Komponente 
der Kraft auf das A;-te Basisatom geliefert wird durch die /y-Komponente der 
Verschiebung des Teilgitters k!. k und k' sowie rr, //, x' uaw. sind Reprasentanten 

fur die Basisbestandteile bzw. die Koordinaten. Die z. B. heiJBt, daC über 

k',y 

aile Basisatome und aile drei Komponenten ihrer Verrückungen zu summieren 
ist. Die resultierende Kraft selbst ist bei einer homogenen Verzerrung fur 
aile Atome des gleichen Teilgitters k dieselbe; darum ist sie nicht 

geschrieben. Insgesamt sagt die erste Zeile der Gleichungen: Bei einer homo- 
genen Gitterdeformation kann eine resultierende Kraft auf die einzelnen 
Basisbestandteile entstehen. Sie setzt sich linear ans den Anteilen zusaminen, 
welche a) durch die Basisverschiebungen itfc und b) durch die Zellverzerrungen 
Uyz geliefert werdeii. Die Koeffizienten dieser linearen Beziehung sind Gitter- 
siimmen ans den zweiten Ableitungen der Potentiale. 

Ebenso lesen wir jetzt die zweite Zeile: die bei der homogenen Deformation 
irn Gitter entstehenden Spannungen setzen sich linear aus Beitràgen der 
Basisverschiebungen und der Zelldeformationen zusammen. Auch wenn keine 
Zelldeformation stattfindet, entstehen also Spannungen durch die inneren 
(makroskopisch nicht bemerkbaren) Basisverzerrungen. 

Bei einer homogenen Verzerrung darf keine resultierende Kraft auf die 
Basis entstehen. Denn sie wàre die gleiche für jede Zeile, und der Kristall 
kônnte nicht in Ruhe bleiben. Es ist daher 2 

k 

expliziten Darstellungen der Gittersummen auch ablesen kann. 

Bîslang ist die homogène Deformation dargestellt durch 9 Grôfien 
U., y, welche den 9 Komponenten der 3 vektoriellen Translationsânderungen 
ô Ut- gleichwertig sind, sowie durch ÿ vektorielle Ànderungen ô Xk der .s Basis- 
fahrstrahlen r*, die zu den 3 s Komponenten führen. Von den u^y sind 
nur 6 wesentlich, die als Deformationskomponenten übrigbleiben , wenn 
wir starre Drehungen des Gitters als uninteressant ausschliefien. Von 
den U* a» fallen 3 als unwesentlich fort, da ja nur die relativen Lagen der 
s Basisatome physikalisch von Belang sind. 
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Hàtten wir ein Gitter ans einer einzigen Atomsorte (s = 1, „ein- 
faches“ Gitter), so hieûe die obige Bedingung 2 ^ einfacher = 0, 

k 

da wir überbaupt keinen Basisindex k einzufübren bâtten. In der Tat ver- 
scbwindeD aile Kraftkomponenten am Atom des einfacben Gitters, weil in 
diesem aucb bei homogener Verzerrung jedes Atom Symmetriezentrura der 
ganzen Anordnung bleibt. Wir bàtten ferner, da kein wesentlicbes u** vor- 
handen, 

K:,y ~ ( 6 ) 

X'V 

Hierrnit hàtten wir für das einfacbe Gitter die Spannungskomponenten als 
lineare Funktionen der Verzerrungskomponenten dargestelît, d. h. das Hooke- 
scbe Gesetz gewonnen. Für die Koeffizienten, die in anderer Scbreibweise 
als Cfk bezeichnet werden, erhàlt man hier Gittersummen \xyx'y'\ von 
denen man leicbt zeigen kann, dafi sie bei beliebigen Vertauschungen der 
y^ y' ungeàndert bleiben^). Nun gibt es aus den drei Werten x, y, z 
nur 16 verschiedene Koeffizienten dieser Art (3 mit 4 gleicben Zeicben; 6 mit 
3 gleicben; 3 mit 2 veracbiedeneii Paaren; 3 mit nnr 2 gleicben). Mitbin er- 
gibt sicb für ein einfacbes Gitter ein Schéma von 15 verscbiedenen elastischen 
Koeffizienten. Dies ist das Eesultat der „Rarikonstantentbeorie“, 
das von Cauchy stammt. Die Symmetrieeigenschaften, die man durch 
spezielle Wahl der Translationen ûi für das Gitter erreichen kann, setzen die 
Zabi 1 5 weiter berab, so daC z. B. für ein kubiscbes Gitter nur noch zwei übrig- 
bleiben. Ebenso würden aucb für vielkristallîne Aggregate, die aus kubiscben 
Kristàllchen aufgebaut sind, sicb nur zwei unabbàngigeKonstanten ergebeu, bzw. 
das Poissonsche Verhàltnis der Querkontraktion zur Lângsdilatation müÛte 
a = ^/4 sein. Die Messungen an Metallen, fur die die Voraussetzung 
einfacher Gitter gemacht wurde (die sicb fast 100 Jahre spàter durch die 
Rontgeninterferenzen bestàtigt bat), zeigten die Unbaltbarkeit der Cauchy - 
schen Rechnung und diskreditierten die atomistische Begründung der 
Elastizitàt. 

Wir wenden uns iiunmebr einem aus s Basisteilchen zusamraengesetzteu 
Gitter zu, indem wir auf die Gl. (5) zurückgreifen. In einem aolcben Gitter 
ist die Deformation im einzelnen durch die 9 -j- 3 s GrôCen Uy g und 
Ukx bzw. durch die (î 3 (s — 1) wesentlichen unter ihnen bestimmt. Will 
man auf einen direkten Zusammenhang zwischen den makroskopischen De- 
formation skomponenten Uyg und den Spannungen Kys kommen, so müssen die 
Basisverrückungen uta; aus Gl. (Ôb) eliminiert werden. Dies ist. in der Tat 
môglicb. Denn damit Gleichgewicbt berrscbt, genügt es nicht, dafi die Resul- 
tierende aller Basiskràfte ~ ^ sondern an jedem Basisatom muli 

k 

das einzelne ^kx = 0 sein. Das ergibt, in Gl. (5a) eingetragen, 38 lineare 
Beziehungen zwischen den Uky und den Wy* und gestattet, diese 3 s inneren 
Deformationsgrôfien durch die 9 àufieren linear auszudrücken. Pbysikaliscb 
bedeutet dies, dafi zu einer gegebenen Zelldeformation eine ganz bestimmte 


D Born, Atomtheorie, S. 548. 
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Basisdeformation gehôrt, durch welche erst erreicht wird, dafi das Gleich- 
gewicbt an jedem einzelnen Basisteilchen entsteht. Setzt man nun diese 
Deformation 11 *® in Gl. (5 b) ein, ao entstebt wiederum ein linearer Zusammen- 
bang zwiscben Kxy und Ux>y>'- 

Kxy= — x'y'])\ix'y' (7) 

x\ y' 

Der Koeffizient von Ux»y> bestebfc erstens ans den uns vom einfacben Gitter 
ber bekannten Gittersummen ; zweitens treten durcb den Eliminationsprozeû 
weitere Teile hinzu, bei denen (wie die Recbnung ergibt) nicbt beliebig aile vier 
Angaben ic, x\ y* vertauscbt werden dürfen, sondern nur die ungestricbenen 
unter aicb, die gestricbenen unter sicb oder das gestricbene Paar gegen das 
ungestrichene [also wie z. B. im Ausdruck (x + + y')]- Im ganzen gibt 

es mit den drei Koordinatenricbtungen x, y^ z 21 solcbe Koeffizienten, nàmlicb 
\xx\ xx'\ . . .3 mal \xx] y z^ . . .3 mal 

[xx'.xy']. . .3.2„ \xy‘,xz]. . .3 „ 

[xx] yy] . . . S n xy] . , . s „ 

Bei freier Vertauscbbarkeit, wie bei den Koeffizienten \x y x' y'\ f allen die beiden 
letzten Zeilen als selbstândige Vertreter fort, da scbon vorber Koeffizienten 
mit zwei x- und zwei ^-Stellen (bzw. einer y- und einer ^-Stelle) aufgefübrt 
aind. Da aber natürlicb die Symmetrie des ganzen Koeffizienten in Gl. (7) 
durcb die des niedrigst-symmetriscben Teiles bedingt ist, haben wir in (7) das 
Hoo kescbe Gesetz in der Form der Multikonstantentheorie vor uns: die 
Einstellung der Basis durcb innere Verrückung übt eine solcbe Rückwirkung 
auf die Zelldeformation aus, dafi die voile Zabi von 21 Koeffizienten erforderlich 
ist, um den Zusammenbang zwiscben Deformationskomponenten und Spannungen 
zu geben. Die sechs Gleichheiten 

[x y xz\ — \x X y z] und [x y x y] — [xx y y] (8) 

welcbe die zwei letzten Zeilen der obigen Aufzàblung für die Koeffizienten mit 
unbescbrànkter Vertauscbbarkeit zum Fortfall bringen, beiCen die Caucby- 
schen Relationen. vSie sollen nacb der Gittertbeorie nur dann gelten, wenii 
(wie im einfacben Gitter) jedes Atom Syminetriezentrum der ganzen Anordnung 
ist und deshalb bei jeder homogenen Deformation derselben im Gleicbgewicbt 
bleibt. Wie scbon oben erwàbnt, sprecben die Messungen nicht für die all- 
gemeine Geltung der Rarikonstantentbeorie. Hingegen fiiiden sicb die 
Caucbyscben Relationen erfüllt an Gittern wie Na Cl und K Cl (Messungen 
von W. Voigt), also bei polaren Kristallen, in denen jedes Ion ein Symmetrie- 
zentrum des Gitters ist. Die Anzabl von Kristallen, deren Elastizitàts- 
eigenscbaften vollstândig bekannt sind, ist sebr gering. Neuerdings sind die 
Metalleinkristalle eingebend von P. W. Bri dgman ^) untersucbt worden. Ob- 
wobl viele von ibnen Gitter baben, in denen die Voraussetzungen für die 
Caucbyscben Relationen erfüllt sind, werden diese docb nicbt bestatigt. Die 
folgende Tabelle stellt die Werte von Voigt bei Steinsalz und Sylvin, 
sowie die von Bridgman an einigen Metallkristallen den Caucbyscben 

D P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. Arts Sci. 60, 306, 1925. 
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Relationen gegenüber (wobei statt der Bezeichnuiig durch vier Indizes die 
Voigtsche durch zwei Indizes benutzt ist). 


Tabelle 1. Elastizitàtskoastanten kubischer Kristalle in kg/mm-; 
Erfüllung der Cauchyschen Relation = C 2 a. 


Stoti' 

Autor 


^44 

^'23 

1 ^ 31 - 
! 

^44 

^'44 

Cauchy sehe 
Belatiou 

C23 C44 Kollte 

NaCl 

KCl 

Cu 1 

W j 

W. VoigtD 

K. Fôrsterling*) 
W. Voigt D i 

P.W.Bridgman^) | 

4 770 

3 760 

1 13 420 
51 300 

i 294 
650 

5 590 j 
20500 1 

1 320 
640 

6 575 
15 300 

1 ~ 

i:: 

iL~ 

0,02 

0,01 

0,2 

-0,25 

1 erfüllt sein 

CaFa 
FeS2 j 
NaClOg 1 

W. voigtD 
w. VoigtD 

W. Voigt^) 

16 700 
36 800 

6 330 

3 470 
10 7.50 i 
1218 

4 570 

4 8.80 
- 2 140 

■I 

0,3 

0,6 

3 

1 nicht erlulli 

1 sein 


Die Erfüllung der Cauchyrelationen bei den extrem polaren Kristalleii 
wird man als Stütze für die Bornsche Gittertheorie buchen. An diesen 
Kristallen beatàtigen sich auch ibre sonstigen Folgerungen weitgehend. Audi 
zeigen sich die Relationen nicht erfûllt bei polaren Kristallen mit solcher 
Struktur, daÛ aie gittertheoretisch nicht erwartet werden dürfen. Wenn die 
Metalle die Cauchyrelationen trotz einfacher Struktur nicht erfüllen, so kann 
man entweder annehmen, daÛ die Elektronen der Atome ao leicht verachieblich 
sind, daC aie als selbstàndige Gitterbestandteile nach Art der Atome (d. h. mit 
eigenen Gleichgewichtslagen) in Rechnung zu ziehen sind (also VergrôÜerung 
der Zabi a der Basisbestandteile), oder aber, daC der ganze Bornsche An- 
satz der statischen Gleichgewichtslage des Gitters auf Metalle nicht angewandt 
werden darf. Zwischen diesen beiden Môglichkeiten làÜt sich heute wohl 
noch kaum entscheiden. 

§6. Dynamische Eigenschaften (Ciütterschwiiiguiigea). l, Lang- 
saine und schnelle Gittersch wingungen. Wie jedes System, das aus 
einer stabilen Gleichgewichtslage gestôrt wird, kann auch das Kristallgitter 
mechanische Schwingungen ausführen. Sprechen wir zunàchst von den 
freien oder Eigenschwingungen, bo finden sich darunter solche, die einen 
direkten AnschluC an die Kontinuumstheorie gestatten. Das sind diejenigen, 
bei denen dieBasis nur mit ihrer Gesamtmasse am Tràgheitswiderstand beteiligt 
ist. üiese Art von Schwingungen làDt sich schildern als eine nicht ganz 
homogène, gegen die Abmessungen der Gitterzellen nur sehr langsam ver- 
ànderliche Deformation, die das Gitter durcbzieht und die Zellen als ganze 
verschiebt. Die lokal entstehenden Spannungen dienen im wesentlichen zur 
Beschleunigung der ganzen in den Gitterzellen befindlichen Massen, da die 
Basisverzerrung so klein ist bzw. so langsam geschieht, daC in ihr keine 
nennenswerte kinetische Energie aufgespeichert ist. Von dieser Art sind z. B. 

D W. Voigt, Wied. Ann. 36, 642, 1888. 

3) K. Fôrsterling, Zeitschr. f. Phys. 2, 172, 1920. 

P, W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. ArtsSei. 60. .305, 1925. 

D W. Voigt, Wied. Ann. 44, 168, 1891. 


§ 6. Dynamische Eigenschaften (Gitterschwingungen). 937 

akustische Sch wingungen, die das Gitter durchziehen. Sie lassen sich 
berechneo, wenn man die bei statischen Deformationen gültigen Beziehungeii 
zwischen Deformation und Spannung zugrunde legt, d. h. mittels der gewôbn- 
lichen ËlastizitâtskoefbzienteD. 

Über die beschreibende Kraft der statischen Ëlastizitàtstheorie hinaus 
geht die zweite Art von Scbwingungen, bei der der Hauptteil der kinetischeii 
Energie und der Tràgheitswiderstand gegen die Bewegung in der schnell 
wechselnden Basisverzerrung steckt. Die Bewegung lâüt sich etwa als ein 
Gegeneinanderschwingen der einzelnen Teilgitter /»• aus ungleichen Basis- 
bestandteilen beschreiben. Da durch die Basisverzerrung starke Kràfte ge- 
weckt werden, die zur Beschleunigung geringer Massen dienen (beides im 
Vergleicb zu den akustischen Schwingungen), so liegen die Frequenzen dieser 
Schwingungen sehr hoch („schnelle“ oder ,,ultrarote“ Schwingungen). Je 
mehr Atome die Basis enthàlt, um so mehr solche Schwingungen gibt es; jede 
hat eine eigene Schwingungsform (Polarisation im verallgemeinerten Sinn, von 
Born als jjEigenvektoren^ bezeichnet) und eine eigene Frequenz. Je nach 
der Richtung und Wellenlânge, mit der die Schwingung das Gitter durchzieht, 
hndet eine kleine Abânderung derjenigen Schwingungsform und Frequenz 
statt, welche eine einzige im Potentialfeld des im tibrigen starr gehaltenen Gitters 
schwingende Basis aufweisen würde. 

Als einfacbstes Beispiel betrachten wir ein lineares Gitter aus abwechselnd 
positiven und negati ven lonen, also ein Gegenstück zum Steinsalzgitter. Fig. 748a 
stellt eine „langsame“ oder „akustiscbe‘‘ Transversalschwingung des Gitters dar. 
Die Inhalte der durch vertikale Striche abgeteilten Zellen werden im wesent- 
lichen undeformiert auf und ab bewegt. Fig. 748 b zeigt die ultrarote 
Schwingung von unendlich groCer Wellenlânge, bei der die Teilgitter gegen- 
einanderschwingen, ohne daC eine Bewegung der Zellenschwerpunkte statt- 
fânde. Man kann die Bewegung als Schwingung der undeformierten Teilgitter 
gegeneinander beschreiben. Denkt man sich in Fig. 748 a die Wellenlânge un- 
endlich groÛ, so entsteht eine einfache Parallelverschiebung des undeformierten 
Gitters, und die rücktreibenden Kràfte verschwindeu. Ëntwickelt nian die 
zu den verschiedenen Schwingungsarten der Fig. 748 gehorenden Frequenzen» 
nach der Wellenzahl 1/A der Schwingung, so müssen also die Frequenzen der 
Schwingungen (a) eine Entwicklung erhalten von der Art » 0 -f- 

• 1/A -}- • • • Hingegen schliefien sich an die Schwingungsform (b) mit der zu- 
gehôrigen Frequenz bei Verkleinerung der Wellenlânge Schwingungen der 
in Fig. 748 c dargestellten Art an, deren Frequenzen demgemàJl Entwicklungen 
von der Art » = -1- 1 /A -f- • • • besitzen. Das heilît: ihre Frequenz 

wird im wesentlichen durch die auf die einzelnen Basisteile wirkenden rück- 
treibenden Kràfte bestimmt, bei endlicher Wellenlânge aber modifiziert durch 
die Inhomogenitàt der auftretenden Verzerrung. 

Die Gesaintheit aller Frequenzen, die das Gitter ausführen kann, heifit sein 
elastisches Spektrum. Es ist ein kontinuierliches, begrenztes Streckenspektrum; 
das heiCt, es gibt (mit geeigneten Schwingungsweisen und Ausbreitungsrich- 
tungen) aile Frequenzen zwischen gewissen Grenzen. Im Gegensatz dazu hat 



938 Der mechan. Aufbau d. festen Kôrpera in atomist. Betrachtung. Kap. IX. § 6. 

eine Saite von endlicher Lange (vgl. Kap. IV, Teil V), also ein begrenztes Kon- 
tinuum ein unbegrenztes Punktsystem , nàmlicb eine Grundfrequenz und 
ihre unendlich vielen Oberfrequenzen, (Vgl. aucb unten 2.) 

Da die inneren Verrückungen der Basis in die Elastizitâtskoeffizienten 
nur sehr summarisch eingehen, lassen sich die schnellen (ultraroten) 
Schwingungen aus ihnen nur grôÛenordnungsmâCig vorhersagen. Zu ihrer 

Erregung bedarf es einer hinreicbend 
schnellperiodiscben Beeinflussung der 
inneren Kopplungen zwischen den 
Basisatomen, z. B. durch ultrarotes 
Licht. Hierbei entstehen erzwungene 
Schwingungen. Bei der Annaherung 
der erregenden Frequenz an eine Eigen- 
frequenz tritt durch Resonanz ein be- 
sonders starkes Ansprechen des Gitters 
auf, das sich in einer Erhôhung des Bre- 
chungsindex und in verstârkter Absorp- 
tion bemerklich macht (Reststrahlen, 
ultrarote Absorptionsstreifen). 
Allerdings gilt dies nur für die sogenannten optisch aktiveni) Eigen- 
schwingungen (z. B. Fig. 748 b), d. h. jene, die zu einem elektrischen 
Moment der Basis führen. Eine Eigenschwingung von der Art von 
Fig. 748 d, die etwa in FluÛspat Ca^‘*‘F 2 ‘' entstehen kônnte, gehôrt mit 
ihrer groCen Basisverzerrung ebenfalls zu den schnellen, aber, da trotz 
der Ladung der lonen kein elektrischea Moment entsteht, zu den optisch nicht 
erregbaren, inaktiven Schwingungen. Dielangsamen erzwungeuen Schwin- 
gungen sind direkt nur erregbar, wenn periodich wechselnde resultierende 
Kràfte an der ganzen Basis entstehen, z. B. durch die Drucke auftrefFender 
Schallwellen. Es ist aber eine indirekte Erregung auf dem Umwege über eine 
primâre Basisverzerrung môglich, z. B. in den Schwingungsnormalien aus Quarz 
in der Radiotechnik. Bei diesen entsteht als Folge der Basisverzerrung durch 
das elektrische Wechselfeld eine periodische Zelldeformation und daher eine 
Gestaltsânderung der ganzen Quarzplatte. Die Dirnensionen der Flatte sind 
so bemessen, daC die mechanische Eigenschwingung der ganzen Flatte bei der 
gewünschten Radiofrequenz liegt. Die àuCerst geringe Dàmpfung der mecha- 
nischen Schwingungen im Quarz begünstîgen das Anwachsen der Amplitude 
durch Resonanz derart, daB die Platten gelegentlich in Stücke zersprengt werden* 

Wegen der inaktiven unter den hochfrequenten Schwingungen ist es 
nicht môglich, aus den Ultrarotbeobachtungen allgemein auf die Atomkopp- 
lungeu zurückzuschlieQen. Nur ein beschrânkter SchluO gelingt manchmaP): 

D J- Brester, Dies. ütrecht, 1923; ZeiUchr. f. Phys. 24, 324, 1924. 

*) Einthoven bestimmte das logarithraische . Dekrement fiir Torsions- 
schwingungen von Quarzfàden zu 4.10—6 (Versl. Amsterd. Akad. 32, 369 [1923]). 

*) Vgl. hierzu vor allem die Arbeiten von Cl. Schaefer und Mitarbeitern ; 
zueammenfassender Bericht von 6. Laski in ^Ergebnisse d. exakt. Naturwiss.**, 
Bd. III, 1924. (Verlag J. Springer.) 


Fig. 748. 
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§ 6 . 

dann namlich, wenn festgestellt werden kann, daiS Ëigenfrequenzen von 
bestimmten eng verbundenen Atomen, etwa von eiiiem Radikal, stammen. 
Diese Schwingungen sind meist im kurzwelligen Ultrarot gelegeu, da die 
Binduug der Atome eines Kadikals sehr fest ist. Sie wiederholen sich mit ge- 
ringen Verscbiebungen in einer Reibe von Kristallen, die das gleicbe Radikal 
euthalten, z. B. C08 oder NO3. Zu diesen Frequenzen finden sich auch meist 
Obertône — eine Erscheinung, die durch nichtharmonische Schwingungs- 
weise zu deuten iat (§ 7, 1). Die Schwingungen solcher Gruppen werden 
durch den Einbau der Gruppe ins Kristallgitter nur unwesentlich beeinflufit. 
Angenàhert kann man ihre Frequenzen an den isolierten Gruppen berechnen 
(vgl. S. 937). 

Abzâhlungen über die Anzahl Eigenachwingungen stammen von Born^), 
den EinduÛ der Kristallsymmetrie hat Brester^) untersucht. 

2. Gitterach wingungeu und apezifische Warme®). Von groCer 
Wichtigkeit sind die verschiedenen Schwingungsarten des Kriatalla fur die 
Théorie seiner spezifischen Wàrme. Die Eigenachwingungen kônnen 
namlich, gehorig normiert, zur Einführung von Normalkoordinaten benutzt 
werden, so daû sich ein beliebiger Bewegungszustand der Kristallatome 
durch sie darstellen làÛt. Die in diesem enthaltene Gesaintenergie laCt sich 
als Summe über die in den einzelnen Normalachwingungen steckenden 
Energien erhalten. Die Normalachwingungen eines mechanischen Systems 
sind bekanntlich roiteinander nicht gekoppelt, sondern ganz unabhângig von- 
einander, und verhalten sich wie eine Reihe von ungekoppelten Pendeln oder 
Resonatoreii entsprechender Frequenzen. Born und v. Karman*) haben 
daher den Ansatz gemacht, den Wârmeinhalt eines Kristalls nach der gleichen 
Weise auf die Normalachwingungen zu verteilen, wie es für eine Reihe unab- 
hangiger Resonatoren der gleichen Schwingungszahlen v — cd 2 7C nach der 
Planckschen Formel 



h V 


zu geschehen hàtte. Ura diese Verteilung vornehmen zu kônnen, muü die 
Zahl der in einen Frequenzbereich dv fallenden Ëigenfrequenzen, d. h. die 
Belegungsdichte des elastischen Spektrums des Kristalls, bekannt sein. 

Das elastische Spektrum eines (unendlich groC gedachten) Kristall- 
gitters ist ein begrenztes Streckenspektrum, beginnend mit 0 [der zur blofien 
Verschiebung eines Gitters gehôrenden Frequenz (siehe oben S. 937)] und 
endigend mit der hôchsten, durch Basisverzerrung hervorgebrachten Frequenz. 
In einem zusammengesetzten Kristall kann das Streckenspektrum in ver- 
schiedene, durch Lücken getrennte Abschnitte zerfalleu, so z. B., wenn in 
CaCOg die Eigenachwingungen des COg-Radikals weit hôher liegen als die 
nàchst schnellen Schwingungen der COg-Gruppe gegen das Ca-Ion. In diesem 

D M. Born, Verh. D. phys. Ges. 19, 243, 1917. 

^) J. Brester, Diss. Utrecht, 1923. 

®) Vgl. Bd.m, 1, Kap.7, 8.374 a. f., sowie Bd. III, 2, Kap. 4, §10. 

*) M. Born und Th. v. Kàrmàn, Physik. Zeitsohr. 18, 297, 1912. 
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Falle batte man eine lange vStrecke von môglichen Frequenzen (von 0 bis zu 
der der gescbilderten Scbwingung von CO3 gegen Ca), dann eine Lücke und 
scblieBlicb eine oder inebrere kurze Strecken von Frequenzen, die infolge Ver- 
stimmung der Eigenfrequenzen der isolierten COg-Gruppe durcb den Einbau 
ins Gittcr entstanden sind (wobei zwar die Ausbreitungsricbtung der Welle 
mithestimmeud wird, aber die Scbwingungsform und Frequenz iin ganzen 
docb nur wenig abgeandert werden), Gibt man jeder môglicben Eigenfrequenz 
den ibr nacb der Planckscben Formel zufallenden Energiebetrag, so stellt 
sicb die Gesamtenergie angenàbert dar: erstens durcb ein „DebyescbeB Glied“ 
und zweitens durcb „E i n s tei n scbe“. Die Debyescbe Funktion entstebt 
durcb Intégration der Planckscben Funktion liber ein mit der Dicbte 
P 1/2 belegtes Streckenspektrum, bzw. besser über ein gleicbmâûig belegtes 
dreidimensionales „Volumen8pektrum“ ; die Einstei nscben Glieder sind 
nicbts anderes ala die Planckscbe Funktion, genommen für mittlere Fre- 
queiizen der isolierten kurzen Stücke des Spektrums, die den Eîgen- 
scbwingungen bestimmter Atomgruppen entsprecben. Nâberes bierüber siebe 
in Bd. III, 2, Kap. 8, 3. Die spezifiscbe Wàrine wird durcb die Tem- 

peraturverânderlicbkeit des Wàrmeinbalts gegeben. Scliwierigkeiten bereitet 
die Reduktion der Forineln, bis sie durcb bestimmbare GrôCen ausgewertet 
werden kônnen. Die numeriscbe Recbnung stützt sicb teils auf die Werte 
der Scballgeacbwindigkeit, teils auf die optiscb bekannten Ultrarotfrequenzen 
der Kristalle, und wird unzuverlassig, sobald die Wellenlangenabbàngigkeit der 
Scballgeschwiudigkeit (akustiscbe Dispersion) berücksichtigt werden muss 
[vgl. Grüneisen und Goens]i). 

$ 7. Gittertiieorie mit Beriicksichtigiiug hoherer (illieder in der 
Entwieklung der Gitterkrafte. Die formale Gittertheorie kann einen 
Scbritt weiter durcbgefübrt werden, wenn nicbt nur die ersten, sondern aucb 
die zweiten Potenzen der kleinen Verrückungen aus der stabilen Gleicb- 
gewicbtslage berücksicbtigt werden. Auf diese Weise lassen sicb eine Reibe 
von Erscbeinungen deuten, die voin Standpunkt der ersten Nàherung aus 
unverstàndlicb bleiben. Da starke Verrückungen aus der Rubelage vor allem 
durcb die tbermiscbe Bewegung entsteben, bandelt es sicb dabei um die Er- 
klàrung der tbermiscben Verànderlicbkeit der acbon in der ersten Nàherung 
auftretenden GroÜen. 

1. Der anharmoniscbe Oszillator. Das Schéma der Einwirkung der 
hôheren Glieder erkennt man aus dein Studiuin des anharmonischen 
Oszillators, d. h. einer einzigen, aus einer stabilen Gleichgewichtslage um 
eine Lange x gestôrten Masse, deren rücktreibende Kraft bis zu quadratischen 
Gliedern in x berücksichtigt wird. Ihre Bewegungsgleicbung lautet, bezogen 
auf die Masseneinbeit, 

-r — — (10) 

E. Grüneisen und E. Go en s, Zeitscbr. f. Phys. 26, 260, 1924 haben bei 
Cd' und Bi-Einkristallen eine bessere "Wiedergabe der spezifiscben Wàrœe ereicht, 
indem sie die Dispersion und Bichtungsabbangigkeit der elastischen Wellen in 
Recbnung gesetzt haben. 
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Nimmt man jix ^ und setzt fur die Frequenz w der Schwingung und 
die Klongation x Entwicklungen nach fi an: 

X = -]-■ X P X (P CO = û)0 CO 4- CO /i2 -| , 

so erhâlt man der Reihe nach die Gleichungen 

.r® -f — 0, x^ = acüs 

X -|- CJq^X ~ (1-4- 2 COftO» 

X -|- COo^JS = .. . 


Aus der zweiten Gleichung ergibt aich 

./: = ( 1 — ‘ 3 COS 2 (Oo 0, 

1 (Oq^ 

/aii \2 

80 daC bis auf Glieder der Ordnung ( — . ) als Lôsuug entsteht : 

\û>0^ / 

X a I cos «fl t 4 — '3 2 «0 G ; I 

L 2 «0^ I 


(KV) 


Das heiCt, es superponiert sich über die rein harmonische Schwingung 
der Frequenz cOq eine doppelt so schnelle Schwingung (l.Oberton), und aufier- 
dem entsteht eine zu (i und dem Amplitudenquadrat proportionale Ver- 
schiebung ^ = a'^ (i ' 2 coq des Schwingungsraittelpunktes — eine Folge davon, 
daÛ die rücktreibende Kraft nunmehr einen für beide Vorzeichen von x gleich- 
gerichteten Bestandteil bat. 

Das Auftreten des Obertones von der Frequenz 2coo ^> 2 w. noch hoherer 
ist bei den auf S. 938 erwâhnten Ultrarotschwingungen der kadikale beob- 
achtet worden und zeigt, daB raan bei ihnen mit dem linearen Kraftgesetz 
nicht rnehr auskommt. 

DaB die mit der Energie proportionale Verschiebung des Nullpunktes 
der Grund ist für die mit der Teraperatur lineare Wàrmeausdehnung, bat 
als erster Debye^) erkannt. 

2. Allgeineine Zustaiidstheorie des festeu Kôrpers. Wàrine- 
ausdehnung. Die Nullpunktsverschiebung des anhannonischen Oszillators 
lieBe sich durch eine zeitlich konstante àuBere Kraft, die an der Oszillatormasse 
angreift, unterdrücken. Beobachtet man eine Kette von — sagen wir drei — 
aneinandergekoppelten Oszillatoren, so würden die Schwingungsmittelpunkte 
nur daun unverschoben bleiben, wenn eine (mit dem Quadrat der Schwingungs- 
amplitude wachsende) àuBere Kraft an den Randatomen angebracht wird. 
Das heiBt: falls die Ausdehnung verhindert wird, entsteht ein therniischer 
Druck, und umgekehrt entsteht eine Ausdehnung, falls sie nicht durch 
àuBeren Druck verhindert wird. Es wàre genau das gleiche bei einer Kette 
von beliebig vielen Oszillatoren , die nichtharmonisch aneinandergebunden 
sind. Im Innern der Kette werden die Abstànde aus Symmetriegründen über- 
haupt unbestimmt bleiben, aber am Rande — sobald die Einwirkung der 


M F, Debye in Vortrage über die kinetische Théorie der Materie und der 
Elektrizitàt, Gôttingen 1913 (Teubner, 1914). 
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Atome von rechts und von links nicht mehr gleich ist — wird sich eiii Atom- 
abstand einstellen, der von der Anbringung âuBerer Krâfte an den Rand- 
atomen beeinflufit wird, und dieser Abstand setzt sich durch das Innere des 
Kristalls bis zuin anderen Rande fort. Diese Art von Indifferenz des Kristall- 
innern gegen die Dimensionierung bringt es mit sich, dafi durch Druckkràfte, 
die nur an den Kandatomen angreifen, aile Atomabstànde sich gleicher- 
weise abàndern kônnen und eine homogène Deformation entsteht. Statt für 
die Frage der Dimensionierung bis auf die Randatome zurückzugreifen, kann 
mit Born die Forderung der Spannungsfreiheit für das Kristallinnere („natür- 
licher Zustand“) zur Ergânzung der bloOen Gleichgewichtsbedingung dienen 
— man erkennt die Gleichwertigkeit beider Verfahren auf Grund der Über- 
legungen von § 4, 2. Für das Entstehen der Warmeausdehnung bei einer 
Kette von nichtharmonisch gebundenen Oszillatoren erkennen wir aus dieser 
Überlegung, daÛ die Gleichgewichtsbedingungen im Innern aile in keine 
Warmeausdehnung liefern — wie es wegen der Symmetrie im Innern sofort 
ersichtlich ist — , sondern daû man entweder bis zu den Randatomen vor- 
schreiten, oder die Bedingung der Spannungsfreiheit hinzunehmen muü. 

Born’) hat eine Gittertheorie unter Berücksichtigung der quadratischen 
Kraftglieder durchgeführt, indem er, wie Debye, die Einwirkung dieser 
Glieder auf die „freie Energie" des Kristalls ennittelte. In dieser Théorie, die 
am besten als eine allgemeine Zustandstheori e des festen Kcirpers 
gekennzeichnet wird, spielt die Art der Quantelung eine wichtige Rolle. 
Wàhrend für die harmoniscben Eigenschwingungen der oben geschilderten 
Théorie der spezifischeii Wârme die quantenhafte Energieverteilung gemàû 
der Planckschen Funktion die gegebene war, müssen für die anharmonischen 
Eigenschwingungen besondere N àherungs verfahren auf Grund der Stôrungs- 
rechnung benutzt werden, die Debye^) sowie Born und Pauli») entwickelt 
haben. Jeder Umstaud, der eine Verânderung der wirksamen Frequenzen 
herbeiführt, bewirkt eine Abànderung der freien Energie und sàmtlicher aus 
ihr nach den Gesetzen der Thermodynamik durch Différentiation zu ge- 
winnenden GrôÜen. So verursacht jede Gitterdeformation durch elastische 
Beanspruchung eine Anderung der spezifischen Wârme; aber aucb die Wârme- 
ausdehnung des Gitters selbst bewirkt das gleiche. Wie man am Beispiel des 
anharmonischen Oszillators sieht, ist die Verlagerung | proportional zu 
also zur Energie des Oszillators (wenn in dieser nur der von der harmonischen 
Schwingung stammende Teil berücksichtigt wird). Mithin ist die Teinperatur- 
abhàngigkeit der Verlagerung und der inneren Energie die gleiche, d. h. das 
Verhâltnis des Wârmeausdehnungskoeffizienten zur spezifischen Wârme tem- 
peraturunabhângig (Satz von Grüneisen). Zur spezifischen Wârme selbst 
tritt bei hohen Temperaturen ein von T abhàngiges Glied, das den experi- 
mentellen Befund der Inkonstanz der spezifischen Wârme auch bei hohen 
Temperaturen bzw. der Überschreitung des Dulong - Petitschen Wertes 

D M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, Ziff. 30 (S. 667u. f.). 

**) P. Debye, s. Zitat a. 8.941. 

3) M. Born und W. Pauli, Zeitschr. f. Phys. 10, 137, 1922. 
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wiedergibt. Auch eine Reihe anderer, groBenteils beobachteter Temperatur- 
wirkungen ergibt sich aus dem Ausdruck der freien Energie des Gitters. 
Es ist aber nicbt notwendig, darauf hier nâber einzugehen. Über die Tem- 
peraturabbângigkeit der elastischen Koeffizienten würden sich erst bei einer 
noch weiter gehenden Nâherung Aussagen ergeben. 


§8. Spezielle Ansatze über die Atomkrafte. 1 . Der Bornsche 
Ansatz von Zentralkrâften. Die Bornsche Théorie ist zunâchst ein 
Schéma, nach dem mit vollem Erfolg die Eigenschaften der festen Kôrper in 
ihrer fornialen Gesetzlichkeit dargestellt werden kônnen, ohne eine andere An- 
nahme zugrunde zu legen, als daÛ der ideale Kristall die stabile Ruhelage 
seiner Atome ist. Die in den formaîen Gesetzen auftretenden Koeffizienten 
(Materialeigenschaften) werden durch Summen über die Gitterkrâfte dar- 
gestellt. Da es sich um Stôrungen des Kraftegleichgewichts boi kleinen Ver- 
schiebungen handelt, treten die ràumlichen Ableitungen der Atomkrâfté bzw. 
die um eine Ordnung hôheren Ableitungen der Einzelpotentiale der Atome 
aufeinander als Summanden in den Gittersummen auf. Es ergeben sich bereits 
durch diese Betrachtùngen Beziehungen zwischen den Koeffizienten, die einer 
experimentellen Nachprüfung fâhig sind. Z. B. sei an den Zusammenhang 
zwischen den Ultrarotschwingungen und der spezifischen Wârme erinnert, 
oder an die Cauchyschen Relationen zwischen den Elastizitàtskoeffifeienten. 
Solche Beziehungen haben sich oft gut bestâtigt gefunden. 

Will man über den formaîen Inhalt hinaus zu einer tatsàchlichen Be- 
rechnung der Materialeigenschaften gelangen, so müssen die Atomkrafte 
spezialisiert werden, bis die Gittersummen sich zahlenmàBig berechnen 
lassen. Dies ist von Born und seinen Schülern in zahlreichen Arbeiten 
durchgeführt worden^). Hierbei bat sich für eine Gruppe von Kôrpern, nàmlich 
fur die idéal polar gebauten (s. § 3), der Ansatz für das Potential zweier 
lonen p und p' von den Laduugen q und q' im Abstand Ypp' bewàhrt: 

= + 

Der erste Teil dieses Potentials ist durch eiue Coulombsche, von den Gesamt- 
ladungen der lonen erzeugte Anziehungs- oder Abstofiungskraft hervorgerufen ; 
der zweite durch eine Kraft, die, falls der Exponent n groC g^nug ist, nur 
auf ganz kurze Entfernungen wirksam wird. Es ergibt sich, daû dies stets 
eine Abstofiungskraft ist. Eine solche Kraft inuC zur Coulombschen not- 
gedrungen hinzugenommen werden, um z. B. im NaCl-Gitter ein Zusammen- 
flieDen aller Ladungen in einem Punkt zu verhindern. Sie entspricht einer 
gewissen Yolumenbestândigkeit der Atome. DaO diese abstofiende Kraft als 
reine Zentralkraft angesetzt wird, ist ein Versuch, dessen Berechtigung nur 
nach dem Erfolg beurteilt werden kann. Er dürfte nach unseren derzeitigen 


1) Vgl. hierzu die zasammenfassenden Borichte über Gittertheorie von: 
a) Born und Bollnow, Handb. d. Phys., Bd. XXIV, Kap.Ô (1927); b) G. Heok- 
mann, Ergebn. d. exakt. Naturw., Bd. IV, 1925; c) W. Braunbek, ebenda, 

tiJ 17 T IftCVT 
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Vorstellungen vom Atom- bzw. lonenbau nur dort berechtigt sein, wo er auf 
lonen mit abgeschlossenen Ëdelgasscbalen (von hoher Symmetrie) angewandt 
wird. Demgemâû bewàhrt er sich bei den Alkalihalogeniden, genügt aber 
Z. B. nicht bei Zinkblende, ZnS, in welcher nach der Meinung von Sommer- 
feld und Grimm^) die beiden Atome nur bis auf eine „Untergruppe“ von 
4 oder sogar nur (2 -f- 2) Elektronen (nach dem Stonerschen Schéma) ab- 
bzw. aufgebaut sind. Auch beim Diamant deutet das azentrische Streu- 
vermôgen^) für Rontgenstrableii auf eine von der Kugelsymmetrie stark ab- 
weichende Einwirkung des Atoms nach auGen hin und lâût sich schwer mit 
der Vorstellung von Zentralkràften zwischen den Atornen vereinen. 

2. Absolutdimensionen der Kristallgitter. Auf Grund des obigen 
Ansatzes làÛt. sich eiu Einblick in die Entstehung der absoluten Dimen- 
sionen der Kristallgitter (bei gegebenera Anordnungstyp) gewinnen. Die 
gesamte innere potentielle Energie des Kristalls ist durch die halbe Summe 
der Potentiale gegeben, die aile Atome auf aile anderen ausüben. Man muG 
sie beim unendlichen Gitter auf die Volumeneinheit beziehen und spricht 
daher besser von Energi edichte; bezieht man sie bei thermochemischen 
Rechnungen (Bornscher KreisprozeG, s. Bd. III, 2, Kap. 4, § 12) auf das Mol, 
so heiGt sie Gitterenergie pro Mol. Wird nun die absolute Dimensionierung 
des Gitters zunâchst offengelassen, und ist ô irgend eine Entfernung im Gitter, 
so besteht die Gitterenergie, wie das Ëinzelpotential, aus einem zu und 
einem zu ô“” proportionalen Teil: 


a ^ -f 
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Das natürliche Gleichgewicht des Gitters entspricbt der ininimalen Gitter- 
energie und wird daher bestimmt durch die Forderung 


dG 

dd 
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Die Konstante A làDt sich durch Summation der bekannten Coulombschen 
Einzelpotentiale für jeden Typ leicht ausrecbnen (Madelungsche Konstante); 
Methoden hierzu sind von M a d e 1 u n g ®), E w a 1 d *) und anderen angegeben 
worden. Hingegen ist B unbekannt, da es sowohl vom Exponenten n als 
auch von den Konstanten b der Einzelpotentiale abhàngt, die je nach den 
aufeinander wirkenden lonenarten verschieden sind (z. B. für zwei Na’*' Na+- 
lonen anders als für Cl“->Cl“ oder für Na+->'C1~). 

Man benutzt daher die obige Gleichgewichtsbedingung nicht zur Be- 
rechnung des Gleichgewichtsabstandes d'o, sondern zur Elimination von B, 
für das sich ergibt: 



D A. Soramerfeld und G. H. G ri mm, Zeitschr. f. Phys. 36, 36 (1926). 

2) W. Ehrenberg, P. P. Ewald und H. Mark, Zeitschr. f. Krist. 66, 1927. 
®) E. Madelung, Physik. Zeitschr. 19 , 524 (1918). 

*) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 64, 253, 1921. 



§ 8. Spezielle Ansatze über die Atomkrafte. 945 

Setzt man B in die Formel fur die Gitterenergie ein, so wird diese für 
den Gleichgewichtszustand 

Gq — (1 — ^ 

Man sieht hieraus, daB die AbstoBungskràfte bei hoben Exponenten n 
nur eine geringfügige Abànderung der in der Hauptsache von den Coulomb- 
scben Krâften stammenden Energie des Gitteraufbaues verursachen. 

Zwischen dem AbstoBungsexponenten und der Kompressibilitât 
besteht ein enger Zusammenhang 0» der leicht begreiflich ist, da im wesentlichen 
die AbstoBungskrâfte ins Spiel treten, wenn man die Atome über die 
Gleichgewichtslage hinaus nàhern will. Born und Brody^) haben daher n 
aus der Kompressibilitât unter Benutzung der Absolutdiraensionen (Dichte) 
bestimmt. Sie Bnden folgende Werte: 

NaCl NaBr NaJ KCl K Br KJ 

n — 7,84 8,61 8,45 8,86 9,78 9,31 

Dieser hohe Wert von n làBt sich elektrostatisch deuten durch die 
Wirkung zweier „Würfelionen“ aufeinander. Hierunter sei ein positiver Kern 
mit 7 bzw. 9 Ladungseinheiten e verstanden, der von 8 Elektronen im 
Abstand a bzw. a* in Würfelanordnung umgeben ist. Das gegenseitige 
Potential (p der Würfel bângt von ihrer Orientierung ab; sind f\ und /g 
KugelBâchenfunktionen, so ist 

, «*(«* — o'<) , 

<P = ---\ /=•+—» /» + ••• 

Bei fast gleich groBen lonen (z. B. KCl) überwiegt das Glied mit r“®, so 
daB eine Deutuug für die experimentellen Werte von n nahegelegt ist. Nach 
den neuen Vorstellungen über Atombau ist die Deutung durch elektrostatische 
Ladungsanordnung nicht aufrechtzuerbalten. Wie Unsold^) gezeigt bat, 
gelangt man jedoch auch auf Grund der Vorstellungen, die die Wellen- 
mecbanik über die Ladungsverteilung in einem Alkali- oder Halogenion gibt, 
zum Verstàndnis eines hoben AbstoBungsexponenten. Die Wellenmecbanik 
lôst die Elektronen eines Atoms in eine Wolke negativer Ladung auf, die mit 
allmâblicb abfallender Ladungsdichte den Kern umgibt. Nàhern sich zwei 
lonen soweit, daB die Kerne jeweils in die négative Wolke des andern Ions 
eindringen, so ist nach den allgemeinen elektrostatisch en Gesetzen nur noch 
ein Teil der Wolke für die Anziebung wirksam. Daher wird die AbstoBung 
der beiden positiven Kerne aufeinander schnell grôBer — wobei die wellen- 
mechanisch berechnete Ladungsverteilung gerade ein Anwachsen der Ab- 
stoBungskraft hervorruft, das in der Nàhe der Gleichgewichtsentfernung der 
lonen sich durch ein v~^-Gesetz mit n ~ 9 annàhern lâBt. DaB sich bei der 
Anwendung dieses Gesetzes auf lonen mit nicht abgeschlossenen Schalen 

1) M. Born und A. Landé, Verh. D. phys. Ges. 20, 210, 1918. 

M. Born und E. Brody, Zeitscbr. f. Phys. 7, 217, 1922. 

3) A. Unsôld, Zeitscbr. f. Phys. 43, 563, 1927; vgL L. Paulin g, Zeitscbr. f. 
Krist. 67, 377, 1928. 

MUller«Pouillet I, 2. 11. AuS. 
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(z. B. auf ZnS) Schwierigkeiten ergebeni), sieht die Wellenmechanik voraus. 
Wieviel daa einfache Bornsche Kraftgesetz aber bei ausgesprocben polaren 
Substanzen (d. h. solchen mit abgeschlossenen lonen) leistet, zeigt sich ins- 
besondere in der vorzüglichen Übereinstimmung zwischen der theoretischen 
und der aus experimentellen Daten berechneten Gitterenergie der Alkali- 
halogenide ^). 

3. Ansatz polarisierbarer lonen. Bei nicht idealpolaren Gittern 
führt die Vorstellung polarisierbarer lonen, wie anf S. 928 gescbildert, 
ein Stück weiter. Sie ist von Fajans und Joos®) auf Problème der Re- 
fraktioii und der Adsorption angewandt worden, und Born und Heisen- 
berg"*) haben die Polarisierbarkeit mit optischen Termwerten in den 
Serienspektren in Zusamnienhang gebracht. Die Einarbeitung dieser Vor- 
stellung in die Gittertheorie ist von G. Heckmann'*) durchgeführt worden. 
Wie jeder Influenzvorgang, setzt aucb die Deformation der lonen zu Dipolen 
(oder die Verstârkung solcher, falls sie schon vorhanden waren, durch In- 
duktion) den Energieinhalt des Systems herab. Man findet also bei gleicher 
inakroskopischer Deformation des Kristallgitters eine geringere Energie vor, 
wenn man den lonen erlaubt, im Sinne einer gegenseitigen Polarisation auf- 
einander einzuwirken; d. h. die Polarisierbarkeit bewirkteine Verkleinerung der 
elastischen Koeffizienten, die ja zugleich die Koeffizienten der quadratischen 
Verzerrungsenergiefunktion sind. Allerdings werden die Koeffizienten nicht aile 
beeinfiufit. Vorbedingung dafür ist nàmlich, dafi bei den Verzerrungen, fûr die 
sie gelten, aus Symmetrierücksichten Dipole entstehen kônnen. Das ist z.B. bei 
dem Zinkblendegitter nicht der Fall, wenn Normaldrucke lângs den kristallo- 
graphischen Achsen wirken, daher sind ihre elastischen Koeffizienten und Ci^ 
unverandert durch die Polarisierbarkeit. Hingegen verliert sich die hinder- 
liche Synimetrie bei einer reinen Schiebung, der die Gitterzelle unterworfen 
wird, und daher sind die Koeffizienten Cj 4 und C 44 , welche die Schiebungs- 
deforination ÿg mit dem Normaldruck X.r bzw. der Schubspannung Yg ver- 
kniipfen, empfindlich gegen die Polarisierbarkeit. Heckmann zeigt im 
Falle der Zinkblende, dafi die Empfindlichkeit so grofi ist, dafi schon ein 
Bruchteil der — refraktorisch bestimmten — Polarisierbarkeit der Zn++- und 
S -lonen genûgt, um die Werte der Konstanten einigermaCen richtig dar- 
zustellen. Vor allem verschwindet durch die Polarisierbarkeit die in Zink- 
blende nicht erfüllte Cauchysche Bedingung (S. 935) auch theoretisch. 

DaC die Polarisierbarkeit der lonen auch das elastische Spektrum des 
Kristalls verândert, ist offenbar; damit ist auch ein Ëinflufi auf die spezi- 
fische Wârme und auf die Temperaturabbangigkeit dieser und anderer Eigen- 
schaften verknüpft. Dies ist noch nicht berechnet worden, Hingegen findet 

D M. Born und E. Bormann, Ann. d. Phys. 62, 218, 1920. 

Vgl. die Tabelle bei M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 761, 
oder im Artikel Herzfeld, Bd. III, 2, Kap. 4, § 12. 

K. Fajans, Die Naturwiss. 11, 165, 1922; K. Fajans und G. Joos, Zeitschr. 
f. Phys. 88, 1, 1924. 

*) M. Born und W. Heisenberg, Zeitschr. f. Phys. 23, 388, 1924. 

G. Heckmann, Zeitschr. f. Krist. 61, 250, 1925. 
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Heckmann allgemein, daÜ in den Kristallen eine weit geringere Polarisier- 
barkeit angesetzt werden muQ, als es fûr die Berechnung der optischen Daten 
für ein isoliertes Ion zu gescheben bat. 

§0. Mechanik der KristalloberflHchen. 1 . Oberflàchenspannung. 
Neben den bisher besprochenen, auf das Innere des festen Kôrpers bezüglrchen 
Aussagen gewinnt die Bornscbe Théorie einige Aussagen ûber dieBerandung 
des Kôrpers. Diese Rechnungen sind bisher meistfür Steinsalz, als einfachstes 
Beispiel, durchgeführt worden. Man legt ein „unendliche8 Halbgitter" zu- 
grunde, d. h. tnan zerschneidet das unbegrenzte Gitter zwischen zwei Netz- 
ebenen. Die Arbeit zur Entfernung der einen Gitterhalfte von der anderen 
gibt die Kapillarkonstante 6 für die betreffende Netzebenenstellung 
(vgl. Bd. III, 1, Kap. 11, § 1 U. 2, sowie Bd. III, 2, Kap 4, § 13). Sie stellt sich 
allgemein als Summe über Einzelpotentiale zwischen den Atomen dar und lâCt 
sich ausführeri, wenn z. B. das auf S. 943 genannte Einzelpotential (mit n = 9) 
zugrunde gelegt wird. Allerdings werden in beiden Gitterhàlften nach ihrer 
Entfernung die Atome, die der Oberflâche nahe liegen, sich etwas aus den 
bisher eingenommenen Gitterorten wegbegeben, da sie der Einwirkung der — 
durch das andere Halbgitter nicht mehr kompensierten — inneren Schicbten 
unterliegen. Das hedeutet eine gewisse Energieverminderung oder eine Ver* 
kleinerung der Oberflàchenspannung. Sie ist von J. Biemüller^) abgescbâtzt 
worden zu 1 bis 40 Proz. der elektrostatischen Energie bei undeforroierbaren 
lonen. 

Die absolute Berechnung der Oberflàchenspannung bei Alkalihaliden 
f ührt auf Werte von der gleichen GrôCenordnung, wie sie an den geschmolzenen 
Salzen gemessen worden sind, ein direkter Vergleich ist aber nicht môglich. 
Interessanter sind deshalb die Verhàltnisse der fiir verschiedene Flàchen 
geltenden Werte (J; für Steinsalz wurde Ôdn) : <î(iio) : <^(ioo) = 5,81:2,71:1 
von Born und Stern*) berechnet. Diese Verhàltniswerte geben nach 
der thermodynamischen Théorie der Kristallform *) für einen Kristall, 
dessen Flàchen im thermodynamischen Gleichgewicht miteinander stehen, 
die relativen Entfernungen der Flàchen vom Kristallzentrum an. Da 
2,71 > V2, 5,81 > Vs ist, dürfen RhombendodekaederBàchen (110) und 
Oktaederflàchen (111) an solchen Kristallen nicht auftreten — im Einklang 
mit der üblichen (jedoch durch Harnstoffzusatz zur Lôsung zu beeinflussenden) 
Kristallform des Steinsalzes. W. D. Kusnezow*) zeigt, daû die (llO)-Flàchen, 
die beim Spalten von Steinsalz gelegentlich erhalten werden, in Wahrheit 
durch Stufen von Würfelflàchen angenàhert sind — wie sich auch theoretisch 
daraus vorhersagen lâfit, daG zu deren Ausbildung eine geringere Energie er- 
forderlich ist als für die glatte (1 10)-Flàche. Auch die Abschleifarbeit an 

O J. Biemûller (Dise. Gôttingen), Zeitschr. f. Phys. 38, 759, 1926. 

*) M. Born and O. Stern, Berl. Ber. 1919, S. 901. 

®) P. Curie, Bull. Soc. min. de France 8, 145, 1886; Oeuvres, S. 163. Die 
Théorie verlangt, daG die gesamte Oberflàchenenergie — bei gegebenem Volumen 
des Kristalls — ein Minimum wird. 

0 W. D. Kusnezow, Zeitschr. f. Phys. 42, 302, 1927. 
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(100)-, (110)- und (lll)-Flàchen bei Steinsalz, die der Verfasser experimentell 
bestimmt^), stebt in dem Verhaltnis, das zu erwarten ist, falls beim Schleif- 
prozeC kleine Würfel abgesprengt werden. Obwohl also zwischen Beob- 
achtung und Rechnung im Fall des Steinsalzes darin Übereinstimmung besteht, 
daD die Würfeldachen vor den übrigen bevorzugt sind, kann inan aus dieser 
Tatsache allein noch nicht auf die Richtigkeit der fchermodynamischen Théorie 
der Kristallgestalt schliefien. 

2. Zerreififestigkeit. Fine weitere wichtige Anwendung findet die 
Berechnung des Trennungsvorgangs eines Gitters in zwei Halbgitter zur Er- 
mittlung einer theoretischen Zerreillfestigkeit. Denkt man sich die 
abzutrennende Gitterbàlfte vorsichtig aus ihrer stabilen Ruhelage entfernt, so 
wird zwischen den beiden Hàlften eine zunachst ansteigende rücktreibende Kraft 
entstehen, da die Ausgangslage ja die stabile Gleichgewichtslage war. Diese 
Kraft wird durch ein Maximum geben, da sie bei weiterer Abtrennung bald 
verschwindend klein wird. Das Kraftmaximum pro Flàcheneinheit entspricbt 
der Zerreifispannung. Sie ergibt sich aus der Gittertheorie für die Würfel- 
fiachen von NaCl zu 200 kg mm^ 2) — fast 500 mal so grofi, als im gewôhn- 
lichen Zugversuch (450 g mm^). Joffé und Mitarbeiter ^) glauben diesen 
Widerspruch darauf zurückführen zu sollen, dafi die Oberflàchen von wirklichen 
Kristallen nicht vollkommen, sondern von feinen Rissen durchsetzt sind, die 
die in der Technik als „Kerbwirkung“ bekannte entfestigende Eigen- 
schaft haben. Durch ZerreiÜen unter Wasser bei gleichzeitigem Lôsen der 
Kristalloberflàche lâOt sich zwar die Festigkeit immerhin bis auf 5000 g/mm^ 
steigern, doch dürfte die Deutung der experimentellen Befunde als ZerreilSbar- 
keit senkrecht zur Würfeltlâche nicht einwandfrei sein, da bei den Versuchen 
Gleitung (s. § 12) eintritt. 

§ 10. Über die Bornsche Gittertheorie hinausgehende Problème 
und Ansâtze; Idéal- und Realkristall. Sowohl die allgemeine, wie die 
mit speziellen elektrostatischen Kraftansâtzen arbeitende Bornsche Gitter- 
theorie bietet, wie aus dem Yorhergehenden ersichtlich, einen ganz groüzügigen 
Rahmen, der groCe Klassen von physikalischen Gesetzen aufnehmen kann. 
Auüer für die betrachteten mechanischen, gilt dies auch für elektrische und 
optische Erscheinungen. Bei den typisch polaren Kristallen gérât auch die 
Ausrechnung der Materialkonstanten, die in den Gesetzen auftreten, mit 
dem einfachen Ansatz der Zentralwirkung von Atom zu Atom über- 
raschend gut. 

Im folgenden soll zunachst auf einige von der Gittertheorie noch unge- 
lôste mechanische Problème hingewiesen werden. Dabei sei das fundamentale 
Problem, wie die Théorie abzuândern ist, um auf nichtpolare und metallische 
Kristalle anwendbar zu sein, nicht erôrtert. Vielmehr beschrânken wir uns 

') W. D. Kusnezow, Zeitschr. f. Phys. 44, 228, 1927. 

2) F. Zwicky, Physik. Zeitschr. 24, 131, 1923. 

A. Joffé und Mitarbeiter, Zeitschr. f. Phys. 22, 286, 1924; vgl. Bd. 111, 2, 
Kap. 4, § 13. 
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auf solche Problème, von denen man erwarten sollte, daO aie wenigstens 
für polare Kristalle mit den bisherigen Mitteln der Gittermechanik lôsbar 
wâren. 

1. Das Problem des Kristallty ps. Im Vordergrund steht hier die 
Frage, warum eine Substanz in einer bestimmten Anordnung (Kristalltyp) 
kristallisiert. Nimmt man die Atomkràfte als gegeben an, etwa durch das 
Bornsche Zentralpotential, so muÛ der realisierte Kristalltyp sich vor allen 
anderen Anordnungen durch das Minimum an Gitterenergie auszeichnen. Das 
Problem wâre also z. B., zu zeigen, daC für lonen Na+ und Cl“, die durch 
die bekannten Werte der Ladungen e, der Koeffizienten h und Kxponenten n 
im Potentialansatz Gl. (11) ausgezeichnet sind, der Steinsalztyp die Môglichkeit 
zu absolut geringster Gitterenergie bietet (selbstverstândlich im „natürlichen 
Zustand“, d. h. unter freier Einstellung der Gitterdimensionen ; durch Druck 
kônnten sich die Verhâltnisse àndern: polymorphe ümwandlung durch auÜeren 
Druck). Die Atomkonstanten bei Cs+ Cl"" hingegen müBten in einem anderen 
Wertbereich liegen, so daû der Câsiumchloridtyp sich aus ihneu bildet. 

Dies Problem ist von Born und Emersleben^) in Angriff genommen 
worden, aber nur in beschrânktem Umfang. Erstens namlich ist die Rechnung 
nur für 1 und 2 Dimensionen durchgefûhrt worden; zweitens aber werden 
zum Vergleich mit der „ràumlicben Scbachbrettanordnung“ des NaCl-Gitters 
nur solche Anordnungen herangezogen, die aus dem NaCl durch Vertauschung 
von Ladungen (unter Innehaltung der besetzten Punkte) entstehen. Drittens 
wird nur der Energieanteil der Coulombschen Kràfte berücksichtigt, der 
allerdings nach den Betrachtungen in § 8, 2, der überwiegende ist. Ob der 
Na Cl- oder der CsCl-Typ bei gegebenen Atomkonstanten realisiert wird — 
dies Problem wird durch die angeführte üntersuchung nicht berührt. 

Hiergegen gibt eine Arbeit von F. H und 2) einen wertvollen Beitrag zu 
dieser Frage, ohne aber über die einfachsten Fâlle hinauszukommen. Hund 
betrachtet zunâchst unpolarisierbare lonen und vergleicht die Gitterenergien 
(pro Mol) des CsCl-, Na Cl- und ZnS-Typs für Verbindungen der Form AB 
und der CaF 2 -, Ti02- und Cu 2 0-Typs für Verbindungen der Form AB 2 unter- 
einander und mit der Energie eines isolierten Moleküls. Hierbei wird das 
Bornsche Zentralkraftgesetz (11) mit beliebigem Exponenten n angenommen 
und die Energiewerte gegen n aufgetragen. Bei sehr hohem n („inkompres- 
sible‘‘ lonen, n 40) ist am stabilsten der Cs Cl-Typ, da hier jedes Ion von 
8 anderen, entgegengesetzt geladenen, umgeben ist, der Na Cl-Typ mit je 
6 lonennachbarn folgt nahe, der ZnS-Typ mit je 4 Nachbarn hat schon hôheren 
Energieinhalt. Mit abnehmendem Exponenten n greift die AbstoOung auf 
weiter entfernte lonen über und die Reihenfolge kehrt sich um. Zwischen 
n =t 35 und n = 7 ist der Na Cl-Typ, darunter der ZnS-Typ am stabilsten. 
Âhnlich gilt für n = 10: CaF 2 -Typ stabiler als TiÛQ-Typ, dieser stabiler als 
Cu 2 0-Typ. Das isolierte Molekül ist erst für recht weitreichende AbstoÜungs- 
krâfte, namlich für )/ = 4 am stabilsten. 

D M. Born und O. Emersleben, Physik. Zeitschr. 24, 73, 97, 1923. 

**) F. Hund , Zeitschr. f. Phys. 84, 833, 192.0. 
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Nimmt man also den Exponenten n ^ 9 für Na"*" und Cl” als gegeben 
an, 80 erklàrt diese Überlegung wohl die Kristallisation im NaCl-Typ.] 

Weiter betrachtet H und den Einfiufi der Polarisierbarkeit auf den 
Gittertyp. Wir hatten schon [oben (§ 8) betont, daO das Eintreten der 
Polarisation eine Energieabgabe des Gitters bedeutet. Ist die Polarisierbarkeit 
groO geniig, wie es bei den groOen negatiyen lonen der Fall sein kann, so 
kann eine syininetrische Anordnung der lonen wie in Na Cl, CsCl usw. unter 
Energieabgabe in eine unsymmetrische übergehen. Es finden sich dann 
entweder Atomgruppen zu Molekülen zusammen (Molekelgitter), oder die vor- 
her gleichmâOigen Abstànde der mit Atomen besetzten Netzebenen werden 
nngleich und es entstehen „Schichtengitter“. Solche Schichtengitter sind 
mechanisch durch besonders hohejGleitfàhigkeit ausgezeichnet — ein Beispiel 
ist M 0 S 2 , das âuQerlich von Graphît kaum zu unterscheiden ist. 

Erst wenn das Problem des Gittertyps für den idéal regelmàCigen Eristall 
rechnerisch und physikalisch klar liegt, kann inan hoffen, den Temperatur- 
einflufi berücksichtigen und die Theoriel der polymorphen üinwandlung bzw, 
der Begrenzungslinien im Zustandsdiagramm von der statistisch-mechanischen 
Seite aus fôrdern zu kônnen. Es handelt sich dabei um geringe Energie- 
differenzen; denn die Wàrmetônungen bei Abanderung des Gittertyps (poly- 
morpher Umwandlung) sind ja recht klein gegen die gesamten Gitterenergien, 
wie sie rechnerisch oder aus dem Bornschen KreisprozeO (s. Art. Herzfeld, 
Bd. III, 2, S. 253) ermittelt werden. 

2. Das Problem der Kristallgestalt und ihrer Ânderung. Nach 
dem Curieschen Ansatz soll die Kristallform, die als Endform im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht entsteht, diejenige geringster Oberflàchenenergie 
sein. Die eigentümliche B.egelma2igkeit des inneren Aufbaus verhindert beim 
Kristall die Ausbildung der Kugelform, die bei Flüssigkeiten nach demselben 
Gesetz auftritt. DaÛ die gittertheoretische Berechnung der Oberflâchen- 
spannuug von Steinsalz (100) und (110) Werte liefert, die die Würfelflâche 
als âuHere Begrenzungsflache bevorzugt erscheinen lassen, ist [schon auf 
S. 947 gesagt worden. 

Es ist aber doch unwahrscheinlich, dafi mit dem Curieschen Ansatz schon 
die wesentliche Ursache für die tatsàchlich zu beobach tende Kristallgestalt 
erfaOt ist. Diese wird vielinehr offenbar stark bedingt durch den Mechanismus 
des Kristallwachstums^). Daroit fâllt die Entscheidung über die tatsâchliche 
Kristallform aus dem Bahmen der bisherigen gittermechanischen Ansàtze 
heraus und wird zu einem Problem, bei dem die Gittermechanik nur die Be- 
rechnung des auOeren Kraftfeldes liefern kann, das der wachsende Kristall 
in die Lôsung oder Schmelze hineinschickt und unter dessen EinfluO sich 
die Bestandteile heranbewegen, die in den Gitterverband aufgenommen werden 
müssen. Je nach der Art und Stàrke dieser Felder wird der Antransport 
und die endgültige Festlegung des Baustoffes schneller oder langsamer vor 

‘) Vgl. die interesaanten Studien von C. H. Saylor, Caloite and Aragonite, 
Journ. Phys. Chem. 82, 1441, 1928, sowie von W. Kossel in „ Quantentheorie 
und Chemie“. S. Hirzel, 1928. 
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sich geheD, und die Wachstumsgeschwindigkeiten der einzelnen Flâcheo be- 
stimmen die Kristallform. Die Herstellung der idealen Curieschen Gestalt 
und damit des endgültigen thermodynamischen Gleichgewichts würde durcli 
die Tràgheit des Materialtransports, dem der kleine zu erzielende Energie- 
gewinn gegenübersteht, verzogert werdeu. 

Dafi an Kristalloberflâchen besondere, ungewohnte Zustànde herrschen, 
lebren beispielsweise die Versuche von Vollmer und Estermann über die 
Lôsung von Benzophenonkristallen in Quecksilber. Sie sind in erster Linie 
angestellt, um zu zeigen, dafi Quecksilber o b erf lâche n diesen Stoff zu lôseii 
vermôgen, obwohl sich im Innern des Quecksilbers kein gelôstes Benzophenon 
in vergleichbarer Menge aufhalten kann. Sodann zeigen sie aber, daÜ ein 
Benzophenonkristall auf allen seinen Flâcben Substanz verliert, auch wenn 
nur ein Eckchen des Kristalla mit dem vorbeitropfenden Quecksilber in Be- 
rührung kommt. Dieser Versuch spricht für eine groÛe Beweglichkeit der 
Kristallsubstanz an der Kristallober Bâche, es ist so, als ob unter dem EinfluB 
des Kristallstreufeldes (wie man das aus der Kristalloberflâche austretende 
Feld in Analogie zum Kondensatorstreufeld nennen kann) an der OberBâche 
eine stark verdichtete adsorbierte Gashaut der Kristallsubstanz sich aufhielte 
(eventuell vermischt mit anderen Bestandteilen). Die genaue Untersuchung 
dieser Verhàltnisse ist von groÛer Wichtîgkeit für unsere Vorstellungen von 
KristalloberBâchen und, wie wir am Ende dieses Paragraphen sehen werden, 
dadurch filr unser Verstândnis des ^Realkristalls*^. 

3. Das Problem der Wârmeleitung i) und der elektrischen 
Leitung. Ganz in den Rahmen der Born sehen Gitterdÿnamik sebeint 
zunâchst der Vorgang der Wârmeleitung zu fallen, dessen Erklârung sich 
an die Vorstellung vom Wàrmeinhalt des festen Kôrpers (§ 6, 2) und seiner 
Temperaturabhângigkeit (spezifische Wârme) anschliefien müCte. Es treten 
aber hier Schwierigkeiten auf, die noch keine endgültige Lôsung gefunden haben. 

Langsame elastische (akustisebe) Wellen pBanzen sich mit einer Schall- 
geschwindigkeit fort, die mindestens nach Hunderten von Metern pro Sekunde 
zâhlt, und aus den numerischen Rechnungen zur Théorie der spezifischen Wârme 
wissen wir, daB auch die schnellen elastischen Schwingungen, die Trâger des 
Hauptteiles der thermischen Energie bei gewôhnlicher Temperatur, âhnliche 
Geschwindigkeit haben. Warum pBanzt sich die Wârme nicht auch mit Schall- 
geschwindigkeit nach allen Richtungen fort? Für ein Medium mit linearen 
Schwingungsgleichungen wâre dies die einzige môgliche Folgerung — genau 
wie in der Optik die durch eine Spiegelklappe in einer GefâBhâlfte auf- 
gespeicherte Strahlungsenergie nach Fortnahme der Klappe nicht anders als 
mit Lichtgeschwindigkeit in die andere GefâBhâlfte einstrômen kann. 

P, Debye bat zuerst eine plausible Erklârung für die geringe Warme- 
leitfâhigkeit des festen Kôrpers gegeben, die für elastische Wellen ein Gegen- 
stück zur optiseben Théorie des Himmelsblaus von Lord Rayleigh^) bildet. Die 
Grund vorstellung Debyes ist, daB die Homogenitàt des Kôrpers in elastischer 


1) Vgl. Bd. III, 2, Kap.4, §llc. 
8) Vgl. Bd. II, 1, Kap. 16, § 14. 
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Beziehung aufgehoben ist, und zwar durch seine Temperaturbewegung selbst, 
die lokal engbegrenzte, zeitlich nicht allzu schnell verànderliche Dichte- 
schwankuDgen verursacht. Diese entstehen bei einem nichtlinearen Eraft- 
gesetz durch die in § 7, 1 besprochene Nullpunktsverschiebung, bzw. sie 
kônnen als lokale Wârmeausdehnungen infolge Anhaufuiig von Wàrmeenergie 
gedeutet werden. Hand in Hand hiermit geht eine Abânderuug der elastischen 
Koefhzienten, bzw. der von Debye allein herangezogenen Kompressibilitat. 
Eine elastische Welle, die dies in doppelter Hinsicht inhomogene Medium 
durchsetzen will, wird durch Beugung an deu Inhomogenitaten zerstreut 
werden und ihre anfangs einseitige Energiestrômung wird bald nach allen 
Richtungen gehen. Wie in der Théorie des Himmelshlaus, unterliegen die 
kürzesten Wellen dieser Zerstreuung am meisten. Jede Welle wird also nur 
eine kleine Laufstrecke haben, in der sie einen gerichteten Energietransport 
besorgt und es wird eine Art Diffusionsvorgang für den gerichteten Transport 
der Energie über grôCere Strecken maOgebend werden — und hierdurch ist 
der formate AnschluÛ an die Gesetze der Wàrmeausbreitung erreicht. 
Debye bestimmte für Steinsalz unter Benutzung des experimentellen Wàrme- 
leitungskoeffizienten, der Reststrahlfrequenz, Kompressibilitat, Warmeaus- 
dehnung, Dichte usw. die „mittlere Transportlànge“ für den einzelnen Wellen- 
vorgang; sie ergab sich sehr klein, grôÛenordnungsmàÛig zwischen 1,4 und 
44. 10~^ also zwischen 5 und 15 lonenabstanden. 

Die Deby esche Théorie ist in der mathematischen Durchführung nur 
eine Skizze und ihre Richtigkeit ist bestritten worden; da aber auch die Gültig- 
keit der Einwânde nicht restlos geklârt ist, scheint es immerhin wahrschein- 
lich, daC allein auf Grund der Nichtlinearitàt der Kràfte eine Dissipation in 
der von Debye verrnuteten Art entsteht. Eine Gittertheorie der Wàrme- 
leitung bleibt aber als mathematisch wie physikalisch hôchst bedeutsames 
Problem bestehen. 

Von den neueren üntersuchungen über Wàrraeleitung seien nur die 
Grüneisen schen i) erwahnt, die im AnschluO an Ideen von J. Koenigsberger 
sowie A. Eue ken die metallische Wàrmeleitung in zwei Bestandteile auf- 
spalten: eine Wàrmeleitung des Atomgitters und eine solche des Elektronen- 
gases, das im Metall zwischen den Atomen anzunehmèn ist. Dieser zweite 
Bestandteil ist durch das Wiedemann-Franzsche Gesetz (Bd. TII, l, Kap. 21, 
§ 20) mit der elektrischen Leitfàbigkeit verknüpft. Auf den ersten Bestand- 
teil allein sollten gittertheoretische Rechnungen anzuwenden sein, die aber zu 
den obigen Schwierigkeiten führen. 

DaÜ Stôrungeu im regelmàOigen Kristallwachstum, Inhomogenitaten und 
Korngrenzen — also gewissermaCen sekundàre, wenn auch unvermeidbare 
Umstânde, auf die thermische und elektrische Leitung vielleicht von be- 
stimmendem Einâufi sind, betont Benedicks. Die elektrische Leitfàhig- 
keit in Metallen wurde von jeher auf Grund des Wiedemann-Franzschen 
Gesetzes von der Proportionalitàt der elektrischen und der thermischen Leit- 

D E. Grüneisen, Zeitschr. f. Phys. 46, 151, 1928; dortHinweis auf die früheren 
andlungen des Verfassers. 
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fâbigkeît mit dieser letzteren in engen Zusainmenbang gebracbt. Die Vor* 
stellung von freien Leitungselektronen, die zwiscben den Metallatomen gasartig 
berumscbwarmen, genügte jedocb in der Bebandlungsweise, mit der die 
klassisicbe Elektronentheorie [Riecke, Lorentz, J. J. Thomson] ') an dies 
Bild herantrat, den berecbtigten Forderungen nicbt (Schwierigkeiten der 
klassiscben Théorie bei der spezifischen Wàrme des Elektronengases und bei 
der zahlenmàI3igen Wiedergabe der verschiedeneii „Effekte“). Erst als die 
neue, von Fermi^) eingeführte Quantenstatistik von Sommerfeld®) auf das 
Elektronengas angewandt wurde, lôsten sich diese Schwierigkeiten auf. Aus 
der Elektronentheorie wurde neben dem ganzen Modell des Elektronengases 
auch die Vorstellung von der mittleren „freien Weglânge“ zwiscben zwei 
ZusammenstôCen des Elektrons mit Metallatomen übernommen, zunâchst ohne 
von letzterer weitere Rechenschaft zu geben. Hierzu erwies sich aber die 
Wellenmechanik von de Broglie-Schrodinger fàhig: nach ihr findet die 
Bewegung der statistischen Gesamtheit von Elektronen nach den gleichen 
Regeln statt, wie die Ausbreitung einer ebenen Welle in einem Medium, 
dessen Brechungsindex von Ort zu Ort variiert (die potentielle Energie der 
Atome auf ein Elektron tritt an Stelle des Brechungsindex). Es tritt infolge- 
dessen eine Streuung der Welle beim Fortschreiten ein, d.h. eine Schwâchung, 
die einer mittleren Reichweite oder freien Weglànge der klassiscben Gastheorie 
entspricht, Wie Houston*) gezeigt hat, ist in einem Kristall die Stârke der 
Streuung bedingt durch die relativ langsamen Verànderungen des Mittelwertes 
des Brechungsindex infolge von lokalen Temperaturschwankungen. Es besteht 
also eine ganz enge formale und sachliche Analogie zwiscben der Sommerf eld- 
schen Théorie der elektrischen und der Deby eschen Théorie der Wàrmeleitfàhig- 
keit. Beide Erscheinuiigen kônnen als im wesentlichen aufgeklârt gelten, ohne 
dal5 aber bisher eine befriedigende gittertheoretische Bebandlung gelungen wàre. 

4. Platz wechselerscheinungen. Gehen wir von den Metallen zu der 
Gruppe der polaren Kristalle über, deren Kràftespiel wir zu überblicken 
glauben, so findet sich bei ihnen eine elektrische Leitfâbigkeit nicht durch 
Elektronen-, sondern durch lonen wanderung. Diese Leitung ist als elektro- 
lytischeanzusprechen,indem, wieinsbesondere die A^^beiten derTubandtschen ®) 
Schule dargetan haben, zu jeder überführten Elektrir.itàtsmenge eine nach dem 
Faradayschen Gesetz aquivalente Stoffmenge gehôrt, die den Kristall von 
Elektrode zu Elektrode durchwandert hat und zur Abscheidung koinmt. 

Àhnliche Wanderungs- und Platzwechsel vorgânge àuBern sich in 
zahlreichen Erscheinungen. Hier sind vor allem die Diffusionsvorgànge 
in festen Korpern zu nennen, die teils als Fremddiffusion (Eindricgou von 
Ni in Cu, von K Cl in K Br), teils als Selbstdiffusion vorhanden sind. Die 
Selbstdiff usion ist von G. v. Hevesy in eleganter Weise nachgewiesen 

M Vgl. die zusammenfassende Darstellung durch Riecke in Handb. d. Radio- 
logie Bd. 6. Leipzig 1925. 

*) E. Fermi, Zeitschr. f. Phys. 86, 902, 1926. 

®) A. Sommerfeld, ebenda 47, 1, 1928. 

*) W.V. Houston, ebenda 48, 449, 1928. 

^) Siehe zusammenfassend : B. 6 u d d e n , Ergebu. d. exakt. Naturw., Bd. III 
(Springer, 1924). 
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worden, indem er in Bleichlorid radioaktive Bleiatome (Polonium) zwischen 
nichtàktive hat hineindilfundieren lassen und den Anstieg der Aktivitât der 
einzelnen Schichten maO. Da die àuÛeren Kraftfelder isotoper Atome die gleichen 
sind, ist anzunehmen, daB die Radioaktivitât der einen Atomsorte den Vorgang 
der Diffusion nicht beeinfluBt hat, und daB der Platzwechsel im Innern polarer 
Kriatalle zudenregularenErscheinungen gehôrt, sozusagen konstitutionell ist. 

Die Gittertheorie von Born bietet zum Verstandnis der Platzwechsel- 
vorgange kaum irgendwelche Ansâtze. Es sind ja auch Vorgange, die nicht 
mehr unter das Schéma kleiner Abweichungeii von der Ruhelage fallen. 
Ein gewisses Verstandnis dieses Vorgangs geben Betrachtungen von W. Braun - 
bek ^), die sich auf die energètischen Verhàltnisse bei groBen Ausschwingungen 
der Atome aus den Gitterorten beziehen und die die Aufstellung einer Zu- 
standsgleichung für die festen Kôrper bezwecken. Der Braunbeksche Ansatz 
besagt, daû wegen der Periodizitat der Potentiale ein Atom, uin sich endgültig 
von seinem Gitterort entfernen zu kônnen, eine gewisse Ënergieschwelle 
überschreiten muC. Von hier aus ergeben sich Aussagen über die Abweichungen 
der spezifischen Wârme vom Dulong-Petitschen Wert, über die Schmelz- 
teinperatur, die Schmelzwârme, die ultraroten Eigenfrequenzen und auch über 
die elektrolytische Leitfâhigkeit, die teils auf bekannte Regeln (Richards, 
Lindemann), teils auf gute Übereinstimmung auch der Absolutwerte mit 
der Erfahrung führen. Da aber die gittertheoretische Durchführung dieser 
Ansàtze noch sehr primitiv ist, niôge der Hinweis auf die Arbeiten genügen. 
Die gleiche Form des Potentialansatzes wie bei Braun bek findet sich in den 
spâter zu besprechenden Theorien der elastischen Hysterese von Prandtl und 
der Rekristallisation von Dehlinger, nur in anderer Weise rechnerisch ver- 
wertet (siehe § 18). 

5. Smekals „RealkristalP. Einen wichtigen Einwand gegen die 
Zustândigkeit der Bornschen Théorie zur Erklârung vieler stofflicher Eigen- 
schaften erhebt in zahlreichen Arbeiten A. SmekaP). Er unterscheidet den 
tatsâchlichen „Rea] krista 11“ von dem theoretisch betrachteten „Ideal- 
kristall“. Auch wenn man von grôberen Wachstumsstorungen absieht, die 
sich ja hâuiig an Kristall .n durch Unebenheiten oder Facettierungen der 
Flachen, durch akzidenteile Doppelbrechung oder sonstige Inhomogenitâten 
bemerkbar machen, soll der Realkristall Wachstumsstôrungen enthalten, die 
für ihn wesentlich sind. Sie werden von Smekal teils als nPoren**, teils 
aïs „Lockerstellen“ bezeicbnet. 

An den Poreu bzw. Lockerstelleu besitzen die Atome eine abnorm groBe 
Beweglichkeit. Hier ist daher der eigentliche Sitz der Platzwechselerscheinungen 
und der elektrolytischen Leitung. Der von Gudden und Pohl®) erforschte 
licbtelektrische Ëffekt, durch den die Nichtleiter bei Belichtung eine gewisse 
Leitfâhigkeit erhalten, spielt sich an den Lockerstellen ab. An ihnen sammeln 

D W. Braun bek, Zeitschr. f. Phys. 88, 649, 1926. 

A. Smekal, siehe z. B. Physik. Zeitschr. 26, 707, 1925; Ann. d. Phys. 83, 
1202, 1927 ; Zeitschr. techn. Phys. 8, 203, 1927; Zeitschr. f. Elektroch. 24, 472, 1928 usw. 

Zusammengefafit in B. Gudden, Erg. d.exakt.Naturw.Bd.TiI (Springer, 1928). 
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sich auch die im Gitter „vagabundiereDden" Bestandteile [Hüttig] *) ao, wie 
Z. B. die kleinen Veranreinigungen, die die Mineralfârbungen verursachen. 
Die Lockerstellen erscbeineu so als innere Oberâachen, an denen die Atome 
sich in einem Zustand groBer Beweglichkeit befinden, âhnlich dem durcb die 
Benzophenonversucbe Vollmers fur die AuBenflàche von Kristallen fest- 
gestellten (§ 10, 2). Ans der ultramikroskopischen üntersuchung von Stein- 
salz, das mit Alkalidampf gefârbt war (Siedentopf), folgert Smekal als 
Porenabstand mindestens 2. 10“^ cm, als Porendurchmesser rund 4.10~®cm, 
also rund 10000 bzw. 1500 lonenabstânde. 

Auf die mechanischen Ëigenscbaften des Gitters sînd die Poren nach 
Smekal, der hierin einen Gedanken von A. A. Griffith aufgreift, von 
grôfitem ËinfluQ infolge der „Kerbwirkung“ *). Nach einer von Griffith 
stammenden Formel làÛt sich die Herabsetzung der Festigkeit durch Poren 
bestimmter AusmaBe fûr ein isotropes Material überschlâglich berechnen. Für 
Glas kann man die „theoretische“ Festigkeit ans der Oberflâchenspannung 
ungefahr abschàtzen. Der Vergleich mit den gemessenen Werten lâBt auf 
Poren von 10*“® bis 10“^ cm Lange schlieBen. Ist schon diese PorengrôBe 
unangenehm, da sie optisch wahrnebmbar sein sollte, so liegeu bei Zink- 
einkristallen nach Polanyi die Verhàltnîsse noch ungünstiger. Die Festigkeit 
der Basisflàche ist bei diesen nur ^'5000 des .nach der Oberflâchenspannung des 
geschmolzenen Zinks zu erwartende‘®i*Wertes. Fine solch starke Festigkeits» 
minderung würde nach Griffiths;^™® ^'el — deren Anwendbarkeit auch zu 
überschlâglicher Rechnung jedojj^/^o^^iiesem Falle von Smekal bestritten 
wird — auf unmôglich lange , von rund 1cm Lange führen. Auf 
experimenteller Grundlage wendet St.a vor allem A. Joffé^) dagegen, die 
Lockerstellen als wesentliche Wachstumserscheinungen im Kristall anzu- 
sehen. Joffé glaubt mit seinen Mitarbeîtern die theoretische ZerreiB- 
festigkeit an Steinsalz von 200 kg/cm^ annâhernd erreicht zu haben — sei es 
durch Abâtzen der rissigen Oberflâche wàhrend des Zugversuchs (vgl. § 9, 2) — , 
sei es, indem die hohe Spannung ausschlieBlich im Innern des Versuchsstùcks 
erzeugt wurde (Erhifczen einer vorher abgekühlten Kugel aus Steinsalz*). 

Auch für die Deutung der elektrolytischen Leitung wird die Zweck- 
mâBigkeit der Smekalschen Vorstellungen bestritten (Braun bek). Gestützt 
werden sie durch sonstige Tatsacben, die für eine Unterteilung auch der ein- 

G. Hütti^, Fortsohr. d. Phys., Chem, und phys. Chem. 18, Heft 1, 1924. 

*) Befindet sich im Innern eines Probestückes ein RiB oder auf seiner Ober- 
flâche ein Kerb, so werden die Spannungslinien gezwungen, ihren Weg um den 
RiB oder Kerb herumzunebmen. Infolgedessen drângen sie sich — wie es die 
Stromlinien einer Wasserstrômung tun wûrden — , am Ende des Risses oder Kerbs 
zusammen, d. h. dort herrschen viel hôhere Spannungen als im homogenen Material. 
Durch diese kann der RiB sich erweitern, was zu einer noch stârkeren Spannung 
und schlieBlich zum Bruch des Materials führt. Die Kerbwirkung ipielt in der 
techniâchen Festigkeitslehre eine groBe Rolle. Um sie zu vermeiden, mûssen z. B. 
Nietenbâlse sorgmltig gerundet werden. Das Glassohneiden berubt auf der Kerb- 
wirkung des Diamantritzes. 

8) A. Joffé, The Physics of Crystals, McGraw Hill Book Co., New York 1928, 
Bowie Trans. Faraday Soc. 24, 1928 (KongreB über Problème der Kohâsion mit 
zahlreichen wichtigeu zusammenbângenden Vortrâgen). 

*) A. Joffé und M. Lewitzky, Zeitschr. f. Phys. 85, 442, 1926. 
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heitlich erscheinenden Kristalle in ganz kieine Idealbereiche sprechen und die 
aile auf die gleiche GrôJBenordnung der Bereiche (etwa 1000 Atome) hinweisen. 
Als solche sind nach Smekal anzufübren: die Intensitat von Rôntgen- 
interferenzen gemàC der Théorie von Darwin, die oben erwâbnten Mineral- 
fârbungen und schlieBlich die Untersuchungen über das Wachsen von Silber- 
und Quecksilberniederscblâgen durch Sublimation (Ester mann). Bel der 
ultramikroskopischen Untersuchung dieser Scbichten zeigte sicb, daB sie bei 
geringer Dicke aus Einzelkristâllchen von mindestens 1000 Atomen bestanden, 
die erst in dickeren Scbichten zusammenwacbsen. 

Im ganzen làBt sicb heute wohl nur sagen, daB die Vorstellung „kon- 
stitutioneller“ Poren oder Lockerstellen manche Gründe für sicb bat; daB sie 
aber quantitativ noch nicht brauchbar geworden ist. Selbst in qualitativer 
Hinsicht gehen verschiedene Vorstellungen nebeneinander ber oder durcb- 
einander, z. B. was die GrôBe der Lockerstellen betrifft, ob sie ortsfest sind 
oder sicb wie ein dynamischer Zustand durch den Kristall fortbewegen und von 
welcber Art die Lockerung der Atome eigentlicb ist. 

11. Die mechanischen Eigenschaften der Metall kristalle. 

§11. Die Herstcllung von Metalleinkristallen. Von dem Krafte- 
spiel, das die Atome eines Metalls in ^Gitterlagen bàlt, wissen wir noch 
so gut wie nichts. Die Tatsacbe der ben elektrischen Leitung durch 

Elektronen ^), die stândig mehr oder ' j frei im Gitter anwesend sein 

und das Gitterpotential beeinflussen n j>richt genügend dafür, daB die 

Stabilitàtsverbàltnisse der Metallgitter ^ nZ anders sein müssen, als die von 
lonengittern. 

Auch experimentell ist von der Physik der Metalle bis vor kurzem 
wenig bekannt gewesen, trotz der ungebeuren metallograpbiscben Literatur. 
Das kommt daher, weil metallische Ëinkristalle sebr seltene Zufallsprodukte 
waren, die im allgemeinen nicht systematisch untersucht wurden. Die folgende 
Darstellung braucht daher die âlteren Untersuchungen nicht zu berücksichtigen, 
die wir nur insoweit versteben, um zu seben, daB ibre Deutung in einer 
physikalischen Théorie so gut wie aussichtslos ist, Solange nicht die weitaus 
prinzipielleren und einfacheren neugefundenen Erscheinungen an Einkristallen 
theoretisch faBbar sind. 

Zur Herstellung von Einkristallen gibt es zwei Wege und ver- 
scbiedene Ausfübrungsformen *). 

Die Herstellung aus der Scbmelze fuBt auf den Tammannscben 
Untersuchungen über den Mecbanismus des Kristallwacbstums ^). Hiernacb 
bilden sicb in der kâlter werdenden Scbmelze zunâchst [als statistische 
Zufallsprodukte] Eeime, die nun nach allen Richtungen mit Gescbwindig- 

DaB wirklich freie Elektronen die metallische Leitung besorgen, geht am 
unzweideutigsten aus den e/m*Bestimmungen in Metallen durch S. J. und L. J. 
H. Barnett hervor. Proc. Am. Acad. Arts Soi. 60, 127, 1925. 

. *) Vgl. Bd. III, 1, Kap. 11, § 19 und Kap. 12, §9.. 

S) G. Tammann, Kristallisieren und Schmelzen. Leipzig, J. A. Barth, 1903. 4 
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keiten weiterwachsen, welche durch die kristallographische Orientierung der 
Flachen und durch die Zahigkeit der Schmelze bestimmt sind. Ein Viel- 
kristall entsteht aus yielen Keitnen, die schlieOlich, zu Kdrnern oder Kristalliten 
auBgewachsen, in den Korngrenzen zusammenstoCeD. Letztere sind bekanntlich 
am geschliffenen und polierten Metall durch Anatzen mit Sâuren, Alkalien 
oder sonstigen chemischen Mitteln sichtbar zu machen. 

Will man Einkristalle erhalten, so ist dafür zu sorgen, daC nur ein 
Keim weiterwâchst. Czochralski '), der als Erster systematische Unter- 
suchungen an Einkristallen durchgeführt hat» zieht einen Kristallstab langsam 
nach oben aus der Schmelze heraus, mit einer (durch Versuch festzustellenden) 
Geschwindigkeit, die der Wachstumsgeschwindigkeit einer seiner Kristall- 
flàchen entspricht. Durch Zufall oder bis zu einem gewissen Grade durch 
Ansetzenlassen an einen geeignet orientierten Impfstab kônnen Kristalle ver- 
Bchiedener Orientierung erzeugt werden, die meist runden Querschnitt von einigen 
Millimetern Durchmesser und Lângen von 20 cm und mehr haben. Etwas 
anders wurde der gleiche Gedanke von Obreimow und Schubnikow^) und 
von Bridgman^) ausgestaltet: die Kristallisation findet in einem GefàH von 
beliebiger Form statt, das unten in einer Kapîllare endet. Die Abkühlung 
erfolgt durch langsames Senken des GefaHes durch die untere Offnung eines 
elektrischen Ofens. Die Kristallisation beginnt in der Kapillare, in der ein be- 
sonders günstig gerichteter Kristallkeim bald die Vorberrschaft gewinnt, weil 
seine Richtung schnellsten Wachstums axial in der Kapillare liegt; er wâchst 
dann durch das ganze erstarrende Volumen hindurch. Auf diese Art lassen 
sich einkristalline Stâbe und Platten sofort in geeigneter Form fur Zug- 
versuche herstellen*). 

Die zweite, prinzipiell andere Méthode, Einkristalle zu erzeugen, beruht 
auf der Rekristallisation nach vorhergegangener Reckung. Sie ist 
insbesondere von Carp enter und Elam ausgebildet worden und eignet 
sich für Blechstreifen und runde Stàbe (weil nur in diesen beiden Formen 
eine über den Querschnitt genügend homogène Reckung erzielt werden kann). 
Das Verfahren besteht z. B. bei Aluminium darin, dah das angelieferte Material 
(von môglichst gleichmâGigem Korn) zunàchst durch sechsstündiges Anlassen 
(= Erwàrmen) auf 550® C von inneren Spannungen vollstândig befreit, dann 
durch Zug um 1,6 bis 2 Proz. plastisch gedehnt und dann einer weiteren 
Wàrraebehandlung unterworfen wird, die das Ziel bat, durch „ Rekristallisation “ 
zur Zerstorung der alten Keime und zur Bildung weniger groGer Kôrner — 
womôglich eines einzigen — zu führen. Dies wird mit einer Ausbeute von 
etwa 30 bis 60 Proz. an Einkristallen erreicht durch viertâgiges Anlassen bei 
langsam steigender Temperatur von 450 bis 550® C, das durch eine ein- bis 

D J. Gzocbralski. Zeitschr. f. phys. Chem. 92, 219, 1018, vgl. aucb seine 
„ Moderne Metallkunde“. Springer, 1924. 

*) L. Obreimow und L. Schubnikow, Zeitschr. f. Phys. 26. 31, 1924. 

3) W. P. Bridgman, Proc. Am. Acad. Arts and Sci. 60, 306, 1925. 

Welche Yorsichtsmafiregeln unter Umstanden gegen unerwûnschten Zug zu 
ergreifen sind vgl. bei P. Kapilza, Proc. Roy. Soc. (A.) 119, 358, 1928. 

&) H. C. H. Carpenter und C. F. Ëlam, Proc. Roy. Soc. (A.) 100, 329, 1921. 
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sechsstündige Erhitzung auf 600 bis 640® C abgeschlossen wird. Diese letzte 
bezweckt, einen oberOâchlichen Belag von kleinen Kristallen zur Résorption 
in den Einkristall zu bringen, der inzwiscben das Innere der Probe erfüllt 
bat. Von Vorteil ist es, bei der thermischen Behandlung den heiQesten Punkt 
des Ofens an ein Stabende, nicht in die Stabmitte zu legen uud die Stabe 
zum SchluO noch oberflàcblich abzuàtzen [Karnop und Sachs] ^). Sebr 
wesentlich kommt es bei diesem ProzeO auf die Einbaltung der optimalen 
Dehnung an, wie Fig. 749 zeigt. Sie variiert von Metall zu Metall — ist z. B. 


Fig. 749 2) 



Rekristallisierte Aluminiumstabe nach Dchnungen von 10, 8, 6, 4, 2 und 0 Proz. 
(lin, Vergr. 0,85). 


fur Eisen mit 3,25 Proz. entschieden hôher als für Al. Ist ein Metall in- 
homogen gereckt, so ist die GroOe des rekristallisierten Korna ôrtlich ver- 
schieden. Man sieht dies an den Kôpfen der Proben in Fig. 749, die bei der 
Dehnung eingespannt waren und offenbar auch bei den starkgereckten Proben 
nicht über die günstige Deformation hinauskamen. 

Um die Abbangigkeit der KorngrôCe, die beim Rekristallisieren entsteht, 
von dem Reckgrad und der AnlaOtemperatur zu veranscbaulichen, bat Czoch- 

1) R. Karnop und G. Sachs, Zeitschr. f. Phys. 42, 283, 1927. 

*) Aus J. Gzoohralski, Moderne Metallkunde in Théorie und Praxis, mit 
freundlicher Erlaubnis des Yerlags J. Springer, Berlin. 
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ralski y^RekHstallisationsdiagramme” eingeführt, von denen dasjenige für 
Kiipfer als Fig. 251 in Bd. III, 1, Kap. 11, § 19 wiedergegeben ist. 

Das Kekristallisationsverfahren gelingt nicht bei allen Metallen. Bei 
Kupfer Z. B, tritt eine Zwillingsbildung*) nach mehrereu kristallograpbisch 
gleichwertigen Ebenen ein, so daC man Einkristalle bisber nur ans der 
Schmelze gewonnen bat. 

Mit dem Rekristallisationsverfahren hàngt das „Pint8ch“ verfab ren*) 
zur Herstellung einkristallinen Wolframdrahtes für Glühlainpen zueammen. 
Der auR Wolfrainpulver geprefite und geainterte Vielkristalldrabt wird lang- 
eam durch einen Ofen gezogen, wobei.die Rekrîstallisation (auch „Sammel- 
kristallisation“ bei den Mineralogen genannt) stattfindet. Ein kleiner Zusatz 
von Thoroxyd zum Wolfram ist für das Gelingen weseiitlicb. 

Nicht ganz homogène, aber aehr schone Einkristalle von Wolfram wurden 
von van Arkel®) auf einer „Seele“ von Wolfram-Einkristalldraht erzeugt, 
indem dieser Draht in einer Atmosphare von W Clg zum Glühen gebracht 
wurde. Hierboi zersetzt sicb das gasfôrmige WCl^ und das Wolframgitter 
der Drahtseele wâchst in die Dicke. Bleistiftdicke Einkristalle wurden so 
erhalten. 

Insgesamt bat man nach den obîgen Methoden Einkristalle von Al, Zn, 
Sn, Bi, Cu, Ag, Au, Fe, Sb, Pb, Cd, Te sowie von Legierungen, z. B. Messing, 
bergestellt. Von diesen sind aber nur die ersten so gut in ihren mechanischen 
Eigenachaften untersucht, daû ein Bericht darüber notig wâre. 

§ 12. Die mechanischen Eigenschaften der Mctalleinkristalle bei 
einfachein Gleiten. 1. Der einfache Debnungsversuch. Ein Metall- 
einkristall kann so merkwürdige Festigkeitseigenschaften zeigen, daB man 
zunâchst nicht glauben würde, den gleichen Stoff in Hânden zu haben, den 
man im vielkristallinen Zustand kennt. Vor allem scheiden sich bei den 
meisten Metallen die Kristalle in «dehnbare** und „sprôde“. Die letzteren 
haben gegenüber Vielkristalldrahten eine sehr viel geriugere Zugfestigkeit und 
reiBen, wenn man sie zwischen den Fingern zu dehnen sucht, nach unmerklicher 
Lângung irgendwo glatt ab — unter Ausbildung einer scharf spiegelnden, 
offenbar kristallographisch vorgeschriebenen ^ReiBebene". 

Bei den dehnbaren Kristallen, die wir zunâchst betrachten wollen, ist 
oft die Dehnbarkeit erstaunlich. Es ist manchmal môglich, einen stricknadeU 
dicken Einkristalldraht mit den bloBen Hànden auf die doppelte Lange zu 
dehnen. Dabeî wird seine vordem glatte Obertlâche schuppig, die Dehnung 
erfolgt ruckweise, unter deutlicben Knister- oder Knackgeràuscben. Der 
Widerstand gegen die Dehnung wâchst an: es tritt „Verfestigung“ ein. 

Quantitativ sieht man diese Verhâltnisse an dem Dehnungsdiagramm 
für Zink (Fig. 750) dargestellt, das einen Einkristall von mittlerer Dehnbarkeit 

') C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. London (A) 118, 28, 1926. 

*) Nâheres bei R. Gross und N, Blassmann, Neues Jahrb. f. Min., Qeol., 
Palâontol., Beil. Bd. 42, 728, 1919. 

*) A. E. van Arkel, Physica 8, 76, 1923. 
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betrifft. Die maximale Verlàngerung, bei der hier Bruch eintrat, betrug 
76 Proz., die zugeborige Last 1,95 kg ist bequem herzustellen, indem man 
den Draht zwischen den Fingern hait. Es tritt kein „FlieÛen“ eiü, d. h. keine 
zeitUch konstante oder zunehmende Dehnungsgeschwindigkeit bei fester Last. 
Soûdern jede Vermehrung der Dehnung muÛ durch Steigerung der Last er- 
reicht werdeD. Der ruckweise Charakter der Dehnung zeigt sich an den 
Stufen der Dehnungskurve, Wahrend der Dehnung entstehen auf der blanken 

und vorher glatten Oberflàche des Drahtes 
«Gleîtellipsen^ ^). Sie sind ein Zeichen 
dafiir, da6 die Verlàngerung des Drahtes 
dadurch zustande kommt, dalî der Kri- 
stall in gewissen parallelen Ebenen von 
kristallographisch bevorzugter Stellung 
in àhnlicher Weise gleitet, wie dies etwa 
ein Stapel Postkarten bei einer scheren- 
den Beanspruchung tut. Bei Zn ist die 
bevorzugte Gleitebene die Basisebene 
(0001), ebenso beim hexagonalen Bi. 
Bei anderen Kristallenjnsbesonderehoch- 
symmetrischen (kubischen), treten Gleit- 
ebenen verschiedener Stellung auf und 
komplizieren das Bild. Es ist daher 
zweckmàüig, den Untersuchungen von 
Polanyi, Schmid und Mitarbeitern fol- 
gend, die Vorgànge in den hexagonalen 
Kristallen voranzustellen. 

2. Die Geometrie des eînfachen Gleitens. AuCer der Gleitebene 
ist in ihr eine Gleitrichtung kristallographisch festgelegt. Bei Zink ist 
dies eine digonale Achse (I. Art). Die Zeichnungen (Fig. 751) nach einem 
von Polanyi 2) angegebenen Modell der Gleitung von Zink erlâutern den 
Gleitvorgang. Der drahtfôrmige Ausgangskristall ist dargestellt durch einen 
StoÛ gleich dicker Holzscheiben, deren Ober- und Unterseiten Basisebenen 
(0001) des Einkristalls sein sollen. Auf der obersten Flàche ist die kristallo- 
graphische Orientierung durch ein Sechseck angegeben; die digonalen Achsen 
I. Art gehen vom Mittelpunkt nach den Ecken des Sechsecks (Pfeil der Figur). 
Die Lage zwischen kristallographischen Achsen und Drahtachse ist durch 
Angabe der Winkel % und A bestimmt {% = Winkel Drahtachse/ Basisebene^ 
X = Winkel Drahtachse/nàchstgelegene digonale Achse I. Art). (Die hier- 
bei noch bestehende Zweideutigkeit ist wegen der Symmetrie von keinem 
EinâuO.) 

Wird nun der Kristall aus dieser Ausgangslage gedehnt, so gleiten im 
Modell die Holzscheiben in der Gleitrichtung aufeinander ab. Als Betrag der 

D Vgl. die „GleitliDien“ von Kap. VII, § 15. 

*) H. Mark, M. Polanyi, E. Sobmid, Zeitschr. f. Phys. 12, 58, 1922. 


Fig. 750 . 



Zug-Dehnungsdiagramm 
für Ziok-Einkristalldraht. 
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Gleitung oder als „Abgleitung“ a bezeichnen wir mit Sachs i) die Strecke, 
um die sich zwei Gleitflachen in der Entfernung 1 (senkrecht zii den Flachen 
gemessen) verscboben haben. 

Bezeichnen wir die Einheitayektoren in der Gleitrichtung mit 9, senkrecht zur 
Gleitflache mit ferner mit Iq und I| die Vektoren vom Anfangs- zum Endpnnkt 
des Drahtes vor und naeh der Gleitung, mit Iq und ihre Betràge, mit a daa Mafi 

Eig. 751. Fîg. 752. 



der Gleitung, wie es eben definiert wurde. In Fig. 752 liegen Iq, und g in der 
duroh Drahtachse und Gleitrichtung gegebenen Ebene, hingegen nicht. Oenken 
wir das untere Drahtende O featgehalten, ao ist die Verschiebung des oberen 
Drahtendes vektoriell 

a (lo ®) . g oder a Iq sin Xo . 0 


(d. b. in Richtung g, von der Lange a mal Komponente O P der Drahtlange senk* 
recht zur Gleitflache), Also ist 

h = ïo4-«(to@)-9 («) 

Die Dehnung des Drahtes erhàlt man auf zwei Weiaen: durch Bildung entweder 
des Vektorproduktes mit g oder des skalaren Produktes mit ® [bei dem (g®) = OJ: 


[Il g] =: [Io9], d. h. für die Betràge: l^sinXi = 

(II®) = (lo®), d. h. „ „ „ h ~ 


Die Dehnung 


d zrr. 


/1//0 - 


sin Aq 
sin Aj 


sin x^ 


. . . GS) 


kann also aus den Neiguugen der Drahtachse gegen Gleitrichtung oder Gleitebene 
in gleicher Weise entnommen werden. 

Bilden wir das Quadrat der Gleichung («), ao gewinnen wir die Abgleitung a: 
= ^0 “h 2 a (ïo ®) (lo 0) -f (Iq W = (1 4- 2 a sin Xo cos Xq -|- siti^ Xo)> 

“ sïn xo (N* — cos ^0) (y) 


oder unter Benutzung von (/?): 

cosXi COSÀq 

'^'~'smxi sinxo 


iy') 


Die Abgleitung lâfit sich also bei Kenntnis der Ausgangaorientierung allein durch 
Messen der Dehnung oder der Endorientierung bestimmen. 


1) Siehe E. Schmid, Zeitschr. f. Phys. 40, 64, 1926. 

*) Die Dehnung wird entweder, wie oben definiert, als Verhàltnis d == Ii/Iq 
der Lângen nach und vor der Deformation gemessen, oder als prozentische Dehnung 

gl. Kap. VII, § 3). d iat ein Lângenverhâltnis, d' ein Ver- 
! 

MallefPoulllet I, 2 . 11. Aufi. 


d' z= 100 
lângerungsverîiàltn 
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Durch dieGleitung flacht sich der — ursprünglich als rund angenommene — 
Querschuitt des Drabtes ab, so daÜ der Drabt mebr einem Band àbnelt. Da 
die Deformation durch Gleitung offenbar eine einfacbe affine Verzerrung ist, 
geht der kreisfôrmige Querscbnitt in einen elliptiscben über, dessen groÛe und 
kleine Acbse die Breite und Dicke des Bandes bilden. Die Breite bleibt dabei 
nur gleicb dem Durcbmesser des ungedebnten Querscbnitts, wenn die Drabt- 
acbse in der durcb Gleitebenen normale und Gleitricbtung bestimmten Ëbene 
liegt. Bei anderer Lage ist die entstebende Bandbreite grôfier als jener 
Durcbmesser. (In der Fig. 751 z. B. tritt eine kleine Verbreiterung ein.) 
Am gedehnten Band zeicbnen sicb die Spuren der Gleitebenen durcb Gleit- 
ellipsen ab, aus deren mikroskopiscb vermessener Lage rückwârts sowobl die 
Neigungen der Gleitebenen wie der Gleitricbtung gegen die Bandacbse oder 
gegen die Acbse des ungedebnten Kristalls ermittelt werden kônnen. Wird 
nun noch mit Rôntgeninterferenzen die kristallograpbische Lage der Drabt- 
acbse bestimmt, so gewinnt man die kristallograpbiscbe Bezeicbnung der 
Gleitebene und Gleitricbtung. 

Die folgende Tabelle zàblt die bisber gefundenen Gleitebenen und Gleit- 
richtungen sowie die Reifiebenen auf. Soweit kristallograpbiscb ungleiob- 
wertige Ricbtungen auftreten, sind sie in der Reihenfolge ibrer Hâufigkeit 
aufgefübrt. 

Tabelle 2. Gleitelemente der Metalle^). 


Metall 

Struktui' 

Gleit- 
richtung 0 

üleit- 

flâche 

Reifi- 

flache 

Dlchte.ste 

Gittergeraden 

Di ch teste 
Net/.- 
ehenen 

Zink 1 ^ hexagonale dicb* 

Cadmium / teste Packung 

_ j 

(0001) 

(0001) 


[1010] 

(0001) 

(lOÏO) 

Zinn . . 1 

tetragonal de- 
formierter Dia- 
manttyp 

[001 i 
1101 
riiij 

(100) 

U. (110) 


[001 

[loo; 

1, [111], [101] 

(100) 

(110) 

Al, Cu. 1 \ 
Ag, Au 1 / 

kubiscb 

flachenzeiitriert 

} [loi] 

(111) 

- 


[101] 

(111) 

Wolfram \ 
Eisen / 

kubiscb 

raumzentriert 

} [111] 

? 

- 


[111] 

1 (111) 

1 

Wismiit 1 

rbomboedriscb, 
fast kubiscb 

[101] 

[110] 

(111) 

(lïl) 

(111) 

(111) 


[101] 

[110] 

i (111) 

i (111) 

Tellur. . 

rbomboedriscb 

[lOlOJ 

(1010) j 

(1010) 


[loTo] 

' (0001) 


Der Gleitvorgang kann in geometriscber Hinsicbt geuauer bescbrieben 
werden als „Biegeglei tung“. So wie wir ibn bisber gescbildert baben 
(reine Gleitung), müCte nàmlicb zugleicb mit der Lângung eine Scbragstelliing 
der Stabacbse stattfinden, entsprecbend Fig. 753 b. Da dies in Wirklichkeit 
nicbt gescbiebt, muC notwendig eine Neigungsanderung der Gleitfiacben er- 
folgen. Sie findet vorzugsweise an den Ansatzstellen des Bandes an die 
ungedebnten Kristallteile statt. Haufig bildet sicb die in Fig. 753 c an- 
gedeutete Begrenzung infolge der Gleitung aus. Besitzen die Gleitebenen 

Nacb M. Polauyi, Die Naturwiss. 10, 289, 1928. 
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an den Übergangsstellon zwischen Kristallkôrper und Band die Fàhigkeit der 
Biegung, so genügt dies offenbar. Denn das bandfôrmige Mittelstück ist 
dann gewisserinaOen an zwei Gelenken gelagert und kann bei weiterer Debnung 
durch bloÛes Gleiten (ohne Biegung) in der Zugrichtung bleiben. Sofern aber 
das bandfôrmige Stück sich nicht gleichmàSig ausbildet, wandert die Stelle 
der Biegung durch den Kristall fort. DaC an den Biegungsstellen die Gleitf 
flâchen anders als in der Mitte beansprucht 
werden, ist natürlich. Daher findet sich 
dort eine grôCere Deformation senergie vor 
als in der Mitte. Die Biegegleitung ist zu- 
erst von Mügge^) bei Untersuchungen über 
das Gleiten in nichtmetallischen Kristallen 
beschrieben worden; fûr Metalle hat Po- 
lanyi^) diese Vorstellung herbeigezogen. 

3. Die Dynamik des einfachen 
Gleitvorgangs. Wie steht es nun mit den 
Eràften beim einfachen Gleit- und 
ReiCvorgang? Durch die schônen ünter- 
suchungen von Taylor und Elam und von Schmid ist in direkter Weise 
bewiesen worden, daC Gleiten immer dann eintritt, wenn der Zug 
auf den Draht in der Qleitehene und Gleitrichtung eine Schub- 
spannungskomponente erzeugt, die einen kritischen Wert über- 
steigt. Ist 7j der Zug im Draht (d. h. Kraft pro Einheit des Quer- 
schnitts g senkrecht zur Achse), % der Winkel zwischen Achse und Gleit- 
ebene, l derjenige zwischen Achse und Gleitrichtung g, so ist die Zugkom- 
ponente làngs g: Z cos A und, bezogen auf die Gleitebene von Querschnitt q/sin Xt 
die Schubspannungskomponente t Z cos X sin Xt wâhrend die Normal- 
komponente der Spannung in der Gleitebene v = Zsin^x 

Zunàchst ist von Polanyi und Schmid®) gezeigt worden, daÜ all- 
seitiger Druck auf einen Einkristalldraht (Zn und Sn) ohne EinfluQ auf das 
Eintreten der Gleitung ist. Sie stellten den Dehnungsversuch in einer mit 
CO 2 füllbaren Bombe an. Dann abef hat Schmid den Eintritt des Gleitens 
in Abhângigkeit von der Orientierung der Stabachsen untersucht und gefunden, 
daü, wenn überhaupt Gleiten auftritt, es bei dem Zug beginnt, bei welchem 
die kritische Schubspannung r* überschritten wird, einerlei, wie grofi dabei 
der Normaldruck ist. 

Wie erwàhnt, sind nicht aile Kristalle des gleichen Stoffs «dehnbar^, 
d. h. zeigen die Gleitung. Es gibt auch ^sprôde^* Kristalle, die bei zunehmen- 
der Last reiOen, ohne sich plastisch verformt zu haben. Der kristallinen 
Eigenart entsprechend tritt auch das Reifien lângs einer kristallographisch 
bestimmteu Ebene ein, „Reifiebene‘‘. Ob Gleiten oder ReiCen eintritt, hangt 
von der Temperatur, der Belastungsgeschwindigkeit und der Orientierung der 

^) Mûgge, Neues Jahrb. f. Min., Geol., Palâontol. 1898(1), S. 71. 

*) H. Mark, M. Polanyi, E. Schmid, Zeitwshr. f. Phys. 6, 58, 1922. 

®) M. Polanyi, E. Schmid, ebenda 16, 336, 1923. 


Fig. 753 a, b, c. 
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Drabtachse im EiokHstall ab. Zinkkristalle z. B. bei der Temperatur der 
flüssigen Luft sind sprôde und zeigen die Basisebene als ReilSââche. Nâheres 
ftber ReiCen vgl. unten. Für das Eintreten des ReilBens ist die Schubspannting 
in der ReiÛebene belaiiglos und die Überschreitung einer kritischen Normal- 
Bpannung Vorbedingung. Sind die kritischen Werte Tjt und v* bekannt 
(sie hangen selbst noch von der Temperatur und der Belastungsgeschwindig- 
keit ab), so lâût sich voraussagen, von welcher Orientierung ab der Draht 
aufhôrt, dehnbar zu sein: es ist oifenbar der Bereich der Sprôdigkeit 
jener Winkelbereich (jj, A), in dem bei Steigerung des Zuges erst die Normal- 
spannung v* erreicht wird. Für Wismuti) darf A = ^ gesetzt werden 
(die Gleitellipsen liegen nahezu symmetrisch im Band); aus den Dehnungs- 
versuchen mit verschieden orientierten Kristallen folgt als Mittelwert fûr 
die kritische Schubspannung r “221 g/mm* und aus Reifiversuchen 
Vft ~ 324 g /mm*. Mithin ergibt sich der Grenzwinkel % zwischen dehnbar 
und sprôde aus 


r — X cosx sin % = 221 , 3 ^^^. 

V — Zsin'^x ™ 324 ’ 221 ’ ^ 


55042'. 


In der Tat fin den sich bei den untersucbten 25 dehnbaren Bi-Kristallen 
nur ;|r-Winkel von 28® bis 46® 30', bei den 17 in den Tabellen aufgeführten 
sprôden Kristallen nur Winkel von 65 bis 79®. 

Die Temperatur beeinflufit den Wert der kritischen Normalspannung bei 
Bi nicht; die kritische Schubspannung hingegen fàllt mit steigender Tempe- 
ratur im Gebiet von 0 bis 200®C linear ab (221 g/mm* für 20^0, 100 g/mm* 
für 200® C). 

Aus der Winkelabbàngigkeit der kritischen Schubspannung ergibt sich 
als Wert für die El astizitâtsgren ze F (d. h. für denjenigen Zug, bei 
dem die erste bleibende Deformation eintritt) 

F — ^ bei symmetrisch liegenden Gleitellipsen^ 

cos A stn X \co8X sin % ^ J 

bzw. für die Reifigrenze jR 

n = *'* . 

Wie man sieht, sind solcbe „Grenzen“, die in der Technik zur Festlegung 
der mechanischen Eigenschaften kleiDkristallinen Materials eine grofie Rolle 
spieleu, für den elementaren Vorgang am Einkristall wegen ihrer Abhàngig- 
keit von der zufalligen kristallographischen Orientierung als Materialkonstanten 
ganzlich uncharakteristisch. 

Setzen wir nunmehr voraus, dafi Gleiten eintritt. Aus dem Dehnungs- 
diagramm Fig. 750 wissen wir, dafi der Widerstand gegen die Dehnung 
anfangs sehr steil, spater etwas langsamer anwachst, und zwar im grofien 
ganzen proportional mit der erreichten Dehnung. Dies Anwachsen ist durch 
ein bisher noch nicht restlos aufgeklartes Ineinandergreifen verschiedener 
Ursachen bestimmt. Es wird insgesamt als „Verfegtigung“ bezeichnet und 


D Georgieff und Schmid, Zeitschr. f. Phys.. 86, 769, 1926. 
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hàngt auf das engste mit der technisch àuCerst wichtigen Verfestigung mikro- 
krîstallinen Materials zusammen. 

ZuDâchst gibt es beim Dehnungsversuch einen rein geometriscb bedingten 
Anteil, die „Orientierung8 verf estigung“. Sie entsteht durch die bei 
dem Gleiten stets zunehmende Schràgstellung der Gleitebene gegen die Draht- 
achse. Hierdurch sinkt nâmlich bei gleichbleibendem Zug im Draht die 
ScbubspaunuDg. Demi da nach der Définition der beiden WinkeP) stets 
X < ^ < ^^0®, so ist T — Zcosk sinx < Zcosx sinx = sin 2 x> Über- 
Bchreitet % Wert 46®, so fàllt t ab. 

Beziehen sicb Xot der Querscbnitt Qq auf die Ausgangslage des Drahtes, 

80 laiît sich vermôge (/5) die Schubspaunung in Gleitebene und -richtung durch die 
Ausgangslage uud die Dehnung d = 1 /Îq darstellen: 

T = Z COS X sinx — Z{lQ/l)sinXo V I — (lo/l)^ sin* Ao 


— Zsinxo 


]/ d~ — sin* Aq 




• • (d') 

Tj. . d 

Für kleine Winkel Xq oder groüe Dehnungen ist also annabernd Z = . 

si n Xa 

Bliebe für das Eintreten von Gleitung die kritische Schubspannung unveranaert 
in Geltung, so würde sich als Spannung8-(Zug-)Dehnung8diagramm für einen Zn- 
Kristall mit Xq z=z Xo = 40® die gestrichelte Kurve in Kig. 754 ergeben. 
gleich der gestrichelten Kurve mit der ausgezogeneii , am Zn-Kristall 
Anfangsorientierung Aq = 40® tatsâch- 


Der Ver- 
von der 


lich aufgenommenen zeigt, daÛ in 
Wirklichkeit im Laufe der Dehnung 
eine erhebliche „wahre“ Verfestigung 
eingetreten ist. Wünscht man die 
Annahme eines unveranderlichen 
mit dem experimentell aufgenommenen 
Last-Dehniingsdiagramm ®) zu ver- 
gleichen, so ist der Zug Z mit dem 
jeweiligen Querschnitt des Bandes 
q — % Iq/1 (konstante Dichte!) zu 
multiplizieren. Die Last L wird 

Tj^qo 


Fig. 754. 


L 


d 


(<V) 


sin Xo y Xq 

Diese Kurve hat für grofie Dehnung 
eine horizontale Asymptote. 

Experimentell ergibt sich also, 
dafi die Orientierungsverfestigung 
nur einen kleinen Bruchteil der ge- 
nannten Festigkeitszunahine deckt. 



Dehnung 

Diagramm der beobachteten Verfestigung 
(ausgezogen) und der reinen Orientierungs- 
verfestigung (gestricbelt). 


Der ûberwiegende Teil ist auf eine Erhôhung der kritischen Schubspannung 
selbst zu schieben, die infolge der schon vorausgegangenen Gleitung eintritt 
(Kristall verfestigung, Widerstandserhôhung der Gleitflàchen). 
Zum Beispiel stieg bei dem der Fig. 754 zugrunde liegenden Zn-Kristall 


Nehmeu wir eine positive Richtung fûr die Orahtlânge { an, so kônnen die 
positiven Richtungen g und % stets so gewahlt werden, daO sie spitze Winkel mit 
4 - 1 bilden. Dies ist bei den vorangehenden und folgenden Rechnungen voraus- 
gesetzt. 

■ Die ^Last** ist die gesamte Kraft, die am Prüfobjekt angreift, der nZug'^ 
ist die Last geteilt durch die jeweilige Flache des Querschnittes. 
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die kritische Schubspannung von 145 g/mm* zu Beginn der Dehnung auf 
1138g/mm* bei d = 3,5 (250 Proz. Debnung). 

Immerbin ist es biernacb môglicb, einen ^Fliefigefabrkôrper" zu 
konstruieren, sobald feststebt, welche kritische Schubspannung für das erste 
Auftreten einer Gleitung maBgebend ist. Dies ist dann im wesentlichen 
ein Kôrper, der das Reziproke des Produktes cos k sinx für beliebige Achsen- 
richtungen a darstellt, wobei unter A iind % Winkel von û gegen das 
jeweils günstigst gelegene Gleitsystem zu verstehen sind. Schmid^) bat 
diesen Kôrper für Zink und Aluminium angegeben (siebe Fig. 755 und 756). 
Für Zn folgt, daO die Ëlastizitâtsgrenzen sich 
für ungünstigste und günstigste Orientierung 
wie 1 : 8 verlialten. Wird der Zn-Kristall fast 
in der Richtung der hexagonal en Achse be- 
ansprucht, so erfolgt ReiÛen nach der Basis; 

Fig. 755. 


Flîeûgefahrkôrper für Zn. 

dem entspricbt die kleinere, fast senkrecbt zur Hauptacbse stebende Flache, 
die das Modell oben und unten begrenzt. Die fast vertikalen Randflachen des 
Sternes bedeuten Abgleitung nach der Prismenflache erster Art *), wàhrend 
die grofien Ober- und Unterflàchen des Modells zur Abgleitung nach der 
Basis gebôren. 

Um von der Beschrànkung auf das Anfangsstadium des Gleitens frei zu 
koroinen, müOte bekannt sein, welcbe Funktion die kritische Schub- 
spannung tk von der scbon erfolgten Abgleitung a, bzw. von deren 
Gescbwindigkeit à ist. Setzt man die Geschwindigkeit à konstant (die 
Abweichungen sind bei konstanter Debnungsgeschwindigkeit nicht grofi), so 
ist nach Untersuchungen von Schmid^) an Zn die „Verfestigung“ wieder- 
zugeben durch ein lineares Anwachsen von r* mit der Abgleitung: 

tjf — 187 -|- 240 a [in g/mm*]. 

Dies gilt bis auf -f- 30 Proz. für Abgleitungen zwischen Null und 5. 

Sachs*) hingegen stellt bei Aluminium den folgenden Zusammenhang auf : 

Tfc = 4300 17® [iii g/ntini*], 

1) Zeittchr. f. Metallkde. 19 , 154, 1927. Der Kôrper wûrde besser „Gieit- 
ffefahrkôrper*^ genannt. Denn ob Fliefien (d. k. dauerndes Abgleiten bei konstanter 
Last) stattfindet, bftngt von der Verfestigang ab. Der Kôrper zeigt nur das Ein- 
treten einer ersten Gleitung an, bestimmt also die Ëlastizitatsgrenze in Abhangig- 
keit von der Richtung. 

*) Vgl. hierzu S. 973—974. 

*) Zeitschr. f. Phys. 40, 54, 1926. 

*) 6. Sachs, Zeitschr. f. techn. Phys. 8, 686, 1927. 



Fig. 750. 



Fliofigefahrkôrper für Al. 
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der die Beobachtuugen zwischen a = 0 und a = 1 gui wiedergibt. (Die 
spater zu besprechende Doppelgleitung erweist sicb als nicht stôrend.) 

Insgesamt bleibt also die Verfestigungskurve Tk{à) noch in weiteren 
Fâllen festzustellen, bevor allgemeine Scblüsse daraus gezogen werden kônneii. 

4. Der EinfluiS der Deformation sgeechwindigkeit auf die 
Dynamik des einfachen Gleitens. WiederhoH ist bernerkt worden, daC 
die Verfestigung wesentlich bedingt ist durch die Geschwindigkeit der 
Belastung bzw. der Abgleitung, und zwar in dem Siune, dafi sie bei schneller 
Formânderung grôCer eracheint. Syatematisch ist dieser EinâuiS von Haase 
und Schmid 1) an Zn, Bi und Sn mit âhnlicbem Ergebnis untersucht worden, 
indem sie zwischen die Dehnungen „Erholungspausen“ einschalteten, d. h. 
dem Eristall uach je 50 Proz. Debnung erlaubten, unter geringem Sinken 
der Spannung (die durch eine federnde Aufhangung geliefert wurde) durch 
^Fliefien" (weiteres Gleiten) einem statischen Gleicbgewichtszustand zwischen 
Dehnung und Spannung zuzustreben. Schaltet man hierbei nur eine kleine 
Pause ein — 1/2 bis 40 Minuten — , so tritt nur ein geringes Âbsinken der 
Spannung ein und die nàchste Dehnung 
tritt erst bei einer hôheren kritischen 
Schubspannung ein, als die vorher- 
gehende. Die im Laufe der Debnung 
hervorgebrachte Verfestigung hat sich 
mithin erst zu einem kleinen Teil ver- 
loren (obéré Kurve, Fig. 757). Wartet 
man jedoch nach jedem Dehnuugs- 
abschnitt 24 Stunden (bei Zimmer* 
temperatur) , so ergibt sich die untere 
ausgezogene Kurve. Dîese sitzt auf 
der gestrichelten Kurve auf, die für 
konstantes r* gelten würde(vgl.Fig.754). 

Erst gegen Ende der Dehnbarkeit, kurz vor dem ZerreiOen, geht die Ver- 
festigung im Laufe von 24 Stunden nicht ganz wieder zurück. 

Diese Messungen zeigen, daÜ die Ërholung, speziell die S chu b- 
erholung ein wichtiger Faktor zum Verstândnis der Dehnungsdiagramme, 
namentlich bei kleinen Dehnungsgeschwiudigkeiten ist. Die Erholungs- 
geschwindigkeit selbst steigt mit der Temperatur sebr schnell an. 

Zusammenfassung über einfache Gleitung. Fassen wir nunmehr 
zusammen, was sich über den einfachsten Dehnungsvorgang eines Einkristall- 
drahtes sagen lafit, so ist es dies: 

1. Die Dehnung bestebt in einem Gleiten nach einer kristallographisch 
im Kristallgitter festliegenden Ebene ^ und Richtung g. 

2. Die maÜgebenden Grôüen sind: die Orientierung der Drahtachse (des 

Zuges) gegen @ und g (Winkel % ^)» sowie die GrôBe der Abgleitung. 


Fig. 757. 



Dehnungskurve an Zn mit 
Erholungspausen. 


D Zeitscbr. f. Phys. 83, 413, 1925. 
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3. Gleiten tritt ein, wenn eine kritische Schubspannung in Gleitebene 
und -ricbtung erreicbt wird, ReiCen tritt ein, wenn eine kritische Normal- 
spannung v* senkrecht zur Gleit- (ReiJB-) Ebene erreicbt wird. Dies hângt bei 
gegebenem Zug von % und A ab. 

4. Wird weder noch v* erreicbt, so ist die Verzerrung nicht plastisch, 
sondern geht mit Aufhôren der Spannung zuriick (elaatisch). 

5. ist bei konstanter Abgleitgescbwindigkeit à Funktion von a, à, der 
Temperatur T und (was oben nicht erwâbnt wurde) stark beeinfluÛbar durch 
geringe Beimengungen anderer Atome (Legierung mit Konzentrationen Ci): 
tk (a, à, T, Ci). 

6. Die Abhàngigkeit der tk von à und vielleicht auch von T entstebt 
durch das „Gedàcbtni8“ *), daa der Kristall fur die vorangegangene Abgleitung 
bat. Dies verliert sicb bei Unterbrechung des Deformationsprozesses infolge 
einer zeitlich zunebmenden „Erbolung“. 

7. Neben der „ Kristall verfestigung" geht beim Dehnungsversuch eine 
nOrientierungsverfestiguug" einher. 

8. Es lâfit sicb ein „E’lieI5gefahrkôrper“ konstruieren auf Grund derjenigen 
kritischen Schubspannung, die fur jungfrâuliches oder vôllig erholtes Material 
gilts). 

9. Die experimentell realisierbare Dehnung entstebt durch „BiegegIeitung“. 

§ 13. Die mechaniscben Ëigenschafien der Metalleinkristaiie bei 
mehrfachein Gleiten. 1. Kristallograpbiscb gleichwertige Gleit- 
systeme. Nàchst dem Zink ist Aluminium am besten untersucht, durch 
eineGruppe englischer Forscher, Carpenter®), Elam, Taylor und Mitarbeiter, 
und durch Sachs und Mitarbeiter im Kaiser Wilhelm-Institut für Metall- 
forschung in Dahlem. Da Aluminium kubisch ist, müasen zu jeder Gleit- 
ebene und -richtung eine Reihe kristallograpbisch gleichwertiger auftreten. 
Dies führt zu einem „mehrfachen Gleiten". 

Die Methodik von Taylor und Elam bestand darin, einen ursprünglich 
runden, durch Recken und Anlassen hergestellten Einkristall (siehe § 11) 
auf quadratischen Querschnitt abzufràsen , auf den vier Seitenflâchen mit 
einer Reihe von Làngs- und Quermarken einzuritzen und ihn dann der 
Dehnung zu unterwerfen. Hierbei ândern sicb nicht nur die Abstande der 
Marken, sondern auch ihre Neigungen gegen die Stabachse; auch bleibt 
der Stabquerschnitt nicht rechtwinklig. Aus diesen Daten kann die im 
Stabe erfolgte Deformation berechnet werden. Zugleich liefert die Rôntgen- 


D So bat Th. v. Kàrmàn treffend die Eigenschaften der Materie charakteriiiort, 
die durch Integralgleicbungeu zu formulieren sind. Hierzu gebôrt die Erholuug. 
Naturwiss. 4, 489, 1916. 

*) Dies ist nur dann sirenggenommeu sinnvoll, wenn jenes sich als un- 
abhângig von der Gescbwindigkeit berauBstellt, mit der der elastische Teil der 
Deformation durchlaufen wird. 

D ZusammenfasBend berichtet H. C. B. Car peu ter in J. Instit. of Metals, 
Mai 1926. 
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untersucLung [etwa nach dem Verfahren von Müller]») die krietallo- 
graphische Orientierung der Stâbe. Das Ergebnis der Untersuchung *) war, 
daC bei Al die Oktaederebene (1 11) Gleitebene ® und die Würfelflàchen- 
diagonale [110] Gleitricbtung g ist. Da Al eine kubisch flâcbeuzentrierte 
Struktur bat (Fig. 758), ist ® die dichtest besStzte Ëbene und g die dicbtest 
besetzte Richtung im Gitter. In der Ebene (111) liegen die drei Gleit- 
richtungen [110], [lOÎ] und [Olî], nach denen in der Figur die (lll)-Flache 
schraffiert ist. Welche von diesen Gleitricbtungen in Tâtigkeit tritt, hàngt 
von der Richtung des Zuges, also von der Richtung der Stabachse ab. Nach 
dem, was wir als Gleitbedingung bei Zink kennengelernt haben, ist das Er- 
gebnis von Taylor-Elam») unmittelbar einleucbtend: das Gleiten beginut 
nach jener Richtung, die dem Zug am nâchsten liegt. Hat z. B. die Stab- 
achse die Lage des Pfeils in Fig. 758, so wird das Gleiten auf der nach 
scbràg oben links weisenden Schraffur [01 1] einsetzen. In dieser Rich- 
tung hat dann die Tangentialspannung 
der (111)- Ebene die grôûte Schub- 
komponente. 

Ob überhaupt die schraffierte 
Ëbene (111) oder eihe der drei anderen 
gleichberechtigten in Tâtigkeit tritt, 
hângt davon ab, in welcher Ebene nach 
einer der Gleitricbtungen zuerst die 
kritische Schubspannung r* erreicht 
wird, d, h. für welches Paar ((^, g) das 
Produkt Z cos X sin % zuerst diesen Wert 
erreicht Da wegen der kubischeii 
Symmetrie jede Richtung 47 vôllig 
gleichberechtigte hat, genügt es, die 

Stabachse uber 1/48 der Oberflache struktur mit Gloitebene und -richtungen. 
der Einheitskugel wandern zu lassen 

(zwischen den Richtungen der Würfel-, Oktaeder- und Rhombendodekaeder- 
normalen), um aile Môglichkeiten für den grôQten Wert des Produktes cos X sin % 
zu erschôpfen. Es entstelit der von Schmid angegebene 48-flâchige FlieC- 
gefahrkôrper (Fig. 756), der zu jeder Richtung der Stabachse die Elastizitàts- 
grenze (d. h. den Zug, bei dein Gleiten eintritt) angibt. Dieser Kôrper ist 
soinit das Reziproke zu der von v. Gôler und Sachs*) benutzten 
Schablone, bei der in einer stereograpbischen Projektion des von den Rich- 
tungen [010], [110], [111] bestimmten 48stels der Kugelflâche eine Kotierung 
nach dem Wert des Produktes cos X sin % aufgetragen ist. In der Zeichnung 
Fig. 756 ist eine solche Kotierung benutzt, um die ràumlichen Verhàltnisse 
hervortreten zu lassen. 

') Müller, Proc. Roy. Soc. (A) 105, 500, 1924. 

2) G. J. Taylor, C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. (A) 102, 643, 1923. 

Dieselben, ebenda 108, 28, 1925; t. a. Mark, Polanyi und Schmid, 
Zeitschr. f. Phys. 12, 68 (insbesondere S. 101), 1922. 

*) Frhr. v. Gôler und G. Sachs, Zeitschr. f. Phys. 41, 113, 1927. 
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Um sich die Zuordoung zwischen den Teilen der Kugeloberdache und den 
Gleitebenen und -richtungen klarzumachen, betrachten wir Fig. 759, welehe die 
Durcbstofipunkte der Gleitricbtungen 0 und Gleitebenennormalen a mit dem Wûrfel 
enthâlt, der um den Uraprungsort O dieaer Richtungen beschrieben ist. Betrachten 
wir dae Gleiteystem, das in der Figur hervorgehoben ist: Gleitebene schraffiert, 
Gleitebenennorraale ÙEj Gleitricjitung O und fragen wir, in welchem iSstel der 
Kugeloberflâche, d. h. in welchem Achtel einer Wûrfelflâche der Durchstoûpunkt a 
der Drahtachse liegen muQ, damit das bezeichnete Gleitsystem das günstigete ist, 
oder damit cos X sût x den Maximal wert annimmt. 

Da der Winkel A zwischen a und der Gleitrichtung nie kleiner als Winkel x 
zwischen a und der Gleitebene sein kann, kann cosXsivtx nicht grôfier sein als 
cosxsmx ~ ^!iSin2x', dieser Wert kann aber fûr jeden Winkel x erreicht werden. 
Sein Maximum tritt fûr X x = 45® ein. Diese günstigste Lage lâfit sich 
mit n fur das gekennzeichnete Gleitsystem erreichen: der Endpunkt M von û liegt 


Fig. 759. 



Ziiordnung von Gleitebenen und 
-richtungen. 


Fig. 760. 



dann in der Figur auf der Verbindungslinie derart, daC dej;^ rechte Winkel H O E 
halbiert wird. Da die Strecken O K : OU im Verhaltnis ys : y 2 stehen, muB M 
naher an H als an E liegen, d. h. links von der vertikalen Symmetrielinie der 
vorderen Wûrfelflâche. M teilt die Strecke UK im Verhaltnis i[2 Dann mufi 

aber M rechts von der diagonalen Symmetrielinie FQ der Wûrfelflâche liegen, 
denn diese (Fig. 76u) teilt die Strecke UK im Verhaltnis 1:2, und es ist 
y2:y3>l:2. 

Die optimale Achsenrichtung fûr das durcb die Punkte K und H dargestellte 
Gleitsystem liegt mithin innerhalb des in Fig. 759 stark gezeichneten Dreiecks. Das 
gleiche Gleitsystem muB aus Stetigkeitsgründen in der Umgebung des optimalen 
Punktes so lange das beste bleiben, bis ein anderes ebenso gut wird. Das geschieht, 
sobald a auf eine der Symmetrielinien der Wûrfelflâche gelangt, d. h. an den 
Grenzen des hervorgehobenen Dreiecks. Und zwar bedeutet Überschreiten der 
Grenzen daû E und 7’; (^^Ej dafl G und tS\ SE, dafl K und U die Endpunkte 
der Gleitebenennormalen bzw. Gleitricbtungen werden. 

Stellen wir uns vor, die Ausgangslage der Drahtachse a befinde sich in 
dem stark gezeichneten Dreieck QSF der Fig. 759, so daC das Gleiten nach der 
Ebene E und der Richtung Jî beginut. Durch den GleitprozeQ atrebt die Draht- 
achse sich in die Gleitrichtung einzustellen; a wandert also auf dem kürzesten 
Wege nach B hin (Fig. 761). Dabei gelangt û unter allen Umstanden an die 
Grenze QF, bei welcher das Gleitsystem (G, S) ebenso günstige Bedingungen 
erhalt wie {E, B)* Nach den Untersuchungen von Taylor und Elam tritt nach 
Erreichen dieser Grenze Doppelgleiten nach beiden Gleitsystemen ein: kleine 
Gleitbewegungen nach den beiden Systemen wechseln einander ab. DieStabachse 
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wandert dabei auf einer Zickzaoklinie unter fortwâhrendem Überschreiten der 
Grenze QFa,n dieser entlang. Ist die AuegangsorientieruDg des Drabtes zufàllig 
schon symmetrisch zu beiden GleitsystemeD, so tritt sofort Doppelgleiten ein. 

Das Wandern der Stabachse bei der Doppelgleitung hôrt dann auf, wenn 
die Achse den zu R uud S nàchsten Punkt der Diagonalen QF erreicht bat 
(Fig. 761). Sie bat dann die Lage einer [211]-Geraden, der Resultierenden 
aus den Gleitricbtungen R = [110] und S ^ [101]. 

Als Ëndstellung bei der mehrfachen Gleitung ergibt sich also nicbt 
eine solcbe, daC ein Gleitsystem optimal wirkt, sondern die symmetriscbe 
zu zwei Glei tsystemen. 


Kinematik des Doppelgleitens. Seien (Oî, g) und (®', g') die Ëinbeits- 
vektoren der Gleitflacbenormalen und der Gleitricbtungen von zwei Gleitsystem en, 

ferner g* = p® ^ j der Ëinbeitsvektor in Ricbtung der resultierenden Gleit- 

ricbtung, dann kann die Bewegung des Stabendpunktes 1 durch Zusammensetzen 
unendlich kleiner Abgleitungen da und da' nacb den beiden Gleitsystemen in Er- 
weiterung der Formel (») von S. 961 so dargestellt werden: 

(H = da.g(lCSi)-|-da'g'(ltl!i') ( e ) 


Die Stabacbse 1 muJl, wenn es sicb um kristallographisch und mecbanisch 
gleicbberecbtigte Gleitsysteme bandelt, symmetrisch zu und Oi' sowie zu g und g' 
liegen, d. b. 

(l0) = (UO; (l(^) = (l(§0 (^) 

Hieraus oder unmittelbar anscbaulicb folgt, dail die Abgleitungen da und da' 

§ leicb sein mûssen, wenn die symmetriscbe Lage erbalten bleiben soll. Man kann 
ann die Bewegung darstellen als 


di = t^a.|g-i-g'lg*(l@). 


Hierdurch ist nocb nicbt die Form einer Gleitbewegung erreicht, da (g* (ÿ) 0; 

in der Tat ist es auch nicht môgliob, die kombinierte Bewegung wieder als Gleit- 
bewegung darz ustellen. Fûhren wir den Ëinbeitsvektor der resultierenden Ëbene 
(aber nient Gleitebenel) ein: 




und setzen 


so wird^) 


da* = da|g + g'i .j®-f (V) 

dl = [(g*®*) =^01] (tj) 


Wird ï = A . [@ gesetzt, so wird biernach d 1 = 0. Das beiJit, daü bei der 
Doppelgleitung solcbe Strecken Grôile und Ricbtung beibebalten, die der Sebnitt- 
kante der beiden Gleitebenen parallel sind. 

Dureb vektorielle Multiplikation von (tj) mit g* entsteht 


[dl.g*] = 0 Oder l[Ig*]| = const = |[Iog*J| (d) 

Bezeiebnet e den Winkel der Stabachse gegen die resultierende Gleitrichtung g*, 
80 beiiSt dies für die Dehnung 

^ ^ (û') 

Iq sin E 


Skalare Multiplikation mit ($)* ermôgliebt die Intégration von {jj): 


oder 


(dl.@*) 

(l®*) 






l sin X 
Xo 




. . . (0 


1 ) Die Einfnbrung des Faktors Vs diese Gleiohung ( 17 ) statt in die vorber- 
gebende Définition {rj') der resultierenden Abgleitung a* gesebieht, um Überein- 
stimmung mit Gôler und Sachs zu erzielen. 
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wo X Winkel von der Stabachae gegen die zu senkrechte ^resul- 

tierende Ebene" bedeutet. Die rechte Seite formen wir unter Benutzung von (d') 
um, indem wir den (nur von den Gleitsystemen abhângenden) Winkel yj von 
0* nach einführen: 

(0*®*) = cosyj, 


und berücksichtigeny dafi, da noiwendig 1 in der Ebene von g* und liegt. 
xp = 90 — X'\~^ Hiermit wird (i): 



cos c) \ _ 1 V' ^<^[9 ^ ^ 

cos (y) — eo ) / ' cotg y) cot<j «o “1" ï 


1 

2 


a* cos yj 


. ... {fi) 


Au8 (d') kann die Dehnung, ans (k) die «resultierende Abgleitung“ a* ver- 
niittelst der Anfangs- und Eudorientierung der Drahtachse gegen die resultierende 
Gleitrichtung g* entnommen werden. 

Indem wir beideraeita in Gl. (y) zu den absoluten Betragen übergehen und 
wie oben sm durch cos (y) — e) erpetzen, ergibt aich für das Verhaltnis von 
Dehnunga* zu Abgleitgeachwindigkeit : 

I dl 1 , , 

rda*= W 


Beiapiel: Wenden wir die vorletzte Formel auf das Gleiten nach den beiden 
System en 

% — (111) ^ ®' = (111) 

1 und , — 

8 fno] B' = foi'l 

an. Es iat 

1 8 + fl'l = V«, I ® + («' i == 2, 8* = = (010), 

Peiner lat _ 

cosxp = (0*®*) “ 2/V6; cotg y) = 

Somit wird die reaultierende Abgleitung 

„• - -J- la ® = Vh la * . 

cou V ^ colff v col g t;. -f- 1 '' 1 + J/g cotg t„ 


Die Dynainik des doppelten Gleitens ist weiter von Frbrn. v. Go 1er und 
Sachs *) gefôrdert worden, indem sie die Hôchstlast für gleichmàCige Dehnung 
eines Stabes durch Doppelgleiten mit den geometrischen Daten verknüpfen 
konnten. Sie benutzen dabei die empiriscbe, auf S. 9(56 genannte Beziebung 
zwischen der Abgleitung und der kritischen Schubspannung in Aluminium, 
also die Verfestigungskurve. Die Last am Stabe ist das Produkt vorn Zug / 
mit dern Querschiiitt, der seineraeits der Stablânge 1 umgekehrt proportional 
ist (konstante Dichte). Die Hôcbstlaat entsteht, wenn 


dZ ^dl 
Z / 


0 




ist. Nun lâÛt sich dl/l durch die Abgleitung ausdrücken [Gl. (A)]. Anderer- 
aeita iat aber für jede der beteiligten Gleitebenen die kritische Schub- 
spannung tk empiriech als Funktion der Abgleitung bekannt und damit eine 
zweite Beziehung zwiachen dem Zug Z = tkicos l sin X und der Abgleitung 
gegeben (x aoll der Winkel der Stabachse gegen eine der Gleitebenen sein). 
Hieraua lafit sich sowohl die Hôchstlast aelbat, als die Hôchatlastneigung 
des Stabes gegen die resultierende Gleitrichtung oder auch die Hôchstlast- 
dehnung als Funktiou der Hôchstlastabgleitung aj gewinnen. Es zeigt sich, 
daO die gesamte, bis zur Hôchstlast zurückgelegte Abgleitung nicht von der 


1) Frhr. v. Gôler, P. Sachs, Zeitschr. f. techn. Phys. 8, 586, 1927. 
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Anfangslage abhâ.ngt, sondern aus der Endlage Sf^ eindeutig bestimmt werden 
kann. Die Hôchstlast selbst wird eine reine Funktion der Anfangalage. Sie 
ist innerhalb eines sphàrischen Dreiecks zwischen den Richtungen (100), 
(110), (11 1) in Fig. 762 durch Kotierung dargestelit. Gleichzeitig sind die 
gefundenen Werte eingetragen, die, wie man sieht, befriedigend sich der 
Kotierung einfügen. ünter Voraussetzung 
der Gültigkeit der obigen Verfestigungs- 
gleichung làCt sich ein Hôchstlast- oder 
Festigkeitskôrper entwerfen (Fig. 763), 
ahnlich wie früher der Gleitgefahrkôrper 
(Fig. 756). 

2. Kristallographisch ungleich- 
wertige Gleitsy sterne. Gleichberechtigt 
nennen wir verschiedene Gleitsysteme dann, 
wenn sie, wie beim Aluminium, durch 
die Kristallsymmetrie im undeformierten 
Kristall gleichwertig sind. Infolge des 
Dehnungsprozesses, der bei allgemeiner 
Ausgangsorientierung des Kristalls bei 
einem bestimmten dieser Système ein- 
setzt, werden die kristallographisch gleich- 
berechtigten Système mechanisch ungleich- 
wertig und müssen als nektive*^ und 
^passive” oder „latente‘‘ Gleitsysteme 
unterschieden werden. 

Neben den kristallographisch gleich- 
berechtigten kann es aber auch kristallo- 
graphisch verschiedenwertige Gleitsysteme 
geben. Vor allem sind solche in niedriger- 
symmetrischen Kristallen zu erwarten. 

Das alteste und bestuntersuchte Bei- 
spiel ist die schon von Polanyi,Mark und 
Schmid beobachtete „Nachd eh nu n g** 
des Zinks. Ist namlich ein Zink- 
einkristalldraht bei der Dehnung durch 
Gleiten nach der Basis (0001) zum flachen 

Band geworden, so tritt der Bruch schlieHlich durch ein kurzes Gleiten nach 
einer neuen Flache ein, das „ Nach gleiten Die Gleitflâche selbst wird hierbei 
bloBgelegt; sie wurde ihrer Neigung gegen die Basisebene wegen für die 
Prismenflàche (1010) gehalten. Schmid hat die kritische Schubspannung 
auf dieser Flache zu ermitteln gesucht. 

Neue Untersuchungen von Mathewson^), die von Schmid^) bestatigt 
worden sind, baben jedoch erwiesen, daO der Vorgang der Zinknachgleitung doch 



Verteilung der Hôchstlasten belm 
Doppelgleiten von A) als Funktion 
der Anfangslage der Drehachse 
(nach V. GÔler u. Sachs). 

Fig, 763. 



Hôchstlastkôrper für Al nach 
V. Gôler- Sachs. 


1) C. H, Mathewson, A. I. Philips, Proc. Inst. Met.» Febr. 1927. 
B. Schmid, G. Wassermann, Zeitschr. f. Phys. 48, 370, 1928. 
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anders aufzufassen ist: es bildet sich Dâmlich, wenn eine gewisse Einstellung 
des Kristalls durch die Abgleitung nach der Basis erreicht ist, ein Zwilling 
auB. Dessen Basis steht fast genau senkrecbt auf der alten Basis und konnte 
daher fur eine Prismenfl&che gehalten werden. In der Tat ist aber die Nach- 
dehnung nicbts anderes als eine Gleitung nach der Basis des Zwillings. Die 
nabere Aufklarung dieses Vorganges stebt nocb aus ; man ist aber wohl be- 
recbtigt, die Verhâltnisse beim Zink als typiscb anzuseben. Die Lângung 
des Probestabes, die durch die Zwillingsbildung eintritt, ist an sich nicht groC, 
zumal die Âtzung des Stabes zeigt, daÛ nur streckenweise die Umklappung 
eintritt. Aber die in Zwillingsstellung geratenen Teile sind wieder zu erheb- 
licher Dehnung befàhigt und kônnen nocbmals zu einer Zwillingslage um- 
klappen, wenn durch die Gleitung die Basis wieder schràg genug zum Zug 
steht. Am Wismut wurde eine ganze Folge von solchen Zwillingsbildungen 
festgestellt. 

Im vielkristallinen Material, wo die Behinderung der. Gleitung durch die 
Verzahnung der Korngrenzen stârker als im Einkristall ist, dürfte die Zwillings- 
bildung sehr stark dahin wirken, daO das Gleitvermogen der Kristallite trotz- 
dem zur Geltung kommt. 

Bei dem tetragonalen Zinn gibt es verschiedene Gleitsy sterne. Mark 
und Polanyi^) haben als Gleitrichtungen g und Gleitebenen an 14 Kri- 
stallen festgestellt: 

8 mal g = [001], ® = (110), 

3 „ g = [001], @ = (100), 

3 „ 9 -=[011], @ = (100), 

1 „ g = [111], @ = (110), 

letzteres Paar nur in der Wàrme an einem Kristall, der bei gewôhnlicher 
Temperatur nach dem ersten System glitt. Die kritischen Schubspannungen 
fiir die einzelnen Gleitsysterne sind noch nicht ermittelt worden. Hingegen ist 
sowohl die Verfestigung als auch die Erholung an Sn sehr ausgeprâgt und von 
Polanyi und Schmid^), sowie Haase und Schmid^) untersucht worden. 
Bei schneller Dehnung und bei extrem langsamer Dehnung ist die Dehnbarkeit 
geringer als bei mittleren Dehnungsgeschwindigkeiten (etwa 40 und 70 Proz. 
gegen 600 Proz.). Bei schnellen (ruckweisen) Dehnungen wird offenbar der 
Gleitwiderstand an mehreren Gleitsystemen überwunden; daher entstehen 
nicht flache bandfôrmige, sondern runde KeiUquerschniUe. Die hierdurch 
eintretende allseitige Verfestigung (die sich auch an den Bruchstücken nach- 
weisen làHt) behindert die weitere Dehnung. Bei extrem langsamer Dehnung 
hingegen wirkt der Verfestigung die Erholung entgegen. Nun ist die Ver- 
festigung die Vorbedingung für ausgedebnte Gleitung und das Entstehen von 
Bandern. Denn wenn ein Drahtstückcben , das wegen irgend einer Unregel- 
m&Bigkeit stàrker gedehnt ist als seine Nachbarschaft und daher wegen des 

D Zeitschr. f. Phys. 18, 74, 1923. 

2) Ebenda «2, 684, 1925. 

3) Ebenda 88, 413, 1926. 
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verminderten Querschnittes einen stârkeren Zug auszuhalten hat, sich durch 
die DehnuDg nicht gentigend stark verfestigt hat, so bleibt die weitere 
DehnuDg auf dies Stückchen beschrânkt, und es tritt baldigst Bruch ein. 
Gerade eine zu schwache Verfestigung kann infolge der Ërholung bei zu 
kleiner Dehnungsgeschwiiidigkeit vorkommen. Aus den Ëndlagen des Gleit- 
Systems ®(100), g [OllJ, die von Mark und Polanyi beobachtet worden 
sind, schlieQt Schmid, dafi im Zinn sich das kristallographisch gleich- 
wertige, aber latente System @ (010), 9 [101] stàrker verfestigt hat als 
das aktive. Das ist so wie bei den anderen Fàllen gleichwertiger Gleit- 
systeme (Al, Zn), 

Insgesahit làCt sich aus diesen noch unvollstândigen Untersuchungen 
wohl nur mit Sicherheit entnehmen, daÛ auch nicht aktiv werdende Gleit- 
systeme durch das Gleiten nach einem anderen System gestôrt, d. h. verfestigt 
werden, daC daher die Doppel- oder mehrfache Gleitung mit einer gewissen 
Verzôgerung einsetzt, dafi die Verfestigung bei kristallographisch und mec ha- 
nisch ungleichwertigen Ëbenen ungleich schnell geschieht und schliefilich, 
dafi durch Zwillingsbildungen die Gleitverhàltnisse noch kompliziert werden 
kônnen. 

§ 14. Theoretische Ansâtze zum Yerstandnis der Gleitung. 
Die besprochenen Arbeiten suchen das Grundphânomen der plastischen De- 
formation experimentell zu erfassen. Man erkennt, wie nahe ein Verstândnis 
dieser — von Stoff zu Stoff hôchst individuellen — Vorgânge mit dem Fein- 
bau der Kristalle verknüpft ist und wieso die grob schematisierten Ansalze 
der technischen Theorien nicht weit fûhren konnten. Andererseits ist leider 
zu gestehen, daiS eine Erklârung der Gleitvorgànge vom atomistischen Stand- 
punkt noch nicht weit gediehen ist. 

Aus den bisher vorliegenden Bestimmungen der Gleitrichtungen ergibt 
sich, dafi sie die dichtest besetzten Gittergeraden sind. Die kubisch-flachen- 
zentrierten Gitter haben [110], die innenzentrierten [111] als Gleitrichtung; 
die hexagonale dichteste Packung (Zn) [1010]. Die Gleitebenen sind auch 
kristallographisch einfache, d. h. dicht besetzte Ëbenen. Bei den kubisch- 
fiachenzentrierten Gittern ist die Oktaederebene (die dichtest besetzte) die 
Gleitebene. Hingegen hôrt schon bei den innenzentriert-kubischen Gittern 
diese Zuordnung zwischen der Gleitebene und der dichtest besetzten Ebene(llO) 
auf (vgl. Tabelle auf S. 962). 

Bei Sn sind die Gleitebenen (100) und (110) ebenfalls die dichtest und 
die zweitdichtest besetzten. Von den Gleitrichtungen ist die hàufigste [100] 
mit 3,15 A die dichtest, [101] mit 6,68 A hingegen erst die viertdichtest be- 
setzte Gerade. Die [lll]-Gerade, die mit 4,44 A Atomabstand an zweiter 
Stelle steht, ist nur einmal bei erhôhter Temperatur, die drittdichteste Gerade 
[100] mit 5,84 Â überhaupt nie als Gleitrichtung nachgewiesen worden. 

Man erkennt aus dieser Aufzahlung, dafi die Besetzungsdichte zwar 
wichtig, aber nicht ausschlaggebend für die Ëignung eines Systems als Gleit- 
system ist. 
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An theoretischen Anaatzen zum Veratândnis der Gleitungen liegt zweierlei 
vor: eine Arbeit von J. FrenkeP) und eine von R. Becker*). Der Frenkel- 
sche Ansatz sucht das Eintreten der Qleiterscheinung nach Überschreiten 
einer kritischen Schubspannung durch ein „Feilenmodell“ zu deuten: soll 
làngs einer Kristallflâche eine Gleitung eintreten, so ist das erst dann môglicb, 
wenn obéré und untere Kristallhàlfte sich in der Normalenrichtung voneinander 
entfernt haben — etwa als wollte man zwei Feilen oder Wellbleche durch tangen- 
tiellen Zug aufeinander zum Gleiten brîngen. Vor dem Gleiten ist also 
Arbeit zu leisten gegen die Kohâsionskrafte bzw. gegen den Zugmodul. Ist 
dieser E, d' der Netzebenenabstand, h seine Vergrôfierung im Augenblick des 
Beginnes der Gleitung, so ist Ji die aufgenommene Arbeit, die als 

Arbeit V/a/*. à der Schubkomponente f bei der Verschiebung um die Periodeu- 
lànge in der Gleitebene, also um etwa den halben Netzebenenabstand, gedeutet 
wird. Daber ist grôCenordnungsmàGig 

f EK^jàK 

Zablenwerte sind fur E ~ 10^*dyn/cm*, à = 10"® cm, /* == lO’dyn^cni* 
(nach Georgieff und Schmids Messungen an Bi, vgl. S. 964). Hieraus folgt 
für /t/d ~ 10"^, d. h. es müiite vor dem Gleiten eine Querdehnung des Gitters 
um etwa 1 Proz. auftreten. Môglicherweise ist diese nicbt beobachtbar, da 
sie nur in der Nacbbarschicht der wirklicben Gleitflâcbe auftritt®). In Wirk- 
licbkeit ist die nZahnhôhe” und Debnungsarbeit durch die elektrischen Ober- 
dâcbenfelder (Jôr Kristallhàlften zu bestimmen, was Frenkel gittertheoretiscb 
durchzuführen versucht. 

Wie man sieht, gibt diese Théorie keine Erklarung der Verfestigung. 
Der gleiche Ëinwand ist gegen die Beckersche Théorie zu erheben, deren 
Durchführung im ganzen immerhin übersichtlicher ist, als die von Frenkel. 

Becker geht davon aus, daC der groCe Ëinflull sowohl der Deformations- 
geschwindigkeit als der Temperatur auf das Gleiten eine statistische Deutung 
dieses Vorgangs nahelegt. Im idealen Gitter wàre er an sich schwer denk- 
bar und ein Einflulî der Dehnungsgeschwindigkeit wàre erst dann zu erwarten, 
wenn man mit ihr in die GrôCenordnung der Schallgeschwindigkeiten kàme. 
Soll bei dem Gleiten der Zusammenhalt der gleitenden Teile nicht aufhôren, 
80 kann man versuchen, es unter Verzicht auf genauere geometrische Vor- 
stellungen so zu deuten, dall das Gleiten von kleineu Volumenteilen F des 
Kristalls ausgeht, und zwar dann, wenn die infolge der Wàrmebewegung auf- 
tretenden lokalen Spannungen ira Verein mit der angelegten Zugspannung 
die kritîsche Spannung des Gleitsystems stellenweise erreichen lassen. 

Sei Z, die Zabi der sprungfàhigen Bereiche in einem Stabe, W die mittlere 
Anzahl Gleitvorgànge oder Sprünge eines Bereiches pro Sekunde, A die mittlere 

^) J. Frenkel, Zeitschr. f. Phys. 37, 572, 1926. 

*) R. Becker, Phys. Zeitschr. 26, 919, 1926. 

8) Im Gegensatz zu den Frenkelschen Anschauungen glaubt Tamraann 
(Neues Jahrb. d. Min., Geol. u. Palàont. 67, Beil. Bd. A, S. 117, 1928) aus Versuchen 
ùber das Ausflieûen von Eis und Steinsalz aus Offnungen feststellen zu kônnen, 
dafi Normaldruck die Gleitung (Fliefien) erleichtert, vermutlich naraentlicb durch 
Begûnstîgung der Zabi der Gleitflàchen. 
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Verlâagerung des Stabes bei einem Sprung. Dann ist die Fliefigeschwindigkeit 
des Stabes 

u^XZW. 

Die Anzahl Z wird als unabhàngîg von Zug und Temperatur *betrachtet; 
X setzt Becker proportional dem Zug. Ist W unabhângig von der Kraft, 
no wird U proportional dem Zug und es entsteht eine „Zàhigkeit“ oder »Pla- 
stizitât" wie bei viskôsen Flüssigkeiten — so wie es in der Tat die meisten An- 
eàtze für die Beschreibung der FlieCvorgange in amorphen Korpern verlangen. 
Im Kristall wird W erst merklich nach Überschreiten der kritischen Spannung Ojj, 
die auch ohne ünterstützung durch die Wârmebewegung (also bei T — 0®) ein 
Abgleiten bervorrufen würde. Für die Wabrscbeinlicbkeit, diese Spannung 
zu erreicben, macbt Becker gemàfi dem B o 1 tz m a n n scben Prinzip der 
Statistik den Ansatz 

£ 

A ist dabei der Arbeitsbetrag, den die tbermiscbe Bewegung liefern muC, um 
die berrscbende (bomogene) Spannung 6 innerbalb eines mittleren Volume^ F 
auf den lokalen Wert 0r zu erbôben {E = Elastizitàtsmodul). Aus diesem 
Ansatz erbâlt man sofort den Ausdruck für zwei meübare GrôÜen % und 


_ dlnu „(<*« — <»)2 

- dlnT 2ÉKT’ 

oder umgekebrt 

_ 1 . 2Î 


d “ @ — 1’ 



Aus Messungen der Temperatur- und Kraftabbàngigkeit der FlieCgescbwindig- 
keit U sollten also Or und z/ F zu entnebmen sein i). 

Nun sind wegen der Rekristallisation nur solcbe Messungen verwertbar, 
bei denen die FlieÛgescbwindigkeit weit unterbalb der Rekristallisations- 
temperatur gemessen worden ist. Becker ziebt eigene Messungen an Wolf- 
ramdraht bei Tempe raturen zwiscben 20® C und 100® C beran, bei denen das 
Material dicbt oberbalb der Elastizitàtsgrenze belastet wurde. Es zeigt sicb, 
dafi bereits Temperaturerbôbungen von 10 bis 20® C die FlieÛgescbwindigkeit 
um ein Mebrfacbes erbôben. % ergibt sicb im Mittel zu 30, 0 zu 40, und 
daraus Or/O = 2,5, z/ F = (37 A)®. Aus dem bekannten Zug (Elastizitàts- 
grenze) folgt absolut Or 250 kg/mra^ — ein Wert, der nabe an der ZerreiÛ- 
festigkeit von W-Drabt liegt. Das für die Gleitung wesentlicbe Volumen 
z/ F entbàlt etwa 3000 Atome und bat die gleicbe GrôBenordnung, die Smekal 
für die ungestôrten Gitterbereicbe angibt (siebe § 10, 5). 

Die Vorstellung, daû der Eintritt desGleitens als tbermiscbe Scbwankungs- 
erscheinung zu deuten ist, bringt diesen Vorgang in nabe Beziebung zu den 
sonstigen Àuûerungen tbermiscber Gitterauflockerung. Als solcbe sind aile 


D Die Beckersche Théorie kennt keinen Unterschied zwiscben Fliefien und 
Gleiten, da sie keine Reohenschaft von der Verfestigung liefert. Kommt mit Hilfe 
der thermischen Scbwankungen einmal ein Gleiten zustande, so wird es bei der 
gleiohen Last auch ôfters geschebeu (Flieûen). 

Mttller-Poaillet I, 2. 11. Anfl. 
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Arten von Platzwechselvorgangen zu iiennen, insbesondere Diffusion und 
elektrolytische Leitung (die allerdings in Metallen ganz zurücktritt gegenüber 
der Elektronenleitung), und auch z. B. der §12,4 geschilderte Vorgang der 
Erholung. 'Dieser ist wesensgleich mit dem, was fur den Polykristall in der 
Technik als „Vergütung“ bezeichnet wird und besteht in einem allmâhlichen 
Ausglàtten der durch die plastiscbe Deformation verbogenen Gleitdâchen. 
Seine starkeTemperaturabhangigkeit ist in § 12,4 erwàhnt worden. Auch wenn 
bei hôherer Temperatur eine Rekristallisation eintritt — sei es in klein- 
kristallinem, sei es in plastisch gestôrtem einkristallinem Material — , so ist 
die Leichtigkeit des Platzwecbsels wohl bestimmend für die Kristallisations- 
geschwindigkeit und die Leichtigkeit der Rekristallisation. Untersuchungen 
technischer Art, und namentlich die Untersuchung von Polanyi und Schmid 
an rekristallisierenden Sn-Einkristallen i) führen zu dem SchluB, dafi der Ge- 
halt an innerer Spannungsenergie die Leichtigkeit der Rekristallisation be- 
stimmt. Das stimmt gut zu den Beckerschen Vorstellungen des statistischen 
Ursprungs dieser Erscheinungen. Es ist somit zu hoffen, daC das Problem 
der technischen Festigkeit auf diese Weise allmahlich den Methoden der theo- 
retischen Physik zugànglich werden wird. 


§ 15. Vielkristalline Metalle. 1. Gleithinderung. Bisher haben 
wir uns gânzlich auf die Erscheinungen beim metallischen Einkristall be- 
schrânkt, dessen technische Bedeutung hinter der des polykristallinen 
Materials weit zurücktritt. Aile technischen Untersuchungen haben den groÛen 
Einfluü der Korngrôûe auf die Festigkeit technischer Metalle dargetan. Sie 
haben zwar gezeigt, dafi der Bru ch des Materials in der Regel nicht etwa 
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durch Abtrennung der Kôrner voneinander entsteht, sondern durch inner- 
kristallinen Bruch. Diese Tatsache zeigt deutlich, dafi das Studium des Ein- 
kristalls die Grundlage für die Théorie des Bruches bilden mufi. Wie aber 
erklâren sich die gewaltigen Unterschiede zwischen den Spannungs-Dehnungs- 
kurven, von denen Fig. 764 die für polykristalliiies und monokristallines Zn 
nach Polanyi und Schmid wiedergibt? Hier greifen die geometrischen 
Behinderungen der Kristallite ein, die ihnen kein ungehindertes Abgleiten ge- 


D M. Polanyi, E. Schmid, Zeitschr. f. Phys. 32, 681, 1926. 


Vielkristalline Metalle. 
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statten, wie beim Dehnungsversuch mit dem Einkristall. Es ist wiederholt 
an Einkristallen beobachtet worden, dafi unter dem Zwang von „Randbedin< 
gungen“ Gleitsysteme unwirksam werden kônnen, eventuell zugunsten solcber 
anderer, die sonst wegen grôCeren Widerstandes oder ungünstigerer Lage 
gar nicht in Tàtigkeit getreten wâren. Goucher i) bat an Wolfram derartiges 
gefunden, Polanyi und Schmid^) an Sn- und Bi-„Zweikri8tallen“. Bei 
diesen letzten Versucben handelt es sich um zwei verschieden orientierte Ein- 
kristalldrâhte, die oberflàchlich zusammengescbmolzen (gelôtet) waren und 
nunmehr gedehnt wurden. Dabei zeigte sich der verlôtete Mittelteil viel weniger 
dehnbar als der Rest. Infolge der verschiedenen Gleitrichtungen tritt kein 
einheitlicher Gleitvorgang auf und man sieht hier das einfachste Beispiel einer 
„Gleithinderung“, wie sie im Vielkristall nach allen Richtungen hin eintritt. 
Diese Gleithinderung bewirkt das im allgemeinen beobachtete Ansteigen der 
Festigkeit mit der Feinheit des Korns. Ihre Gesetze sind aber noch keines- 
wegs matheinatisch formuliert. 

2. Texturen. Fur die Festigkeitseigenschaft technischer Materialîen 
ist es wesentlich, dafi durch viele Prozesse mechanischer Behandlung eine ge- 
wisse „Regelung“ oder „Textur“ in das Material kommt. Die Erforschung 
der Draht-, Walz-, Rekristallisations- und anderer Texturen vermittelst der 
Rôntgeninterferenzen ist in einer grofien Anzahl von Arbeiten geschehen, über 
die ausführlich hier nicht berichtet zu 
werden braucht. Es zeigt sich, dafi 
durch starkes Ziehen, Waizen,Hâmmern 
Orîentierungen entstehen, bei denen sich 
die bevorzugten Gleitrichtungen in die 
Richtung grofiten Materialflusses ein- 
stellen, allerdings nicht mit aller 
Schàrfe, sondern mit einer je nach der 
mechanischen Vorbehandlung und dem 
Material wechselnden Schwankungs- 
hreite. Um das Material zu kenn. 
zeichnen, mufi nach dem Vorgang 
von F. Wever®) auf einer Lagekugel 
bzw. deren stereographischer Projektion 
die Richtungsverteilung der bevorzugten 
kristallographischen Richtungen gegen 
die Drahtachse hzw. Walzebene und -richtung durch Kotierung eingetragen 
werden.’». Als Beispiel einer Walztextur sei die Figur für die Verteilung der 
[111] -Richtungen von Al-Walzblech'nach Wever*) wiedergegeben (Fig. 766). 
Projektionsrichtung ist die Walzrichtung XOf N N ist die Normale der Blech- 
ebene, Q Q die Querrichtung in der Blechebene. Die Punkte, welche in die 

D F. S. Goucher, Phil. Mag. 48, 800, 1924. 

*) M. Polanyi, E. Schmid, Zeitschr. f. techn. Phys. 6, 580, 1924. 

») F. Wever, Zeitschr. f. Phys. 28, 69, 1924. 

*) F. Wever, Zeitschr. f. techn. Phys. 8, 898, 1927. 
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Verteilung der Oktaederrichtungen in 
Aluminium- Walzblech von Wever. 
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Gebiete starkster Belastung eingetragen sind, sind die mittleren Rich- 
tungen [111]. Sie sind durch groÛe Kreuze oder Kreise bezeichnet, je nacb- 
dem sie auf der oberen oder unteren Kugelhâlfte zu zâhlen sind; der im 
Zentrum gelegene Punkt gehôrt zu beiden Kugelbàlften. Kreuze und Kreise 
kônnten auch ausgetauscht werden — was zu einer zweiten mit den Rôntgen- 
interferenzen vertrâglichen Lage führen würde. Man erkennt aus den groCen 
Kreuzen und Kreisen der Figur, daÛ sich in dieWalzrichtung eine [1 1 1]-Richtung 
einstellen kann und daC dann eine (1 10)-Ebene senkrecht zu N liegt, d. h. Walz- 
ebene ist. Die kleinen Kreuze und Kreise bezeichnen eine zweite Lage, bei der sich 
Oktaederdâchen senkrecht zur Walzebene und parallel zur Walzrichtung stellen. 
Beidieser Lage kônnen dieNormalen andererOktaederdàchen nur annàhernd in 
die Walzrichtung fallen (kleine Kreuze und Kreise neben dem Zentrum der Figur). 
Es liegt dann annàhernd die Richtung [335] in der Walzrichtung (vgl. unten). 

Bei den Ziehtexturen stellt sich nicht, wie man erwarten kônnte, die 
Gleitrichtung g in die Drahtachse ein, wenigstens nicht bei den bisher unter- 
suchten kubischen ziehbaren Kristallen, die mehrere kristallographisch gleich- 
berechtigte Gleitsysteme haben. Die Achse tritt vielmehr in eine zu den 
Gleitrichtungen symmetrische Lage als Endstellung ein, wobei diejeuige nach 
Polanyi^) bevorzugt ist, die den kleinsten Winkel gegen die Gleitrichtungen 
einschlieCt. Bei flàchenzentriert-kubisohen Gittern mit g — [110] ist dies in 
erster Linie [111]» in zweiter [100]. Beide Lagen sind bei Ag nachgewiesen, 
allein die erste bei Pd, wàhrend das innenzentrierte Eisen (g = [111]) als 
Ziehtextur [110] parallel der Ziehachse stellt. 

Auch zur Erklàrung der Walzlagen sind àhnliche Gesichtspunkte 
geltend gemacht worden, die aber nicht iminer mit den beobachteten Walz- 
ebenen vertràglich sind. 

Die Deformationstexturen kônnen je nach dem Grade der Deformation 
verschieden ausfallen. Glocker und Kaupp haben auf den EinOuO des 
Stichgrades beim Walzen von Ag aufmerksam gemacht; erreicht man den gleichen 
Walzgrad in kleinen Stichen, so stellt sich die Walztextur schàrfer ein, als 
bei groOen Stichen. (Dementsprechend wird die Rekristallisation erleichtert). 
Konobejewski ®) weist eine Inhomogenitàt der Walztextur auf: die Aufien- 
schicht gewalzter Folien hat eine andere bevorzugte Lagerung als die Innen* 
schicht. So entsteht bei Aluminium aullen eine Textur mit (110) als Walzebene 
and einer Richtung nahe [2 11] (etwa[335]) in der Walzrichtung (vgl. Fig. 765); 
im Innern des Bleches tritt neben dieser Textur eine zweite auf, bei der (100) 
parallel der Walzebene, [110] parallel der Walzrichtung ist. Übergànge zwischen 
diesen beiden Texturen finden sich nicht, bingegen nimmt mit wachsendem 
Walzgrad die zweite Textur zu. Môglicherweise entsteht sie durch die An- 
wesenheit solcher Kristallite, die besonders ungünstig fûr diejenigen Gleitungen 
liegen, durch welche die erste Textur erreicht wird und pràgt sich erst dann 
stark aus, wenn diese bevorzugte Gleitung erschôpft ist. 

D M. Polanyi, Zeitschr. f. Phys. 17 , 42, 1923. 

R. Glocker, Ë. Kaupp, Zeitschr. f. Metallkunde 16, 377, 1924. 
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Eine ahnliche Inhomogenitât an hartgezogenem Kupferdraht, also an 
einer Ziehtextur, ist von Schmid und Wassermann i) durch Rôntgen- 
aufnahmen bel sukzessivem Abâtzen der Aufienschichten eingehend untersucht 
worden. Danach findet sich nur in der Drahtmitte eine Fasertextur mit Acbse 
f — [111] parallel zur Drahtachse bzw. Zugricbtung; weiter auQen bingegen 
eine Fasertextur, deren Faserachse eine wechselnde Neigung — bis zn 9® — 
gegen die Zugricbtung bat. Ërst in der Oberââcbenscbicbt stellt sich die 
Faserachse parallel den Erzeugenden der Zylinderflâche, jedocb ist die Faser- 
struktur hier nicht mehr gut ausgebildet. Die Maximalneigung von 9® 
stimmt mit dem Winkel der Ziebdùse überein. Man erbàlt also etwa das 
folgende Bild (Fig. 766) für die Anordnung der Faserachsen in hart gezogeneni 
Draht. — Die zweite, bei Kupfer festgestellte Faserachse f = [100] weist nur 
geringere Neigungen gegen die Zugachse auf. 

Bei elektroly tischer Abscheidung von Metallen entstehen Faser- 
texturen, indeni bevorzugte Wachstumsrichtungen sich in die Stromlinien ein- 
stellen. Im allgemeinen, aber nicht ohne Ausnahmen, sind dies die dichtest- 


Vig. 76 »>. 



Fasoratruktur in hartarezoi?enem Kupferdraht 
nach Schmid-Wasser mann. 


besetzten Gittergeraden, z. B. [111] bei den kubisch innenzentrierten Metallen 
Eisen und Chrom [Glocker und Kaupp]^). Zusâtze zur Lôsung, Ent- 
wicklung voif WasserstofE und ahnliche ümstànde kônnen die Ausbildung 
der Faserstruktur iinterdrücken und ungeordnete Abscheidungen veranlassen. 

Eine besondere Art von Textur entsteht durch Rekristallisation 
bereits texturierten Materials. Die Rekristallisation geht bei genügend starkem 
Erwârmen ( Anlassen) vor sich und besteht in der Ausbildung grôOerer Kristallite 
an Stelle der kleineren. In „Rekristallisationsdiagrammen“ wird, wie schon in 
§11 erwàhnt, nach Czochralskis Vorgang^) die Abhàngigkeit der erzielten 
KorngrôÛe von der Temperatur und dem Grad der vorhergegangenen plasti- 
schen Deformation des Materials dargestellt. Aber die KorngrôOe ist nicht 
ein genügendes Kennzeichen für vollstandige Rekristallisation. Nach der 
von R. Glocker^) gegebenen Définition gehôrt namlich zur vôlligen 
Rekristallisation die Vernichtung der durch vorhergehende Bearbeitung 
entstandenen Textur, also regellose Orientierung der Kristallite. Unter 
Umstànden ist aber diese selbst durch Anlassen bis dicht unter den Schmelz- 
punkt nicht zu erzielen, z. B. bei Kupfer. Zwar beginnt die Rekristalli- 


D E. Schmid, G. Wassermann, Zeitsohr. f. Phys. 42, 779, 1927. 

*) R. Glocker, E. Kaupp, ebenda 24, 121, 1924. 

®) Czoohralski, Moderne Metallkunde (Springer, 1924); Hahnemann 
(Zeitschr. f. Metallkunde 1927) hat auch den Einflufi derZeit ins Diagramm einbezogen. 
R. Glocker. Materialnrûfun&r mit Rôntflrenatrahlen ('Snrinuer. 192'“' 
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sation stark géwalzten Kupferblechs schon bei etwa 150° C, aber die neu 
wacbsenden Kôrner weisen eine ganz ausgepragte „Rekristalli8ationslage“ auf, 
die durcb die Vorgeschichte vor dem Kaltwalzen (z. B. vorausgegangenes 
Warmwalzen) bedingt ist: [100] /, Walzrichtung, (010) // Walzebene (statt 
[112] und (110) bei der Walztextur). Aus dieser Textur heraus setzt schliefi- 
lich das Schmelzen ein. Die anisotropen Festigkeitseigenscbaften eines ge- 
regelten Materials bleiben in diesem Falle trotz der KornvergrôBerung besteben. 

Andere Rekristallisationseigenschaften zeigt das mit Kupfer struktur- 
gleicbe Silber: von starkgewalztem Blech mit [112] parallel der Walzrichtung, 
(110) parallel der Walzebene ausgehend, stellt sicb beim Anlassen zunâcbst 
eine nRekristallisationszwischenlage" ein, bei der zwar noch [112] wie vorher 
liegt, aber eine (3ll)-Ebene parallel zur Walzebene. Bei niederen Tempe- 
raturen (300<*C) ist diese Lage trotz lOtâgigen Glühens bestàndig; bei hohen 
Temperaturen (850® C) hait sie sicb jedoch nur wenige Minuten aufrecht, um 
von einer regellosen Anordnung verdràngt zu werden. 

SchlîeÜlich verhàlt sicb wieder anders das ebenfalls strukturgleiche Alu- 
minium: es gebt direkt, obne Zwiscbenlage, in die ungeregelte Anordnung der 
vôlligen Rekristalli sation über. Bei geringem Walzgrad ist dies auch bei den 
anderen kubiscben Metallen der Fall, bei Al aber aucb bei 98 Proz. Walzen. 

Aile Rekristallisationserscheinungen werden durcb ganz geringe Ver- 
unreinigungeii (Legierung) sebr stark beeinfluBti). 

Zusammenfasaend ist also zu sagen, da5 sowobl die Herstellung wie die 
Vernicbtung der Deformationstexturen bôchst verwickelte Vorgange sind, bei 
denen die Individualitât der Metalle, ibre Reinbeit, ibre Vorgeschichte be- 
stimmend mitwirken. Der ËinâuB der Textur auf die Festigkeitseigenscbaften 
ist als das tecbnisch nachstliegende Ziel der Gegenstand zahlreicher Arbeiten 
gewesen, obne daO aber bisher mehr als qualitative Zusammenhânge auf- 
gewiesen worden wàren. Es mag diesbezüglich auf Kap. VII dieses Bandes 
sowie auf einige zusammenfassende Darstellungen verwiesen werden ^). 

Über eînen theoretiscben Ansatz betr. die Rekristallisation siehe S. 988. 

111. Oegenûberstellung der mechanlschen Eigenschaften bei 
Metallen und Nichtmetallen. SchluBbemerkungen. 

§ 16. Das elastische Gebiet bei Metallen. Blicken wir noch einmal 
von einem allgemeinen kristallpbysikaliscben Standpunkt aus auf Metalle und 
Nicbtmetalle zurück, so ist zunâcbst bezüglich der Ëlastizitàt zu sagen, dail 
jedenfalls die verfestigten Metallkristalle ibr ^elastiscbes^ Gebiet baben, das 
bei kleineren Beanspruchungen liegt als das Gebiet, bei dem die plastische 
Deformation fortschreitet. Wenn freilich die Vermutung von Schmid und 

ï) H. Widmann (Zeitschr. f. Phys. 46, 200, 1927) findet z. B., dall Ag-Blecb, 
das normal erst bei 280<) C zu rekristallisieren beginnt, durcb 0,05 Proz. Eisenzusatz 
dies schon bei Zimmertemperatur tut. 

*) R. Glocker. Materialprüfung mit Rôntgenstrahlen (Springer, 1927), S. 237; 
Gzochralski, Moderne Metallkunde (Springer, 1924); G. Sachs, Grundbegriffe 
d. mechan. Technologie d. Metalle (Akad. Yerlagsges,, 1925); Sachs und Fieck, 
Der Zugversuch (Akad. Yerlagsges.. 1926). 
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Haase sich bewahrbeiten sollte, dafi ganz reine und unverfeBtigte Metall- 
kri stalle bei ganz langsamer Laststeigerung schon bei beliebig kleinen 
kritischen Schubspannungen zit Gleitungen fàhig sind (was nach der sta- 
tistischeii Auffassung dieses Vorganges durchaus ira Bereich der Môglich- 
keit liegt), so würde allerdings das elastische Gebiet für unverfestigte 
Metalle verschwinden, bzw. falls die Définition der elastischen Deformation 
unter Einführung konventioneller technischer Grenzen durch Rücksicht- 
nahme auf die Dauer der Beanspruchung eingeengt würde, so würde die 
elastische Deformation ihre theoretische Bedeutung verlieren. Jedenfalls 
zeigen die Haase-Schmidachen Dehnungskurven, dafi für Zinkkristalle mit 
0,03 Proz. Cd-Gehalt (Kahlbaumzink) und bei einer Dehnungsgeschwindigkeit 
von etwa 0,2 Proz. in der Minute eine Ëlastizitatsgrenze existiert, unterhalb deren 
die Deformation innerhalb einer Genauigkeitsgrenze von 1 . 10~^der Drahtlange 
wieder verschwindet, wenn die Last fortgenornmen wird. Die Ëlastizitatsgrenze 
schwankte allerdings bei 21 Versuchen zwischen 53 und 251 g/mm*, was 
vielleicht auf die verschiedene Orientierung der Drâhte zurückzuführen ist. Bei 
Sn und Bi lagen die Verhaltnisse ahnlich. Ob eine endliche Ëlastizitatsgrenze auch 
bei ganz reinen Elementen vorhanden ist, interessiert mebr vom physikalischen 
Standpunkt aus für die Auffassung über das Zustandekommen der Gleitungen 
als vom technischen Standpunkt einer Zurüekführung der Festigkeit auf die 
Vorgânge im Eiukristall. Bekannt ist, dafi Legierung hartet. Mit Rosen- 
hayn*) kann man das so zu verstehen suchen, dafi die legierenden Atome 
(z. B. Cd in Zn) nicht ganz in den Gitterbau des Grundmetalls hineinpassen 
und innere Spannungen verursachen, die ahnlich verfestigend wirken, wie 
eine vorangegangene plastische Deformation, die auch Spannungen hinter- 
lassen hat*). 

§ 17. Das plastische Gebiet bei Nichtmetallen. So wie Metalle ihr 
elastisches Gebiet, so haben auch nichtmetallische Kristalle ihr Gebiet plasti- 
scher Deformation. Die Kristallographen unterscheiden zwischen Schie- 
bungen und Translationen. Letztere sind das, was oben bei den Metallen 
^Gleitung^ genannt wurde. Gleitsysteme sind z. B. bei Steinsalz und Sylvin 
[li0]/(110), bei Bleiglanz PbS (das nach dem Steinsalztyp aufgebaut ist) 
[110] / (001) und [100] / (010), bei dem rhombischen Anhydrit (CaS 04 ) 
[010]/ (001) usw. Bei den Gleitungen oder Translationen bleibt die Grôfie 
der Abgleitung unbestimmt. Die Schiebungen hingegen sind Gleitungen 
von ganz bestimmtem Gleitbetrag. Das klassische Beispiel hierfür ist Ealk- 
spat: Fig. 767 zeigt, wie ein Kalkspatrhomboeder durch Aufsetzen einer Messer* 
schneide auf die Kante in eine Zwîllingsstellung umgeklappt werden kann' 
Der erzeugende Vorgang ist offenbar ein Gleiten von bestimmtem Betrag mit 
horizontaler Gleitflàche und der einen Rhomboederkante als Gleitrichtung. 
Erfolgt die Schiebung wie hier nur nach einem Gleitsystem, so heifit aie bei 

D O. Haase, Ë. Scbmid, Zeitsohr. f. Phys. 38, 413, 1926. 

*) Rosenhayn, Nature 112, 832, 1923. 

*) P. Rosbaud, Ë. Schmid, Zeitschr. f. Phys. 82, 197, 1925. 
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den Kriatallographen eine einfache Schiebung. Bei einer Schiebung erliscbt 
nacb einem gewissen Abgleitungsbetrag die Gleitfâbigkeit dadnrcb, dafi die 
Kristallstruktur in eine Zwillingsstellung zur Ansgangestellung gelangt iat. 
Ealkspat und Steinsalz baben den gleicben Aufbau, sofern man daa 01 


Fig. 767. 



Kalkgpatschiebung. 


des NaCl mit einem Radikal COg in CaCOg vergleichen darf. Wâhrend bei 
dem kleîneren und „runderen‘‘ Cl aber eine Gleitung um beliebig viele Atom- 
abstande auf der Gleitricbtung môglicb ist, ândert sicb bei der analogen 
Gleitung in CaCOg die Lage der auagedehnteren COg-Gruppe teils durçb die 
Gleitbewegung aelbst, teils durcb die Verânderung der Umgebung (Fig. 768). 


Fig. 768. 



Schematische Figur zur Erklarung der Kalkspatachiebung, 

Die COg-Gruppen wirken gewissermaOen wie Sperrnocken, die benacbbarte 
Netzebenen entweder in der einen oder in der anderen Lage festbalten. — 
Àbnlicbe Vorkommnisse sind bei Metallverbindungen zu erwarten und vielleicbt 
erklart sicb in mancben Fàllen die Gleitbebinderung durcb Legierung in 
dieser Art. 

Von den anderen, für Metalle so sebr bezeicbneuden Eigenschaften : 
Verfestigung, Ërbolung, Eebristallisation findet sicb die letzte, freilich in 
geringerem Malle, aucb bei Nicbtmetalien. Sie beiHt hier Sammelkristalli- 
sation. Aber weder bei den Scbiebungen und Gleitungen, nocb bei der 
Bekristallisation sind so prazise und für die Dynamik verwertbare Ergebnisse 
erzielt worden, wie bei Metallen. 
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Dafi einheitlichen Kristalleu die Eigenschaft der elastischen Nach- 
wirkung fehlt, ist bei Metallen und Nichtmetallen festgestellt worden, bei 
ersteren durch v. Wartenbergi) und neuerdings wieder durch Haase und 
Schmid^); für Nichtmetalle besonders eingehend durch A. Joffé®) am Quarz. 
Die elastiscbe Nachwirkung ist nach der Ansicht von Becker*) an die An- 
wesenheit plastischer Inhomogenitât gebunden und auf statistischer Grundlage 
zu deuten, âhnlich wie der Gleitvorgang. 

§ 18. Prandtls Théorie der elastischen Nachwirkung und Hy- 
sterese. Diese hisher nur skizzenhaft ausgeführte Théorie gibt ein gutes 
Bild davon, wie die molekularstatistische Behandlung der über-elastischen 
Vorgânge anzupacken ist. Deshalb môge kurz über sie berichtet werden. 

Wie aus Kap. VII, § 14 bekannt, bewirkt die Hysterese, dal5 zum gleichen 
Wert des Zuges verschiedene Deformationen gehôren kônnen, die durch die 
Vorgeschichte bzw, den Verlauf des Versuchs bestimmt sind. Da jedes Paar 
zusammeugehôrender Zug- und Dehnungswerte einem durchaus stabilen Zustand 
des Systems entspricht (beliebige kleine Spannungsânderungen bewirken fest 
bestimmte kleine Anderungen der Deformation), so deutet die Hysterese 
darauf, daI5 nicht eine, sondern mehrere stabile Gleichgewichtslagen der 
kleinsten Teile im Material môglich sind. Welches diese Teilchen sind, ist 
nicht sicher. Hysterese tritt in stôrungsfreien Einkristallen nicht auf, wohl 
aber in bereits plastisch deforipierten sowie in vielkristallinem Material. Man 
wird also dafür Teilchen verantwortlich zu machen haben, die an StÔrungs- 
stellen (Gleitebenen) oder an Korngrenzen sitzen. 

Prandtl nimmt an, daQ die Teilchen Atome sind, die zwischen den 
regulâr gewachsenen Gitterbereichen liegen lind am einen oder anderen der 
an der Stôrungsflâche zusammenstdfienden Gitter adsorbiert sind. Sie sollen 
dort eine stabile Adsorptionslage haben, zu der sie mit einer gewissen 
(einfachheitshalber linear angenommenen) Kraft wieder hinstreben, wenn sie 
durch andere Krâfte herausgezogen werden. Diese anderen auf die Teilchen 
wirkenden Krâfte rühren vom gegenüberliegenden Gitter her — es ist 
dessen ôrtlich periodisches Streufeld (S. 961; die Période ist gleich dem 
Atomabstand), das an dem Teilchen vorüberziebt, wenn bei weiterer plastischer 
Deformation die ungestorten Gitterbereiche sich verschieben. 

Angenommen nun, die elastische Adsorptionskraft wàre sehr stark gegen 
das Streufeld, so würden die adsorbierten Atome nur Ruhelagen in unmittel- 
barer Nâhe der eigentlichen Adsorptionsstellen C haben. Wàre andererseits 
das Streufeld viel stârker als die rücktreibende Kraft der Adsorption, so 
müUten, entsprechend dem periodischen Charakter des Streufeldes, eine ganze 

D H. V. Wartenberg, Verh.d D. Phys. Ges. 20, 113, 1918. 

®) O. Haase, E. Schmid, Zeitschr. f. Phys. 88, 413, 1926. 

») A. Joffé, Ann. d. Phys. 20, 919, 1906. 

*) K. Becker, Zeitschr. f. 1 hys. 38, 185, 1925. 

L. Prandtl, Ein Gedankenmodell zur kinetischen Théorie der festen Kôrper. 
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 8, 86, 1928. (Die Fassung des Titels drûckt 
aus, dafi Prandtl die nur modellmâûige Analogie zwischen den im Text wieder- 
gegebenen Anschauungen und dem wahren Grund der Hysterese betont.) 
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Reihe von Gleichgewichtslagen für jedes irregulâre Atom existieren. Ohne 
nahere Abschatzung der GrôOenordnungen nimmt Prandtl das Verhâltnis 
zwischen Adsorptionskraft und Streufeldkraft derart an, dafi mindestens 
zwei stabile Gleichgewichtslagen für ein irregulàres Atom bei geeigneter Ver- 
schiebung £ der Gitter gegeneinander môglich sind. 

Man übersieht die Verhàltnisse an Fig. 769a. Die Wellenlinie bedeutet 
die in der Verschiebungsrichtung genommene Kraftkomponente des Streufeldes, 
die schrâge Gerade die Adsorptionskraft, die im Punkte C verschwindet. 
C ist mit dem unteren, die Wellenlinie mit dem oberen Halbgitter fest ver- 


Pig. 769a. Fig. 769 b. 



!<— 

Krâftespîel an dcn irregularen Atomen nach Prandtl. 

bunden zu denken. Durch eine Verschiebung f der Gitter gelangt C nach 
Die Gleichgewichtslage des irregularen Atoms tritt ein bei Gleichheit der 
beiden Kràfte; die zu C gehôrende Lage ist mithini^, wâhrend zu | und C* drei 
Lagen J)\ D", gehôren. Man sieht, dafi dieser dreifache Schnitt nur 
eintritt, wenn die Adsorptionsgerade nicht zu steil ist, und ferner, da6 die 
Lagen B' und D'" stabil sind, /)" labil. 

Die Kraft, mit der das obéré Halbgitter vermittelst des adsorbierten Atoms 
auf das untere einwirkt, ist die Ordinate in den Punkten D, B' usw. Tràgt man 
diese als Funktion der Verschiebungen J auf, so gewinnt man in Fig. 769 b 
die mittlere, schwach gezeichnete Kurve mit zwei stabilen und einem labilen 
Bereich. In die Figur ist zugleich eingezeichnet, was bei einem „KreisprozeC“ 
geschieht, d. h. der Kraftverlauf bei Vergrôfierung und nachfolgender Ver- 


Fig. 770 a. Fig. 770b. 



Kraftespiel an den irregularen Atomen nach Prandtl. 


kleinerung von J. Auf dem Hinweg (J wàchst) wird das Teilchen auf dem 
oberen stabilen Zweig der Eurve bleiben, Solange es geht, entsprechend den 
Lagen B und B* in Fig. 769a; auf dem Rückweg wird der untere stabile 
Kurvenzweig môglichst lange verfolgt. Hierdurch entsteht die in der Fig. 769 b 
ersichtliche Hysteresisschleife für ein einzelnes Teilchen. Bei welchem Ver- 
schiebungswert J das Überspringen des Teilchens von einem Kurvenzweig auf 
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den anderen erfolgt, hângt von der „ Phase des Teilcheos, d. h. der Lage 
des Punktes | = 0 oder G gegenüber dem Streufeld der oberen Gitter- 
halfte ab. 

In einem frisch ausgeglübten Kôrper ist anzunehmen, dafi eine gleichfôrmige 
Verteilung der adsorbierten Teilchen über aile Phasen im Sinne der Fig. 770 a 
vorhanden ist. Wird nun bei einer kleinen Deformation 

Fig. 771. 

eine Verschiebung g erreicht (Fig. 770 b), so gibt es noch ^ * 

keine Teilchen, die auf einen anderen Kurrenzweig über- * 

gesprungen aind. Die durch die Verschiebung geweckte / 

Spannung wachst zunâchst linear an (Differenz der / / \ 

schraffierten Flâchen); Hysterese tritt nicht auf. Dies y / | 

ist das Gebiet bis etwa zur Proportionalitàtsgrenze 
(Kap. VII, § 8). Wird die Verschiebung | über den Wert a Hystérésis Schleife 
hinaus gesteigert, so tritt keine VergrôÛerung der Span- nach Prandtl. 
nung mehr ein, da die rechts hinzutretenden Belastungen 

der Kurve auf den linken Kurrenanfang umgeschlagen werden kônnen. 
Hingegen treten immer mehr irregulàre Teilchen auf einen Kurvenast 
über, und die bei einem symmetrischen Kreisprozeü umlaufene Flache nimmt 
also weiter zu. Die Hysteresiskurve selbst wird etwa wie Fig. 771 aus- 
sehen; dabei ist ein (unsymmetrisch zum Nullpunkt gelegener) Kreisprozefi 
eingetragen. 

Die Hysterese ist nach dieser Auffassung zwar an Unregelmâfiigkeiten 
des Gitterbaues geknüpft, aie hat aber nicht s mit der thermischen Unregel- 
mâOigkeit zu tun. Die thermische Bewegung der adsorbierten Teilchen ist nach 
Prandtls Auffassung der Grund zu der elastischen Nachwirkung und zum 
FlieCen. Hier nahern sich die Prandtlscben Ansichten durchaus den Becker- 


Hysteresis-Schleife 
nach Prandtl. 


schen (§ 14). Die Nachwirkung (vgl. Kap. VII, § 14) entsteht kurz gesagt 
deshalb, weil infolge der thermischen Scbwankungen lokale und gelegentliche 
Energieanhâufungen vorkommen kônnen, die ein adsorbiertes Atom von einem 
Kurvenzweig auf den andern werfen. Ist zwischen Spannung und Deformation 
ein Gleichgewichtszustand eingetreten, so sind die Zahlen der „hinauf-“ 
und „hinunter“springenden Atome gleich groÛ. Fine neu hinzutretende 
Spannung wird sich zunâchst mit der momentan vorhandenen Verteilung 
der irregulàren Atome auf beide Kurvenzweige ins Gleichgewicht setzen 
(momentané Deformation), sodann aber wird der neuen Deformation ent- 
sprechend eine kleine Ànderung in den Besetzungszahlen des oberen und 
unteren Kurvenzweiges stattzufinden haben, damit wieder gleich viele 
Atome hinauf- und hinunterspringen — und diese weitere, nach Art aller 
Scbwankungserscheinungen langsam eintretende Neuregelung bewirkt eine 
kleine Abünderung des momentanen Deformationszustandes (kriechende 
Deformation). Die rechnerisehe Verfolgung dieses Gedankens fübrt Prandtl 
auf Gesetze fur die elastische Nachwirkung, die den nach den Beobachtungen 
formulierten entsprechen. 

Es ist kaum zu bezweifeln, daÜ die Prandtlschen Überlegungen das 
Wesentliche des Vorganges treffen, wenn auch die Natur der adsorbierten 
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Teilchen und die Rolle der Adsorptionskraft noch nicht als geklârt an- 
gesehen werden kann. Sehr verwandte Züge zeigt eine von Dehlinger^) 
aufgestellte Théorie der Rekristallisation. Die Rekristallisation geht bei vielen 
Metallen in zwei Stufen vor sich: bei wenig erhôhten Temperaturen findet 
ein langsames, diffusionsartig sich ausbreitendes Neuwachstum von Kôrnern 
statt, und oberhalb einer ziemlich scharf ausgepràgten „normalen Rekristalli- 
sationstemperatur** setzt dann eine schnelle Rekristallisation ein. Vorbedingung 
für die Rekristallisation ist eine gewisse bîeibende Verformung. Dehlinger 
erblickt in ihr einen ProzeÛ, der an manchen Stellen zu Verwerfungen und Auf- 
lockerungen im Gitter führt, insbesondere zu einem besonderen Defbrmations- 
typ, den er „Verhakung“ nennt. Fig. 772 gibt ein Bild davon: das Wesent- 
liche ist, daC wie bei Prandtl zwei in sich ungestôrte Gitterbereiche an- 
einandergrenzen, deren obérer auch durch sein periodisches Streufeld angedeutet 
ist, und daÛ ein Atom des einen Bereiches um mebr als einen halben Gitter- 
abstand aus seiner Lage entfernt eine neue Gleichgewichtslage gefunden bat. 
Abweichend von Prandtl nimmt Dehlinger eine Verkettung der Atome an- 
einander an, wie es in der Gitterdynamik geschieht (freilich rechnet er nur mit 

Fig. 772. 

• • — •— • untere 

Gitter- 

•••••••• hàlfte 


„Verhakung“ nach Dehlinger. 

einer Dimension). Dabei zieht die Verschiebung des einen Atoms kleinere bei 
seinen Nachbarn nach sich. Die rücktreibende Kraft, die von der eigenen Gitter- 
hâlfte ausgeübt wird, muû durch das Streufeld der gegenüberliegenden H&lfte 
ausgeglichen werden, wie bei Prandtl. Auch hier ergeben sich zwei stabile und 
eine labile Gleichgewichtslage. Aber Dehlinger schâtzt die rücktreibende Kraft 
durch den Ëlastizitâtsmodul ab (auch dieser ist ja durch die Verkettung gegeben) 
und findet, daO die Bindung zu stark ist, um mit der aus den gitter- 
theoretischen Rechnungen bekannten Potentialkurve zu den drei Schnitten zu 
fùhren (vgl. Fig. 769 a). Für die Deutung der Rekristallisation ist dieser Umstand 
wichtig. Wenn nàmlich eine ganze Reihe gleichsinniger Verhakungen von der 
Art von Fig. 772 angenommen werden, so erweicht sich die Bindung: man 
sieht leicht, dafi die Nachbarverhakungen auf die Atome einer Verhakung 
zwischen ihnen Krafte ausüben, die die Verhakung begünstigen. Der vielfach- 
verhakte Zustand ist stabil. Er ist es, der durch mechanische Deformation 
erreicht wird. Das Aufbrechen der Verhakungen sieht Dehlinger als Vor- 
bedingung für das Ëinsetzen der Rekristallisation au (Auflockerung als Anfang 
der Neuordnung). Bei mittleren Temperaturen wird infolge der Energie- 

D U. Dehlinger, Stattgarter Habilitationsschrift, 1928; siehe auch Metall- 
wirtschaft 7, Heft 43, 1928. 
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§ 19 . 

sohwankuDgen hie und da eine verhakte Atomgruppe die nôtige Energie 
erhalten, um sich zu „enthaken“ (langsame Rekristallisation). Wenn aber 
bei steigender Temperatur diese Energie sich haufiger in benachbarten 
Verhakungen findet, so fâllt die gegenseitige Stabilisierung fort und das 
Verbakungssystem bricbt in sich zusammen („ normale Rekristallisations- 
temperatur‘‘ und Rekristallisation oberhalb derselben). Zwischen dieser Théorie 
und der Weiss schen Théorie des Ferroinagnetismus besteht eine enge Analogie: 
dort stabilisieren sich die Molekularmagnete durch das von ihnen erzeugte 
innere Magnetfeld, bis bei der Curietemperatur dieGleichrichtung der Magnete 
und das innere Feld durch die zunehmende Temperaturbewegung plôtzlich 
zerstôrt wird. Zweifellos liefien sich aus der Dehlingerschen Vorstellung die 
von Prandtl behandelten Erscheinungen herleiten, und zwar unter besserem 
AnschluC an die sonstigen gittertheoretischen Methoden. 

§ 19. Schlufibemerkungen. Wenn wir heute in aller Ehrlichkeit an- 
geben wollen, wie weit die physikalische Forschung „da8 wirkliche mechanische 
Verhalten“ der festen Korper erklâren kann, so müssen wir uns nach dem 
Vorangegangenen mit der sehr bescheidenen Antwort begnügen: wir glauben 
den Weg betreten zu haben, der weiter führen wird, als die bisherige auf 
réversible Vorgànge eingestellte physikalische oder die bisher auf zu schnelle 
Erfolge eingestellte technische Forschung; wir sind berechtigt, auf eine Reihe 
von Erfolgen der neuen theoretischen und experimentellen Uutersuchungen 
hinzuweisen. Aber gerade mit der tieferen Durchdringung des Gegenstandes 
erkennen wir, daC schon die Vorgànge in Einzelkristallen — wieder theoretisch 
und experimentell — recht schwer zu faasen sind und daC der Schritt zum 
vielkristallinen technischen Material auch nicht leicht sein wird. Hait man 
überhaupt an dem Gedanken fest, die Eigenschaften des technischen Materials 
auf die der Kristallite zurückzuführen, so sind die üblichen technischen 
„Proben“ und „Grenzen‘‘ (Elastizitàts- und FlieDgrenze, Kerbzàhigkeit, Hàrte- 
zahl, Kugeldruckprobe usw.) ungeeignet, um Rückschlüsse auf den elementaren 
Vorgang zu gestatten. Andererseits fehlt die rechte theoretische Verbindung 
zwischen dem Vorgang im Einzelkristall und seiner Auswirkung fur den Viel- 
kristall — eine alte Rechnung von Voigt^) gilt nur für ganz kleine, als elastisch 
augesetzte Deformationen und die bei den groCen plasti schen Deformationen 
wesentliche Behinderung des Gleitens (S. 978) dürfte schwer zu erfassen sein. 
Aber auch zum Verstàndnis der plastischen Vorgànge im Metalleinkristall 
fehlt uns noch viel; der EinfluO der Geschwindigkeit, die Erholung, der 
grofie Einflufi selbst geringster Beimengungen auf die Verfestigung und auf 
die Rekristallisation — das ailes bietet der experimentellen und theoretischen 
Forschung auf lange hinaus zahlreiche Aufgaben. Der Eindruck ist nicht zu 
umgehen, dafi diese elementaren Festigkeitsfragen in einem engen Zusammen- 
hang stehen zu den prinzipiellen physikalischen Vorstellungen über den 
atomistischen Auf bau der Metalle, der natûrlich auch die F rage der elektrischen 


1) W. Voigt, Lehrb. d. Kristallphysik (Teubner, 1910), Anhang II, S. 9f4 — 962. 
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Leitfà.higkeit umfaOt. Hoffentlich werden die prâziseren Vorstellungen von 
der Natur der ^Leituugselektronen”, die uns die neue Sommerfeldsche 
Théorie erôlfnet, sich bald auch fûr Festigkeitsfragen auswirken. Jedeufalls 
ist es ein bedeutsames Anzeichen dafür, wie eug die Anlehnuug der FestigkeitS'- 
lehre au die allgemeine Atomtheorie sich gestalten muO, wenn nach deu 
Messungen von Bridginan^) die Cauchyschen Relationen schon bei Wolfram 
nicht erfûllt sind — einem kubisch-kôrperzentrierten Gitter, wo sie nach der 
Bornschen Théorie unbedingt gelten mûfiten. Die Richtigkeit der Bridgman- 
schen Bestimmungen vorausgesetzt, wûrden diese Messungen geradezu dazu 
zwingen, für die Metalle die Bornscbe Vorstellung vom stabilen Gleichgewichts- 
zustand der Atome im idealen Gitter aufzugeben. Mag der Weg zu einer 
allgemeinen Zustandstheorie der Metalle auch weit sein, er scheint der einzige 
zu sein, der die für die fundamentalen Festigkeitsfragen nôtigen Grundlagen 
liefert. Exakte experimentelle Forschung an don einfachsten Kôrpern allein 
kann und wird in absehbarer Zeit weiterführen. 

D Vgl. § 6 , 4 . 
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Mechanik der flüssigen und gasfôrmigen Korper*). 

Zehntes Kapitel. 

Gleichgewicht von Flfissigkeiten nnd Gasen. 

§ 1. Ëigenschaften der FlUssigkeiten. Die Flüssigkeiten unter- 
scheiden sich von den festen Kôrpern durch die leichte Verschieblichkeit 
ihrer Teilchen. Wàhrend bei den festen Kôrpern endliche, zum Teil sebr er- 
hebliche Kràfte nôtig sind, um ihre Form zu àndern, verschwinden die zur 
Formanderung von Flüssigkeiten erforderlicben Kràfte vollstândig, wenn nur 
für die Formanderung hinreichend viel Zeit zur Verfügung ist. Bei raschen 
Formànderungen zeigen auch die Flüssigkeiten einen Widerstand, der aber 
nach Aufhôren der Bewegung sebr schnell verschwindet. Man nennt die 
Eigenschaft der Flüssigkeiten, gegen Formanderung Widerstand zu leisten, 
„Zàhigkeit“. Von der Zàhigkeit wird in Kapitel XII, § 1 ausführlich die 
Rede sein. Neben den gewôhnlichen, leicht beweglichen Flüssigkeiten gibt es 
auch sebr zàhe Flüssigkeiten, deren Widerstand gegen Formanderung sebr 
betràcbtlich ist (im Ruhezustand aber auch wieder verschwindet), und es gibt 
von hier aus aile Übergânge zum (amorphen) festen Kôrper. Erhitztes Glas 
Z. B. macht diese Übergânge sàmtlich durch, Asphalt und àhnliche Stoffe 
zeigen sie bei gewôhnlichen Temperaturen. 

Versuch: Eine umgestürzte Tonne mit Asphalt làuft je nach der Temneratur 
in einigen Tagen oder Wochen aus; das Ausgelaufene bildet einen âachen Kuchen. 
Obwohl dieser in dauerndem Weiterflieûen ist, kann man darauf herumtreten, ohne 
merkliohe Ëindrücke hervorzurufen. Eindriicke zeigen sich aber bei lângerem 
Stehenbleiben. Bei Bearbeitung mit einem Hammer splittert die Masse wie Glas. 

In der Lehre vom Gleichgewicht der Flüssigkeiten interessieren wir 
uns nur für Ruhezustànde bzw. hinreichend langsame Bewegungen, hier 
dürfen wir daher den Widerstand gegen Formanderung genau gleich Null 
setzen, wir erhalten geradezu eine Définition des flüssigen Zustandes, 
wenn wir sagen; In einer im Gleichgewicht befindlichen Flüssig- 
keit ist jeder Widerstand gegen Formanderung gleich Null. 

Nach der Auffassung der kinetischen Théorie der Materie sind die kleinsten 
Teile aller Kôrper (die Atome) in bestândiger Unruhe; die kinetische Energie dieser 
Bewegung ist das, was sich aïs Wârme âufiert. Von diesem Standpunkt aus unter- 
scheiden sich die Flüssigkeiten von den festen Kôrpern dadurch, dafi die Teilchen 
nicht wie bei diesen teste Plâtze haben, um die sie schwingen. sondern sich dauernd 
ungeordnet durcbeinander bewegen, oder wenigstens sebr hâufig ihre Plàtze wechseln. 

D Bearbeitet von Prof. Dr. L. Prandtl in Gôttingen. 
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Das allmàhliche Erweicheu von amorphen Kôrpern bei steigender Temperatur kann 
man sieh so vorstellen: Erhitzt man einen festen Kôrper, d, h. vermehrt man die 
Energie der Molekelbewegung. so treten zunàchst eiuige Platzwechsel ein, wo 
gerade zufàllig besonders groÛe Schwingungsarnplituden auftreten; bei weiterer 
Erhitzung werden die Platzwechsel immer hàufiger, schliefilich allgemein, Durch 
solches freiwilliges Platzwechseln ist aber die Môglichkeit der Formânderung ohne 
Widerstand gegeben. Bei kristallinischen festen Korpern, in denen bekanntlich 
die Teilchen vôllig regelmàÛig angeordnet sind, sind die Verhàltnisse etwas anders; 
hier gibt es bei genügend hoher Temperatur Platzwechsel ohne Ànderiing der 
Gesamtanordnung, d. h. ohne Verschwinden des festen Zustandes, und der Über- 
gang vom festen zutn flussigen Zustaud pflegt unstetig durch Schmelzen, d. h. 
durch Einstürzen des regelmàfiigen Gebaudes zu crfolgen. Doch gehôren diese 
Dinge nicht mehr hierher. 

Eine weitere Kigenschaft der Flüssigkeiten ist ihr grofier Widerstand 
gegen Volumenverânderung. Es ist auf keîne Weise môglich, 1 LiterWasser 
in ein GefàC von Liter Inhalt hineinzupressen, und wenn man dieselbe 
Menge in ein GefàQ von 2 Liter Inhalt bringt, so füllt es dieses nur zur 
Halfte aus, auch wenn man die Luft darüber wegpumpt. Dabei ist das Wasser 
nicbt etwa ganz unzusammendrückbar, bei boben Drucken kann es um 
immerhin merkbare Betràge zusammengedrückt werden [5 v. H. Volumen- 
verminderung bei rund 1000 Atmosphâren Druck] i). Bei anderen Flüssigkeiten 
liegen die Verhàltnisse àbnlich. ÜberKompressibilitàt vgl.Bd.III, l, S. 246-250. 

§ 2. Lehre vom Spannuagszustand. Wir wollen uns nun mit dem 
Spannungszustand in einer im Gleichgewicht befindlichen Flüssigkeit nàher 
bescbàftigen. Es ist vielleicbt nicht überâüssig, zu bemerken, daC rnan die 
allgemeinen Sâtze über das Gleichgewicht der Kràfte an einem Kôrper auch 
auf flüssige Kôrper anwenden darf. Man findet gelegentlich, um dies zu 
rechtfertigen, ein besonderes nErstarrungsprinzip” herangezogen, demfolgende 
Überlegung zugrunde liegt; „r)as Gleichgewicht irgend eines beweglichen 
Systems kann dadurch, daÛ nachtràglich irgendwelche beweglichen Teile 
festgemacht werden, nicht gestôrt werden; also kann man auch in einer im 
Gleichgewicht befindlichen Flüssigkeit irgend einen Teilbezirk erstarrt denken, 
ohne das Gleichgewicht dadurch zu stôren, und man kann auf den erstarrten 
Teil die Sàtze über das Gleichgewicht starrer Kôrper anwenden” *). Der 
ümweg über den starren Kôrper ist aber nicht unbedingt notwendig. Die 
Gleichgewichtssâtze der allgemeinen Mechanik werden zwar vielfach unter 
Zuhilfenahme des „8tarren Kôrpers” abgeleitet. Ein „ruhendes Massensystem” 
mit inneren Bewegungsmôglichkeiten, die aber des Gleichgewichts wegen nicht 
ausgenutzt werden, lâÛt jedoch die Anwendung dieser Sàtze ebenso zu. So- 
lange es sich um den Fall wirklicher Ruhe handelt, sind beide Betrachtungs- 
weisen ganz gleichberechtigt; handelt es sich aber um einen Fall von Be- 
wegung, so kommt man mit dem Erstarrungsprinzip leicht in Schwierigkeiten, 
da hier nichts Erstarrtes vorhanden ist. Wegen der spâteren Anwendung 
auf die Dynamik môgen die wesentlichen Überlegungen dieser Betrachtungs- 
weise, die auch in der Festigkeitslehre üblich ist, hier kurz aufgeführt werden ; 

D Über Druckmafie vjrl. § 3. 

D Es ist hier natûrlich nicht an ein physisches Erstarren gedacht, das mit 
Volumeuànderung und mit Avskristallisieren usw. verbunden ist, sondern an ein 
ideelles Erstarren ohne jede Verschiebung und Volumenànderung. 
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Man stellt zunachst fest, dafi irgendwelche Krâfte immer Wecbsel- 
wirkungen zwischen Massen sind. Zîeht z. 6. die Masse nij eine andere Masse 
mit einer Kraft P zu sich hin, so findet sich die Kraft P gleichzeitig 
auch an mj als Wirkung von «la, und zwar als eine Anziehung nach hin. 
Beide Krâfte sind also entgegengesetzt gerichtet (Newtons Prinzip von Aktion 
und Reaktion). An einem System vonMassen, das irgendwie gegen andere 
Massen abgegrenzt werdea môge, unterscheidet man zweierlei Arten von 
Krâften, innere Krâfte, die zwischen zwei zum System gehôrîgen Massen 
wirkeu und daher immer paarweise entgegengesetzt vorkommen, und 
àufiere Krâfte, die zwischen je einer Systemmasse und einer auQerhalb be- 
findlichen Masse wirken, und die daher am System nur einmal vorkommen. 
Summiert man aile an den Massen des Systems vorkommenden Krâfte 
(vektoriell oder komponentenweise), so heben sich die inneren Krâfte immer 
paarweise aus der Summe heraus, und nur die âuBeren Krâfte bleiben stehen. 

Zum Gleichgewicht des Systems ist erforderlich, daB an jeder einzelnen 
Masse die Summe der an ihr angreifenden Krâfte verschwindet (Vektor- 
eumme oder drei Komponentensuinmen!). Summiert man diese Summen über 
aile Massen des Systems, so verbleibt nach obigem nur die Summe aller 
âuBeren Krâfte, und da jede Einzelsumme des Gleichgewichts wegen ver- 
schwindet, verschwindet somit auch die Summe der àuCeren Krâfte 
an dem System. Dieser Satz, der über das Massensystem weiter nichts 
voraussetzt, als daûes im Gleichgewicht ist, erweist sich für die verschiedensten 
Anwendungen als hôchat wertvoll. Rechnet man nach der Koordinaten- 
methode, dann enthàlt er in sich die drei Aussagen 

SX=:0, 

wo X, K, /j Komponenten der âuÛeren Krâfte nach der a;-, y- und ^r-Richtung sind. 

Zu dem vorstehenden Satz gibt es einen vôllig analogen für die Dreh- 
momente der âuQeren Krâfte. Auch diese müssen im Gleichgewicht ver- 
schwinden. 

Sowohl bei elastisch festen wie bei flüssigen Kôrpern interessiert man 
«ich für den Spannungszustand im Innern des Kôrpers. Dieser besteht 
offenbar aus den inneren Krâften, die zwischen den kleinsten Teilen des 
Kôrpers übertragen werden. Im allgemeinen begnügt man sich dabei mit 
Angaben über den mittleren Zustand in einem Bereich, der schon eine sehr 
^roBe Anzahl von Teilchen enthâlt; denn das Bild der Einzelkrâfte zwischen 
<ien noch dazu in lebhafter Wârmebewegung befindlichen Teilchen würde 
viel zu verwirrend sein. Wie aber soll man die inneren Krâfte zu fassen 
bekommen, da unsere Sâtze nur Aussagen über âuÛere Krâfte liefern? Die 
Antwort ist: Man mufi sie zu âuBeren machen! Das ist môglicb, und 
2 war so: Denken wir uns einen Kôrper durchgeschnitten und erklâren das 
oine der beiden Stücke (I in Fig. 773) als unser Massensystem, dann sind aile 
Krâfte, die von einem Teilchen des Gebietes II auf eines des Gebietes I über- 
tragen werden, und die bisher innere Krâfte waren, für uns zu âuBeren ge- 
worden. Stand der ganze Kôrper unter einem âuBeren Zwangszustand (in 

Minier-Pouillet 1, 2. ll.Anfl. 
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Fig. 773 ist dieser durch zwei Pfeile angedeutet), so bestehen au ch iuuere 
Spannungen, uod wir werden dann, wenn wir in Gedanken den Schnitt aus- 
fûhren, finden, daC durch die Schnittflâche hindurch von den Teilchen rechte 
vom Schnitt auf diejenigen links vom Schnitt Kràfte übertragen werden. 
Fig. 773. Fig. 774. 


Summieren wir aile diese Krafte, d. h. setzen wir sie zu einer resultierenden 
Kraft zusammen, so hait diese den an dem Teil I angreifenden Krâften gerade 
das Gleichgewicht (vgl. Fig. 774). Dies liefert eine eindeutige Aussage über 
die Resultierende der Krafte im Schnitt^). 

Unter Spannungen versteht man nun solche Kràfte in einem 
„Schnitt“, bezogen auf die Flàcheneinheit. Man erhàlt in obigem 
Beispiel offenbar die mittlere Spannung in dem Schnitt, wenn man die aus 
dem Gleichgewicht folgende Kraft im Schnitt durch den Flàcheninhalt des 
Sohnittes dividiert. Wir ersehen hieraus auch, daC die ^Spannung auf einer 
Flàche“ ebenso wie die Kraft ein Vektor ist. 

Unser Prinzip, durch einen gedachten Schnitt aus inneren Kràften àufiere 
zu machen, im folgenden kurz „Schnittprinzip“ genannt, lâCt erweiterte 
Anwendungen zu, indem wir durch eine Anzahl von Schnittflàchen aus dem 
Innern des Kôrpers, dessen Spannungszustand wir untersuchen wollen, ein 
kleines Kôrperchen (Parallelepiped, Prisma, Tetraeder usw.) herauspràparieren 
und sein Gleichgewicht untersuchen. Im einfachsten Falle sind dann aile 
Kràfte, die an dem Kôrperchen ins Gleichgewicht zu 
setzen sind, Spannungskràfte. Aus dem Gleich- 
gewicht solcher Kôrperchen lassen sich verschiedene 
wichtige Sàtze über Spannungszustànde herleiten, 
von denen einer hier als Beispiel mit Beweis an- 
geführt werden mag: „Sind die Spannungsvektoren 
für drei Schnittrichtungen gegeben, die miteinander 
eine kôrperliche Ëcke bilden, so ist damit auch für 
aile übrigen Schnittrichtungen der Spannungsvektor 
bekannt." Beweis: Wir schneiden die kôrperliche 
Ecke mit der vierten Flàche, deren Spannung ermittelt werden soll, so, dalî 
ein Tetraeder wie in Fig. 775 entsteht. Die Kràfte 1, 2 und 3 werden erhalten, 
indem man die gegebeuen Spannungsvektoren mit den Flàcheninhalten der 
zugehôrigen Dreiecke multipliziert. Es gibt nur eine Richtung und GrôJQe der 
Kraft 4, die den Kràften 1 -f 2 -j- 3 das Gleichgewicht hàlt; diese Kraft, 
dividiert durch die zugehôrige Dreiecksflàche, ist die gesuchte Spannung. Für 

1) Man hàtte die ganze Überlegung natûrlich ebenso gut an die Zustànde 
am Teil II anknüpfen kônnen und hàtte dabei eine gleich grofie, aber entgegen- 
gesetste Kraft erhalten (eben die Kraft, die von dem Teil I auf den Teil II aus- 
geûbt wird). 
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die Berechnung wàhlt tnan zu den Flàcben l, 2 und 3 zweckmaÛig die Koordi- 
natenebenen, vgl. Fig. 775. 

Die weiteren Einzelbeiten der Lebre von den Spannungzustânden gebôreu 
in die Festigkeitslebre. Hier aei nur nocb erwàbnt, dafi der ^Spanniings- 
zustand“, der die Gesamtbeit der Spannungavektoren zu allen môglicben 
Scbnittricbtungen durcb einen Punkt daratellt, mit einem Ellipaoid in Ver- 
bindung gebracht werden kann; er ist demnacb ein „Tensor“. Nach dem 
vorerwâhnten Satz ist der Spannungszustand in einem Punkte (und aucb sein 
Ellipsoid) gegeben, wenn die Spannungavektoren zu 3 eine kôrperlicbe Ecke 
bildenden Scbnittflàcbeu gegeben sind. Entsprecbend den drei Hauptacbsen 
die jedes Ellipsoid beaitzt, sind bei jedem Spannungszustand drei aufeinander, 
senkrecbte Scbnittflâchen angebbar, auf denen der Spannungsvektor senkrecbt 
stebt. Die drei auf diese Weise ausgezeicbneten Spannungen heiCen Haupt- 
spannungen, die zugebôrigen Ricbtungen Hauptricbtungen. 


§ 3. Der Flüssigkeitsdriick. Der Spannungszustand in einer im 
Gleicbgewicbt befindlicben Flüsaigkeit ist besonders einfacb. Ein Widerstand 
gegen Formânderung, also gegen Verscbieben der Teile aneinander, ist etwas 
mit einer Reibung Verwandtes. Wenn bei zwei sicb beriibrenden festen 
Kôrpern Reibungslosigkeit berrscben soll, so muC die Druckkraft an der Be- 
rübrungsflâcbe der beiden Kôrper jederzeit senkrecbt auf dieser steben (so 
daÛ also bei einer Gleitbewegung lângs der Berührungsdâcbe keine Arbeit 
geleistet wird). Ganz entsprecbend drückt sicb die Abwesenbeit eines Wider- 
standes gegen Formânderung dadurcb aus, daÛ iminnern der Flüssigkeit die 
Spannung, die man hier Druck zu nennen pflegt, überall senkrecbt 
auf der Scbnittflacbe stebt, auf der aie wirkt. Man kann geradezu das 
Senkrecbtstebeu des Druckes auf der zugebôrigen Flàcbe als eine Définition 
des fl üssigen Zustandes anseben; sie ist der in § 1 angegebenen Définition 
vôllig gleichwertig. 

Aus dieser Eigenscbaft des Flüssigkeitsdruckes lâÛt sicb sofort eine 
andere durcb eine einfacbe Gleicbgewicbtsbetrachtung berleiten. Wir denken 
uns dazu aus der Flüssigkeit ein kleines dreiseitiges Prisma berausgescbnitten ; 
die Stirnflàcben des Prismas môgen dabei senkrecbt zu den Prismakanten 
steben (wir kônnen uns natürlicb das Prisma aucb innerbalb der Flüssigkeit 
erstarrt denken und das Gleicbgewicbt der Krâfte studieren, die von der 
übrigen Flüssigkeit auf das Prisma ausgeübt werden). Die Druckkrüfte auf 
den Stirnseiten sind gleicb grofi und entgegengesetzt gericbtet und balten 
sicb daber von selbst Gleicbgewicbt, so dafi wir sie nicbt weiter zu beacbten 
braucben. Die Krâfte auf den Seitenfl&cben sind, da sie senkrecbt auf ibren 
Flâcben steben, in einer zu den Prismakanten senkrecbten Ebene entbalten. 
Fig. 776 zeigt eine Stirnansicbt des Prismas mit den Krâften, Fig. 777 das 
Dreieck, das die Krâfte bilden mûsseu, damit Gleicbgewicbt vorhanden ist. Da 
die Dreieckseiten von Fig. 777 je auf denen von Fig. 776 senkrecbt steben, haben 
beide Dreiecke dieselben Winkel und sind daber einander âbnlicb. Hieraus folgt, 
dafi die drei Druckkrâfte sicb verhalten wie die zugebôrigen Prismenseiten. 

63* 



996 


Qleichgewicht von Flüasîgkeiten und Gasen. Kap. X. 


Wenn wir nun die auf die Flâcheueinheit bezogenen Drucke ermitteln wollen, 
80 müssen die Druckkràfte durch die jeweilige Prismenflàche dividiert werden. 
Die Prismenflâchen haben aile dieselbe Hôhe und verhalten sich daber wie 
ihre Grundlinien, die Prismenaeiten, also ebenso wie die Krâfte. Hieraus 
folgt, da6 der Druck pro Flâcheueinheit, den wir 
schlechthin Druck neuneu, auf allen drei Prisnien- 
flâchen gleich groÛ ist. Da das Prisma im übrigen 
ganz beliebig gewâhlt war, schlieCen wir, daC der 
Druck an ein und derselben Stelle der Flüssig- 
keit in allen Richtungen (noch genauer gesagt: 
für aile môglichen Lagen einer gedachten Schnitt* 
flâche) gleicb groÛ ist. Das Spannungsellipsoid ist 
in diesem Falle eine Kugel. Für einen Spannungs- 
zustand dieser Art, den man auch hydrostatischen 
Spannungszustand nennt, genügt also eine einzige 
Zahlenangabe, die des Druckes p. Nach dem Früheren 
bedeutet dîese Zabi offenbar die Kraft, die auf einer 
Flâcheneinbeit übertragen wird. Je nacb der gewâblten Krafteinbeit und 
Flâcbeneinbeit sind sebr verscbiedene DruckmaÜe môglicb. Tecbniscb ist 
sebr gebrâucblicb das kg /cm*; aber auch das kg/m* wird viel verwendet. 
kg bedeutet dabei Kilogramm-Gewicbt, vgl. Kap. I, § 51. Über einige andere 
Druckmafie vgl. § 15 und 16. 

§ 4. Druckverteilung in einer Fliissigkeit bei Nichtberücksichti- 
gung der Schwere. Jede Flüssigkeit ist scbwer. In vielen Fâllen, besonders 
wenn es sich um hohe Drucke handelt, ist es aber unnotig, auf die Wirkungen 
der Schwere Rücksicbt zu nehmen; die Überlegungen werden dadurch sebr 
vereinfacbt. Wir knüpfen wieder an das Krâftegleichgewicht an einem Prisma 
an, das wir jetzt aber von lânglicher Form annebmen wollen, und betrachten 
das Gleichgewicht gegen Verschieben làngs der Prismenachse. Wir nehmen 

Fig. 778. 


zunâchst eine Verânderlichkeit des Druckes von Ort zu Ort an; der Quer- 
schnitt des Prismas, gleicb dem Inbalt der auch hier senkrecht zur Prismen- 
acbse angenommenen Stirnflàche, sei F. Wir nehmen diesen Querschnitt so 
klein, daD die Verânderlichkeit des Druckes innerhalb desselben unbeachtet 
bleiben darf. Wenn an dem einen Prismenende der Druck j)], an dem anderen 
Pa herrscht, so greifen hier die Krâfte Fpi und Fp^ in entgegengesetzter 
Richtung parallel der Prismenachse an. Aile Druckkràfte auf den Seiten- 
fiâchen des Prismas stehen aber nach unserer Grundannahme senkrecht auf 
diesen Flâchen und damit auch senkrecht auf der Prismenachse und tragen 
daber zu den Kraftkomponenten parallel der Prismenachse nichts bei, gleicb- 
viel wie der Druck auf ihnen verteilt ist. Das Gleichgewicht verlangt also. 


Fig. 776. 
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dafi die einzigen Krâfte in der betrachteten Ricbtung, JPpi und Fp 2 t un ter- 
eînander Gleichgewicbt halten» also muS sein 

F Pi F P2 Oder Pi = p^, 

d. h., da die Lage des Prismas ja ganz willkürlich war: Bei Abwesenheit 
der Schwere (und anderer etwaiger eingeprâgter Kràfte) ist der Druck 
an allen Stellen der Flüssigkeit gleich groJS. 

Erfüllt die Flüssigkeit etwa enge und gewundene Râume, so dafi es nicht 
môglich ist, zwiscben zwei beliebigen Punkiee ein Prisma iu die Flüssigkeit zu 
legen, so stebt es immer frei, den Scblufi beliebig oft zu wiederholen, von einem 
Puiikt 1 zu einem Punkt 2, von diesem in anderer Ricbtung zu einem Punkt 3 usw., 
bis der verlangte Endpunkt n erreicbt wird. Aus Pi = Pu Pa = Ps usw. 
folgt dann aucb = pn. Eine andere nocb elegantere Überlegung ist die folgende: 
Man denke sicb ein geraumiges Gefâil, in dem das wirklicb vorliegende Gefafi 
Platz bat, vollkommeii mit Flüssigkeit erfüllt, und binterber, nacbdem das Gleicb- 
gewicbt eingetreten ist, so viel von der Flüssigkeit erstarrt, daÜ nur der wirklicb 
vorbandene Flüssigkeitsraum übrigbleibt. Nach unserem Erstarrungspi inzip von 
§ 2 wird bierdurch an dem Krâftezustand nicbts geândert; wir baben also aucb 
in beliebig engen Raumen im Gleicbgewicbt ûberall gleicben Druck. 

Anmerkung: Bei âuüerst engen Hâumen kann nach einer Ânderung des 
Flüssigkeitsdruckes, etwa durcb aufiere Belastung, sehr betrâchtlicbe Zeit ver- 
gehen, bis das Gleichgewicbt eingetreten ist. Bei plastischem Topferton z. B. 
(bestebend aus sebr feinen festen Teilchen, deren Zwiscbenraume mit Wasser an- 
gefüllt sind) kann diese Zeit nacb Tagen oder, wenn es sicb um ganze Tonscbicbten 
im Erdboden bandelt, nach Jahren zàhlen'); wàhrend dieser Zeit stromt das 
Wasser von den Stellen hôheren zu denen niedrigeren Druckes, vgl. Kap. XII, § 8. 

Wir fassen also zusammen: Der Druck in einer im Gleichgewicbt 
befindlichen Flüssigkeit stebt überall senkrecht auf der Flache, 
auf der er wirkt, und ist — bei Abwesenheit von Schwerkrâften und 
anderen Massenkràften — allerorts und in jeder Ricbtung gleich groB. 

Was von dem Druck im Innern der Flüssigkeit gilt, gilt aucb für den 
Druck auf die Wànde des GefâBes, das die Flüssigkeit einscblieBt. Man kann, 
um sicb das klarzumachen, dicht vor der Wand — oder 
aucb in einigeni Abstand davor — einen ebenen Schnitt 
durcb die Flüssigkeit fübren und diesen durcb eine Zylinder- 
flâcbe erganzen, die senkrecbt zu dem Scbnitt stebt, vgl. 

Fig. 779. Das Gleicbgewicbt des auf diese Weise einge- 
scblossenen Wasserkôrpers liefert die Kraft P, genauer die 
Kraftkomponente, die das Waiidstûck in der Ricbtung 
senkrecbt zur Scbnittf làcbe erfâbrt, und zwar ist 
diese Kraft gleicb Fp^)- Diese Betracbtungs weise bat den Vorteil, daÛ man 
sofort erkennt, daC Unebenbeiten des Wandstücks, selbst grobe, an dem Er- 
gebnis nicbts andern. 

Macbt man das Wandstück beweglicb, d. b. ordnet man einen in einem 
Zylinder verscbieblicben Kolben (Fig. 780) oder aucb nur eine dicbt scblieBende 
Platte (Klappe) über einer ôffnung (Fig. 781) an, so kann die Kraft P von 
auBen wabrgenommen werden, da man, um den Kolben oder die Klappe an 


Fig. 779. 



D Vgl. etwa Terzagbi, Erdbaumecbaoik. Wien 1924, 

*) In Fig. 779 ist die Kraft P in der Weise angegeben, wie sie von der Wand 
auf den betrachteten Flüssigltoitskôrper ausgeübt wird. Die Druckkraft der 
Flüssigkeit auf die Wand bat die entgegengesetzte Ricbtung. 
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ihrer Stelle zu halten, von auCeu eine Kraft gleicb P darauf ausüben mufi. 
(In Fig. 780 und 781 ist die Kraft eingezeichnet.) Durch Messung der Kraft P 
am Kolben kann auch der Druck p ermittelt werden, denn er ist gleicb P: F. 
Hierauf berubt eines der genauesten MeÛgerâte für hohe Drucke, die Hol- 


Fig. 780. Fig. 781. 



boni scbe Druckwaage, Fig. 782. Sie entbâlt in einem senkrecbt stebenden, sebr 
genau gearbeiteten Zylinder einen mit ganz geringem Spiel eingepaCten Kolben, 
der durch Gewichte belastet ist. Man bringt unter den Kolben ein zâb- 
flüssiges Ôl, das wàhrend des Versuchs in geringen Mengen austritt. Wesent- 


Pig. 782. 



Holbornsche Druckwaage. 

a ~ Dnxckzylinder, h = Stempel, c = Verbindungsleitung mit der Stelle, deren 
Druck gemessen werden soll , h = Haken zum Anhangen der Belastungsgewichte, 
i = Nachfüllvorrichtung. 

lich für eine genaue Messung ist, daB Kolben und Zylinder sicb nirgends 
berûhren, was dadurch erreicht wird, daC der Kolben fortwâhrend um seine 
Acbse gedreht wird, wodurcb das Ol in dem Zwischenraum zwiscben Zylinder 
und Kolben gleicbmàûig verteilt wird und so eine metallische Berührung ver- 
hindert. Die Reibung des Kolbens ist dann âuBerst gering. 

Die Klappe von Fig. 781 kann als Urbild aller Ventile gelten; sie ôffnet 
lich, entgegen der in Ricbtung des SchlieOens wirkenden Kraft P, wenn der 
Flüisigkeitsdruck denWert P: F überscbreitet, und scblieQt sicb dicbt, wenn 




§ 5 . Hydraulische Presse, Drackpumpe, Arbeltsleistung elner Druckflüssigkeit. 999 

der Druck kleiner als dieser Wert wird. Zur Druckmessung eignet aie sich 
weniger; immerhin kann aie auch dazu benutzt werden, wenn man die Be> 
lastung P beobachtet, bei der gerade etwas Flüsaigkeit auazuflieûea beginnt. 

Ein Kôrper, der von einer der Schwere nioht unterworfenen, aber unter be- 
liebigem Druck stehenden Flüasigkeit allseitig umgeben ist, erfàhrt von dieser 
zwar allseitigen Druck, aber keine resultierende Kraft. Dies ist vermôge des Er- 
starrungsprinzips leicht einzusehen, denn denkt man zunàchst den ganzen Raum 
mit Flüssigkeit erfüllt, so ist jeder Teilbezirk im Gleichgewioht, und es wird daran 
nichts geàndert, wenn hinterher ein Teilbezirk erstarrt gedacht wird. 

§ 5. Hydraulische Presse, Druckpumpe, Arbeitsleistung einer 
Drucklliissigkeit. Befinden sich in einem mit Flüssigkeit gefüllten Raume 
zwei Kolben vom Querschnitt Fi und Pj (Fig. 783), so tritt, reibungalose Be- 
weglichkeit der beiden Kolben vorauagesetzt, 
nur dann Gleichgewicht ein, wenn die von 
auISen auf die Kolben wirkenden Kràfte P^ 
und P 2 in demselben Verhàltnis zueinander 
atehen wie die QuerschnittePi und ^ 2 * 
der Flüssigkeitadruck, so ist ~ und 
Pj =z F 2 P, also 1\ :Pa — P, : Pg. Macht 
man den einen Querschnitt môglichst groB 
und den anderen klein, ao kann also mit 
diesem Mechanismus einer groCen Kraft durch 
eine kleine daa Gleichgewicht gehalten werden. Auf diesem Grundgedanken 
beruht die hydraulische Presse, mit der durch Bewegung des kleinen 
Kolbens sehr groOe Krâfte am groCen Kolben hervorgebracht werden kônnen. 
Zur Verstârkung der Wirkung pflegt der kleine Kolben mittels eines langen 
Hebels bewegt zu werden. Eine Ausführungsform der hydraulischen Presse 
ist in Fig. 784 dargestellt. Man trennt meist die Einrichtung in zwei nur durch 
ein Rohr verbundene Apparats, die eigentliche Presse und die Pumpe. Die 
Presse links zeigt einen starkwandigen Zylinder c, in dem sich der Kolben p 
bewegt. Die Abdichtung wird dabei von einer selbstdichtenden Leder- 
manschette besorgt, die in der Figur zu erkennen ist. Der zu pressende 
Kôrper wird zwischen die auf dem Kolben beôndliche Druckplatte n und die 
mit dem Zylinder fest verbundene Gegenplatte e gestellt. Durch Einpressen 
von Wasser in den Zylinder wird der Kolben mit der Druckplatte angehoben 
und daher der Raum zwischen e und n verkürzt. s ist der Pumpenkolben, 
der durch einen in der Figur nicht gezeichneten Hebel heruntergedrückt 
wird. Damit der PreQvorgang nach Zurûcklegung eines Pumpenhuba weiter 
fortgeaetzt werden kann, ist die Pumpe in der üblichen Weise mit einem 
Saugventil (unter dem Kolben s) und einem Druckyentil (d) ausgerüstet. 

Nimmt man die Kraft, mit der der Arbeiter den Hebel niederdrückt, zu 
20 kg an, und iat daa Hebelverhàltnis 1:8, ao wirkt auf den Pumpenkolben 
eine Kraft von 160 kg. Hat der Kolben 2cm^ Querschnitt, was ungefàhr 
16 mm Durchmesser entspricht, so ist der Wasserdruck 80 kg/cm*. An- 
genommen, der Kolben der Presse batte genau den 20fachen Durchmesser 





1000 Qleichgewicht von Flüssigkeiten und Gasen. Kap. X. § 5. 

wio der der Pumpe (also rund 320 mm), so würde der Querschnitt 20 X 20 
= 400 mal so grolî sein wie der des Pumpenkolbens, also = 400 1^2 
= 800 cm*. Die von der Presse entwickelte Kraft wird daher 800 cm* 
X 80 kg/cm* = 64 000 kg. (Die Berechnung wâre unter llmgehung des 



Hydraulische Presse. 

s =■- Pumpenkolben, p == Kolben der Presse. 


Wasserdrucks so schneller gegangen: Pg = F 2 /F 1 . I\ — 400 . 160 kg 
= 64 000 kg.) In Wirklichkeit ist die Kraft durch die vorhandenen Reibungen 
in den Hebelgelenken und in den Fübrungen und Abdichtungen der beiden 
Kolben etwas kleiner. 

Wir wollen uns nun noch fragen, welche Arbeit in einer Pumpe oder 
hydraulischen Presse umgesetzt wird. Ist s der Weg des Kolbens und ist 
die Kraft wàhrend des ganzen Weges a dauernd gleich P gewesen, so ist die 
geleistete Arbeit A = P s; es ist aber P = pF, also wird auch A = pFs, 
Das Produkt Fs stellt aber das vom Kolben zurückgelegte Volumen dar, das 
mit V bezeicbnet werden môge. Hiermit erhalten wir also 

A = pV. 

Bei der bydrauliscben Presse erscbeint die Flüssigkeitsmenge, die vom Pumpen- 
kolben verdràngt wird, unter dem PreOkolben vollstàndig wieder, es ist also 
Fl = Fj, woraus ersicbtlicb ist, daO, von Reibungen und StÔrungsverlusten 
abgesehen, aucb die beiden Arbeiten einander gleich sind. Die hydraulische 
Presse gehôrt also, wie der Hebel und das Rad an der Welle, zu den idealen 
Meobanismen, sobald man von den Verlusten absiebt. Man kann desbalb auch 
dasPrinzip der virtuellen Verrückungen auf sie anwenden. Wegen Fi =Pi 8^ 
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und F 2 = die Beziehung Fj = Fg die Proportion 

s, :S 2 = 


es ist aber nach dem Prinzip der irirtuellen Verrückungen P 2 = Pi Sj 
oder P^'Pi = Si'S 2 i so daû sich ergibt 

Pj:P, 

also das frühere Résultat. 

Ist die Kraft wâhrend der Zurücklegimg des Weges s nicht konstant, so ist 
die Arbeit für ein Wegeleraect Os dA — Pas — pFds =: pdV^ vio dV das voni 
Kolben zurückgelegte Volumenelement bedeutet. Die ganze Arbeit ist dann 

A = j Pds = j pd F. 

Bei eincm hio und her gehenden Kolben kann die Arbeit eines Hinundhergangs 
erbalten werden, wenn das obige Intégral ûber den geschlossenen Weg in der 
«F-Ebene genommen wird. In dem bei Wasserpnmpen bâuiig vorkommenden 
Vall, daH der Druck wâhrend des Hingangs und Rückgangs des Kmbens je konstant 
ist (pi beim Hingang und p^ beim Rückgang), ist die Arbeit eines Doppelhubes 

^ = (Pi-Pi) Fs = (Pi — Pa) F. 

§ 6. Ëigeuschaften der Gase. Die Gase unterscheiden sich von den 
Flüssigkeiten dadurch, daÛ aie sich unter Anwendung entsprechender Drucke 
auf sehr kleinem Raum zusammendrücken lassen, und andererseits, wenn 
ihnen mehr Raum als im gewôhnlichen Zustand dargeboten wird, diesen immer 
gleichfôrmig ausfüllen, wobei ihr Druck entsprechend unter den Druck der 
umgebenden Luft sinkt. Im übrigen ist ihr Verhalten dem der Flüssigkeiten 
sehr âlinlich, da auch bei ihnen im Ruhezustand jeder Widerstand gegen Form- 
ànderung verschwindet, und sich im übrigen bei inneren Verschiebungen auch 
hier eine gewisse Zàhigkeit geltend macht. Solange also keine Volumen- 
ânderungen vorkommen, unterscheidet sich das Verhalten eines Gases qualitativ 
in nichts von dem eiiier Flüssigkeit, die deuselben Raum, ohne eine freie 
Oberflâche zu haben, ausfüllt. 

Das techiiisch wichtigste Gas ist die atmosphârische Luft. Die anderen 
Gase zeigen im wesentlichen dasselbe Verhalten. Wie spâter noch ausführ- 
licher besprochen werden wird, steht die atmosphârische Luft ain Erdboden 
unter einem in der Hauptsache konstanten Druck, der rund 1 kg/cm^ betràgt. 
Der Druck von 1 kg/cm^ heiût deshalb eine (technische) Atmosphàre. (Die 
davon etwas verschiedene ^physikalische Atmosphère** entspricht dem mittlereu 
Luftdruck in Meereshôhe und ist zu 760 mm Quecksilber == 1,0333 kg/cm* 
festgesetzt worden. In hôheren Lagen ist der Luftdruck geringer, vgl. § 9.) 

Zur Messung des Luftdrucks (Gasdrucks) dienen verschiedene Geràte, die, 
soweit sie Druckunterschiede anzeigen, Manometer, soweit sie absolute 
Drucke des sie umgebenden Gases anzeigen, Barometer heiÜen. Zu beiden 
Arten von Gerâten lassen sich Flüssigkeitssâulen verweuden, vgl. § 14 
und 15; aber auch solche, bei denen der zu messende Druck auf eine Feder 
wirkt, werden viel angewandt. Um den absoluten Druck der Luft zu messen, 
kann man z. B. eine metallene Dose mit einem nachgiebigen Deckel, die luft- 
leer gepumpt ist, so mit einer starken Feder verbinden, daü diese durch ihre 
Spannung den Deckel gegen das Eindrücken durch den âufieren Luftdruck 
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§ 6 . 


stûtzt. Wird dieses Gérât, das noch ein Zeigerwerk zur stark vergrôûerten 
Wiedergabe der Deckelbewegungen enthâlt, an einen Ort anderen Luftdrucks 
gebracht, oder ândert sich der Luftdruck von selbst, so ist durch den Zeiger 
die Druckânderung erkennbar (sogenanntes Aneroidbarometer, vgl. Kap. XIV, 
Abschn. B, § 23). Über die Barometer für genaue Druckmessungen ist in § 16 
bis 21 desselben Kapitels im Zusammenhang berichtet. 

Das Gesetz, nach dem sich bei gegebenen Anderungen des Volumens der 
Druck des Gases ândert, ist zuerst von R. Boy le 1662 und dann noch einmal 
unabbângig von Mariette 1679 entdeckt worden. Man nennt es daher 
„Boyle-Mariottescbes Ge8etz“. Nach ihm verbalten sich (bei ein und 
derselben Temperatur) die Drucke umgekehrt wie die Volumina. Wird also 
eine Gasmenge auf die Hâlfte ihres Volumens zusamrnengepreût, so verdoppelt 
sich ihr Druck, und umgekehrt, wird ihr das doppelte Volumen dargeboten, so 
sinkt der Druck auf die Hâlfte. Man kann dieses Gesetz durch die Formel 

py-=PiVy ( 1 ) 

ausdrücken, in der Pi den anfânglichen Druck, das anfângliche Volumen 
und P und V zwei beliebige, aber zusammengehôrige Werte dieser GrôOen sind. 

Das Volumen eines Gases ist auch mit der Temperatur sehr stark ver- 
ânderlich. Gay-Lussac fand 1816, daO die Ausdehnung für 1*^0, falls der 
Druck konstant gehalten wird, immer l/273<> des Volumens bei 0®C ist, und 
zwar für aile Gase und Temperaturen — wenn man von Feinheiten absieht, 
die im IL Band (Wàrme) behandelt werden. Man kann dieses Verhalten durch 
die Formel ausdrücken: 

Fo (l + oc^) (2) 

wo Vq das Volumen bei 0® C, 0^ die Temperatur nach Celsius und u = gygo 
der „Au8dehnungskoeffizient“ ist. 

Da die Formel (2) sich als unabbângig von dem jeweiligen Druck er- 
wiesen bat, sofern dieser nur bei den in der Formel verglichenen Zustânden 
jeweils konstant war, làÛt sich die Formel (2) mit der ï'oxmel (1) verbinden. 
Man erhâlt damit die für aile Drucke und Temperaturen gleich verwendbare 
Formel 

pV=:poVo(l + «^) (3) 

In dieser bedeutet po einen im übrigen beliebigen, aber festgehaltenen Aus- 
gangsdruck und Vq das Volumen beim Ausgangsdruck p© bei 0®C. Für 
die Gl. (3) findet man vielfach den Namen Mariotte-Gay- Lussacsche 
Gleichung. Man bezeichnet aie auch als „Zu8tandsgleichung“, da sie die 
drei ZustandsgrôBen Druck, Volumen und Temperatur miteinander verknüpft. 
Man nennt sie speziell „Zustand8gleicbung der idealen Gase“, weil die wirk- 
lichen Gase gewisse Abweichungen von ihr zeigen. Diese Abweichungen sind 
bei Gasen gewôhnlicher Dichte ziemlich unbedeutend, machen sich aber sehr 
bemerklich, wenn die Gase stark verdichtet werden, und besonders, wenn 
die Temperatur so stark erniedrigt wird, daJQ die Verflüssigung des Gases 
einsetzt. 
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Diese Abweichungen werden iu dera Absohnitt ûber die Zustandsgleichung in 
Band III, 1, Kap. Vi ausführlioh behandelt. Hier mag nur eine der Abweichungen 
kurz besprochen werden. Gl. (l) würde ergeben, dalî bei ungeheuer groBen Drucken 
das Gasvolumen ungeheuer klein würde, und man kann nach der Formel aua- 
rechnen, bei welchem Oruck die Dichtigkeit des Wassers, bei welchem die des 
Goldes U8W. erreicht würde. Dies ist aber unrichtig. Es gibt ein Grenzvolumen, 
über das hinaus das Gas durch keinen noch so h(^en Druck zusammengedrûckt 
werden kann, bei dem also die Teilchen die dichtest mogliche Lagerung haben. 
Man kann diesem Umstand durch eine Abânderung von Gl. (3) Rechnung tragen, 
indem man schreibt: 

piV-V») = po{V,-V') (1 + ad). 

F' bedeutet dabei das kleine Grenzvolumen. V ergibt sich offenbar für jedes 
endliche p noch etwas grôBer als F'; für Volumina F, die groB gegen F' sind, 
unterscheiden sich die Ergebnisse dieser Gleichung aber praktisch nicht von 
denen der Gl. (1). 

Bei der Verdichtung eines Gases wird Wârme erzeugt; das Boyle- 
Mariott esche Gesetz, das nur für gleichbleibende Temperatur gültig ist, 
kann also nur dann wirklich beobachtet werden, wenn dem Gas wàhrend oder 
wenigstens nach der Verdichtung (Kompression) genügend Zeit gelassen wird, 
um die erzeugte Wàrme abzugeben und wieder die Temperatur der Umgebung 
anzunehmen. Das gleiche gilt für die bei der Ausdehnung (Expansion) auf- 
tretende Abkühlung. LàÛt man dem Gase keine Zeit, seine Teinperaturunter- 
schiede auszugleichen, so muÛ offenbar bei der Verdichtung der Druck in 
stârkerem Verhâltnia anwachsen, als das Volumen abnimmt. Die Thermo- 
dynamik lehrt, dalî in dem Falle, wo gar kein Austausch der erzeugten Wàrme 
stattfîndet, also bei extrem rascher Verdichtung und Verdünnung, an Stelle 
von Gl. (1) die Formel 

P F« = Pi \\^ (4) 

tritt, woriii x ~ Cp/Cv, d. h. gleich dem Verhâltnis der spezifischen Wàrme bei 
konstantem Druck zu der bei konstantem Volumen ist ^). Für trockene 
atmosphàrische Luft ist x — 1,405. Eine Kompression oder Expansion nach 
dem Gesetz von Gl. (4) nennt man im Gegensatz zu der nach Gl. (1), die man 
isothermisch nennt, eine adiabatische Kompression oder Expansion*). 

Anmerkung: Das in diesem Paragraphen geschilderte Verhalten eines Gases 
findet eine sehr gute Erklàrung durch die Annahme, daB die kleinsten Teile des Gases 
mit groBer Geschwindigkeit durcheinanderschwàrmen , unter gegenseitigen StôBen 
und .'StoBen gegen die Wand. Der Druck ist die Summenwirkung dieser StôBe. 
Nâheres hierüber vgl. in der kinetischen Théorie der Gase, Band III, 2, Kap I. 

§ 7. Geblase, Kompressoren und Luftpumpen. Die Wirkungsweise 
der Gehlàse, Kompressoren und Luftpumpen kann an einem geineinsamen 
Schéma studiert werden. Sie kehrt, so verschieden die Ausführung im einzelnen 
sein mag, fast überall wieder. Wir knüpfen unsere Betrachtungen an Fig. 785 
an. Der von der Kolbenstange a angetriebene Kolben C bewegt sich dicht 
anschlieBend in dem Zylinder A auf und ab. Seine Ëndlagen befinden sich 
in môglichst kleinem Abstand von den Zylinderdeckeln. Beim Aufgang wird 
durch das Ventil d (in der Zeichnung als Klappe schematisiert) Luft unter 
den Kolben gesaugt, heim Niedergang wird sie, da d jetzt geschlossen ist, 
durch f nach dem Sammelraum K gefôrdert, von wo sie durch das Rohr r der 


D Band III, 1, S. 246. 

2) Band III, 1, S. 13—14. 
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Gebrauchsstelle zuflieCt. Über dem Kolben ereignet aich ganz Entsprecbendes, 
80 daC sowohl bel jedem Aufgang als auch bei jedeiTi Niedergang Luft. 
geliefert wird. Wir wolleii nun annebineii, daÛ der Druck in K betràchfclich 
über dem Ansaugedruck liegt. Dann vollzieht sich beim Niedergang des 
Kolbens im einzelnen in dem Kaum unterbalb des Kolbens folgendes: 

1. Der Kolben ist in hochster Stellung, der 
Raum unter ihin ist mit Luft vom Drucke p^ ge- 
füllt, das biaher offene Ventil d schliebt sich 
durcli Eigengewicht oder Federkraft. 

2. Der Kolben bewegt sich abwàrts und ver- 
dichtet die Luft bei geschlossenen Ventilen, bis der 
Druck von Pi auf p 2 gestiegen ist. 

3. Sobald der Druck ein wenig über p^ ge- 
stiegen ist, Ôffnet sich das Ventil die verdichtete 
Luft lîielit wahrend des Restes des Kolbenhubes 
in dem MaCe, in dem der Kolben vorrückt, in den 
Raum K ab. 

Wahrend des darauf folgenden Aufgangs er- 
eignet sich weiter das Folgende: 

4. Nachdem die Luftforderung durch das 
Ventil f aufgehôrt hat, schlielit sich dieses. 

5. Die in dem „schâdlichen Raiime‘‘ unter dem Kolben zurückgebliebene 
verdichtete Luft dehnt aich bei gescblossenen Verdilen ans, bis ihr Druck 
etwas unter p-^ gesunken ist. 

6. Unter der entstandenen Druckdifferenz offnet sich das Ventil d und 
làfit bis zum Ende des Aufwartshubes in dem Mabe, in dem der Kolben Volumen 
frei gibt, Luft in den Zylinder eintreten. 

Die Maschine, in der sich der oben beschriebene Arbeitsvorgang vollzieht, 
heiGt „Geblàse“, wenn es sich um geringe Druckunterschiede p^ — Pi handelt. 
In diesera Falle beaiispruchen die Vorgànge 2 und 5 nur einen geringen Teil 
des Kolhenhubs, und der ganze Arbeitsvorgang gleicht daher stark dem in 
einer Flüssigkeitspumpe, wo die Druckübergange 2 und 5 sich praktisch 
momentan vollziehen. Saugt die Maschine Luft oder andere Gase bei atmo- 
sphàrischen Drucken und verdichtet sie betnichtlich, so daÛ also die Vor- 
gange 2 und 5 in dem Arbeitsvorgang einen sehr wesentlichen Teil ausmachen, 
80 heiGt sie „Kompressor“ oder auch „Verdichter“. Saugt sie endlich 
Luft (oder Gas) aus einern Raume an, in dem der Druck kleiner als der Atmo- 
sphàrendruck ist, und verdichtet sie auf Atmosphàrendruck, so heiCt sie „Luf t- 
pumpe^ („Ga8piimpe“) oder auch „Vakuumpumpe“. 

Der niedrigste Druck, der sich mit einer Luftpurnpe erreichen laCt, und 
der hôchste Druck, den ein Kompressor zu liefern imstande ist, ist haupt- 
sàchlich durch die GrôÛe des schàdlichen Raumes bedingt. Denn wenn der 
Teilvorgang 5 (Ausdehnung der im schàdlichen Raume verbliebenen Luft) den 
ganzen Kolbenhub erfordert, wird keine Luft mehr durch das Ventil gesaugt. 


Fig. 785. 



Kolbengeblase. 

A r-i Zylinder, (' — Kolben, 
b und d ~ Saugkliippeu, 
g und f = Dru(:kkla|)j)en. 
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und es hôrt daher jede Fôrderung auf. Soll also bei einer Luftpunipe ein 
verhaltnismàCig hohes Vakuum erreicht werden, so ist der schâdliche Raum 
aufs àuCerste zu beschrànken; am besten wird er mit einer Flüssigkeit (01, 
Quecksilber) ausgefüllt. (Über die gebràucblichsten Konstruktionen der fur 
den Physikor besonders wichtigen Luftpumpen, bei deiieti zur Erzielung eines 
guten Vakuums noch mannigfache Mittel angewandt werden, vergleiche man 
die Sonderausführungen in Kap. XiV, § 1 — (î.) Bei den Konipressoren wendet 
man, sobald es sich um holie Verdicbtungeri handelt, das Mittel an, daU man 
mehrere Kompressoren in der Weise hintereinander anordnet, daû der zweite 
Kompressor die von dem ersten bereits verdichtete Luft ansaugt und sie 
weiter verdichtet usw. („Stufenkompre38or“). Dasselbe Mittel wird auch bei 
Luftpumpen angewandt („Vorpumpe“, die ein ^Vorvakuurn^ schafft; die Haupt- 
pumpe fordert die Luft aus dem Hochvakuurn in das V^orvakuum). 

Bei Geblasen bat dor „scbàdliche Raum“ nur geringe Bedeutung, bei 
Flüssigkeitspuinpen gar keine (sofern es sich nicbt uni die erste Ansaugung, 
d. h. das Fortschaffen der Luft handelt, die die Pumpe zunàchst erfüllt). 
Deshalb findet man Pumpen für geringe Saughohe hâufig mit recht groCen 
schad lichen Raurrien ausgeführt. 

Geblase von der Art der Fig. 785 werden „doppelt wirkend“ genannt. 
Würde man den oberen Teil des Zylinders mit den V^eutilen b und g fort- 
lassen, so würde ein einfach wirkendes Ge- 
blàse verbleiben. Fin einfach wirkendes Ge- 
hlâse, das früher besonders für Schiniedefeuer 
und Kirchenorgeln Verwendung fand, ist der 
„Bla8balg‘‘, von dem Fig. 786 eine voll- 
kommenere Ausführungsforrn darstellt. Der 
untere Raum B mit dem Saugventil k und 
dem Druckventil h stellt das eigentliche Ge- 
blâse dar; der Raum A stellt einen Speicher 
für die gepumpte Luft dar, von dem aus sie ihrem Verwendungsort zuflieCt. 
liber die auf dynarnischen Wirkungen beruhenden Geblase vgl. Kap. XII, § 19. 

ÿ 8. Zeichnerische Darstellung der Vorgaiige in Kompressoren usw.; 
Berecliuung der Arbeitsleistungen. Die im vorigen Paragraphen unter 
1 bis 6 besprochenen Vorgânge lasseii sich 
in derWeisé zeichnerisch darstellen, dab man 
den Kolbenweg von dem einen Totpuiikt aus 
als Abszisse und den dazu gehôrigeii Druck 
aïs Ordinate auftrâgt. Fig. 787 zeigt eine 
solche Darstellung für einen Kompressor. Die 
Vorgânge 1 und 4, die bei umkehrendem, also 
augenblicklich ruhendem Kolbeu vor sich gelien 
und vor allem auch keine Druckànderung mit sich briugen, treten hierin nicht 
in Erscheinung; aber die Vorgânge 2 (Verdichten), 3 (Hinausschieben), 5 (Ent- 
spannen des Inhalts des schâdlichen Raumes) und 6 (Ansaugen) sind deutlich zu 



Fig. 786. 



Blasbalg. 

A - Luftspeicher, B = Puinpraurn, 
h — ' Druckklappe, k = Saugklappe, 
O = AusblaseiUrnung. 
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erkennen. Die Linie 2 führt bei zurückgehendem Kolben von dem unteren 
Druckniveau etwas über das obéré hinaus. Die hier in der Kurve sichtbare 
Nase deutet darauf hin, daO zum Erôffnen des Ventila etwas mebr Uberdruck 
erforderlich ist, als hinterher zu seinem Ofîenbalten. Eine gleiche Nase findet 
sich am Ende von 5. Die Linie 3 zeigt das Hinausschieben; sie liegt etwas 
über dem Druckniveau von ebenso liegt 6 (Ansaugen) unterhalb des 
Niveaus j), , beide Male wegen der Widerstânde beim Durchgang des Gases 
durch die Ventile. — Das Scbaubild fûr eine Luftpumpe ist von der gleicben 
Art, nur dafi hierpj den Atmosphârendruck bedeutet. Fig. 788 und 789 zeigen 
entsprechende Schaubilder für ein Geblâse und eine Flüssigkeitspumpe. 

Fig. 788. Fig. 789. 

^ \ r 1 

Druckbild eines Gcblases. Druckbild einer Wasserpumpe. 

Diese Schaubilder, die inan ûbrigens „Indikatordiagramme“ nennt (sie 
werden mit einem „Indikator“ genannten Instrument aufgenommen, vgl. Bd. I, 
Kap. V, § 80), liefern durch ihren Flacheninhalt unmittelbar ein Maü für die vom 
Kolben verrichtete Arbeit. Wir wollen der Bequemlichkeit halber einen einfach 
wirkenden Kompressor annehmen. Die Arbeit auf einem kleinen Wegstück du 
ist, wenn auf der einen Seite des Kolbens der verânderliche Druck p, auf 
der auderen der konstante AuOendruck wirkt, also die Kolbenkraft 
P = F (p — Pi) ist, dA = Fds = F (p — pj ds, also gleich dem mit F 
multiplizierten schraffierten Flâchenelement (p — pj) ds von Fig. 790. Für den 
ganzen Verdichtungshub ergibt sich dann die in Fig. 791 schraffierte Arbeits- 


Fig. 790. Fig. 791. Fig. 792. 



Arbeit beim Verdichtungshub. Arbeit beim Saughub. 


flâche (vom Kolben geleistete Arbeit). Beim Saughub wird dagegen die der 
in Fig. 792 wagerecht schraffierten Flâche entsprechende Arbeit von dem Gis 
an den Kolben zurückgegeben, und die der senkrecht schraffierten entsprechende 
von diesem geleistet. Im ganzen ergibt sich also für das | pds gerade der Inbalt 
der Schaulinie von Fig. 787, und die Arbeit ist gleich diesem Inhalt, multi- 
pliziert mit der Kolbenflàche F. Dabei muO, damit z. B. mkg erhalten werden, 
s in m, p in kg/m^ und F in m* eingesetzt werden; ebenso richtig ist es, 
s in m, p in kg/cm* und F in cm^ einzusetzen, da hier 'die Kraft Fp ebenfalls 
richtig in kg herauskommt. 

Was uun die theoretische Berecbnung der Arbeit bei einem Kolbenspiel 
betrifft, mag hier die Durchführung unter der vereinfachenden Annahme genügen, 
dafi die Verdiohtung isothermiach erfolgt, und dafi der sehâdliohe Raum vernach* 
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l&SBigbar klein ist, und auch die Ventilwiderst&nde vernachlassigt werden. Die 
iBOthermische Verdichtung ist zwar in Wirklichkeit nur bei aufierst langsamer 
Drucksteigerung ausfûhrbar, aie bildet aber einen erstrebenswerten Grenzfallf dem 
man aich duron Kühlung der Zylinderwânde und andere Mittel môglichst anzu- 
nàbern versucht, da bei dieser Art von Verdichtung die Verdiobtungaarbeit am 
kleinsten wird; aie bildet alao eine will|<^ommene Ver^eichBbaais für die wirklicbe 
Kompreaaorarbeit, die grôBer als aie iat. 

Wir wollen zunâchat aie Vorbereitung die Arbeit bei der iaothermiacben Ver- 
dichtung (alao bei dem idealiaierten Vorgang 2 der Fig. 787) berechnen. In der 

Formel A z=z F ^ pds eraetzen wir wie frûher das Produkt Fds durch dV 

(Volumenelement), dann bezeichnet V ■= Fs daa zu dem Kolbenweg s gehôrige 
Volumen. Da wir annehmen, daB daa Volumen dea achâdlichen Raumes vernach- 
lâaaigt werden aollte, iat V zugleich auch daa Volumen der zwiachen Kolben und 
Zylinderdeckel eiDgeachloaaenen Gaamenge. Für die Zwiachenzuatânde auf der Ver- 
dichtungalinie von Fig. 793 gilt die Gl. (l) von § 6: 


P\V = p^V,, 


alao P — 


Pi J.. 
V 


Py und seien dabei die ZuatandagrôBen fûr den Ansaugezuetand, ebenao p^ und 
Kg die für den Endzuatand der Verdichtung. Die JVerdichtungaarbeit** A y 
Flâche 1 2 2' 1' in Fig. 793 wird danach 



a 2 


In *). 

^2 


Da wegen ^>1 = p^V^ _ Pa 

^2 - Pi 

iat, kann man auch achreiben: 

Hierzu kommt die Verschiebearbeit (Pumparbeit) Ap = p<^ Kj (Rechteck 2 3 3' 2' 
in Fig. 793). lliervon iat die Arbeit abzuziehen, die der auBere Luftdruck auf der 
AuBenaeite dea einfach wirkend gedachten Kompreaaora 
leiatet. Dieae iat offenbar := pi Vy Die der Fig. 792 
entaprechende Arbeit beim Kolbenrûckgang ist bei ver- 
achwindendem achâdlichen Raume und nicht vor- 
handenen Ventilwideratànden ofienhar gleich Null, ao 
daB die Gesamtarbeit einea Doppelhuba offenbar A—Ay 
•^Ap — .4 (Flâche 1 23 4 in Fig. 793) iat. Wegen 
Fj “ p^ \ 2 vereinfacht aich dieaes zu 

A = p,F, In . 

Pi 

Fûr geringere Druckunterachiede làBt aich dieae Formel noch durch^Nàherunga- 
formeln eraetzen. Wir benutzen dazu die Reihe în (1 -f oî) = a; — ^ "J" ‘ * 

Aua l 4-^ = folgt X X iat alao klein, wenn der Druckunterachied 

P^ Pi 

P 2 — Pi klein gegen pi iat. Nimmt man in roheater Nàherung nur das erate Glied x, 
waa lûr Niederdruckgeblâae zulâaaig ist, ao wird 

A F, J 

diea iat nichta anderea als die Pumpenformel vom Ende des § 6. Wenn die Ver- 
dichtung aebr gering ist, unterscbeidet aich das Geblâse in seiner Arbeitsweise 
offenbar praktisch nicht von einer Flûssigkeitspumpe. Eine bessere Nàherung, die 
auch fûr hôhere Drucke noch brauchbar ist, erhâlt man, wenn von der Reihe swei 
Glieder genommen werden. Man erhâlt dann 

^ = Pi * (l - 1) = (Pi - Pi) (• - 

*) In = Logarithmes naturalis. 
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§ 9 . 


Diese Formel i«t innerhalb der hier angestrebten Genauigkeit gleichwertig mit 
der Formel / F, -1- F„ \ 

die geometrisch so interpretiert werden kann, dafi in 
ihr das Indikatordiagramm als Trapez borechnet wird. 

Anmerkung: Im Falle eines nicht zu ver- 
naoblassigenden schâdlichen Haumes lassen sich die 
voratehenden Formeln unveràndert verwenden , wenn 
den Gi'ôfien Fj und Fj die in Fig. 794 eingeschriebene 
Bedeutung gegeben wird. 



§ 9. Gleichgewicht eiaer schweren Flüssigkeit. Die Wirkung des 
Schwerefeldes auf irgend eine Masse m besteht darin, daÛ diese eine An- 
ziehuDgskraft nach dem Erdmittelpunkt 2) von der GrôBe mg erfâbrt; g ist 
dabei die Beschleunigung des freien Falles und in unseren Gegenden gleich rund 
9,81 m/s^. Die Kraft mg wird das Gewicht der Masse m genannt. Da Flüssig- 
keitsmengen vielfach nach dem Volumen gemessen werden, wird zweckmâOig 
fûr die Masse der Volumeneinhei t ein besonderer Name eingeführt. Man 
nennt sie die Dichte und bezeichnet sie mit p. Irgend eine Flüssigkeitsmenge 
vom Volumen F und der Dichte p bat also eine Masse q V und ein Gewicht gçV, 
Das Produkt gç ist somit das Gewicht der Volumeneinheit. Es wird vielfach, 
besonders in der technischen Literatur, mit einem besonderen Buchstaben 
bezeichnet: gç — y, und heiÛt Raum gewicht. Falschlich findet man dafür 
auch den Namen ^spezifisches Gewicht Dieses bedeutet aber Raumgewicht 
bezogen auf Wasser als 1 oder, was dasselbe ist, Dichte bezogen auf Wasser 
als 1. Das Raumgewicht stimmt damit nur bei besonderer Wahl der Einheiten 
(cm und goewicht; dm und kgoewicht; “ und t) überein. Für m und kg z. B. 
ist das Raumgewicht des Wassers yw =:= 1000 kg/m®. 

Da die Stàrke der Erdanziehung g nicht an allen Orten genau dieselbe 
ist, ist die GrôCe des Raurogewichts auch von Ort zu Ort etwas verànderlich* 
Die Physiker ziehen deshalb den Begriff der Dichte, der von der Stàrke der 
Erdanziehung unabhàngig ist, vor. Für hydrostatîscbe Rechnungen ist jedoch 
die Zusammenfassung des Produkts çg zu dem Raumgewicht y bequem. 

Die Grundaufgabe der Hydrostatik, d. h. der Lehre vom Gleich- 
gewicht schwerer Flüssigkeiten , ist die Bestimmung der Druckver- 
teilung (des „Druckfelde8“) in einer homogenen schweren Flüssigkeit. 

Wir betrachten wieder das Gleichgewicht eines in der Flüssigkeit ab- 
gegrenzten Prismas gegen Verschieben in der Achsenrichtung und verwenden 
zunàchst eines nach Fig. 778, dessen Achse wagrecht, also im rechten Winkel 
zur Richtung der Erdschwere (zur „Lotrichtung“) liegt. Das Gewicht des 

Durch binomische Entwicklung von Fj = Fj analog der obigen Ent- 
wicklung von In — , kann die Nàherungsformel 

erhalten werden, aus der sich die behauptete Beziehung leicht ergibt. 

*) Oies ist nicht ganz genau. es trâte nur dann zu, wenn die Erde nicht abge- 

Ê lattet w&re und nicht rotierte. lu Wirklicbkeit schneidet die Lotriohtung fûr die 
Eewohner der nôrdliohen Halbkugel die Erdacbse etwas südlich vom Erdmittelpunkt. 
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Prismas bat al8o>.>keiDe Komponente nach der Acbsenrichtung, desbalb lassen 
sicb aile einscblagigen Überlegungen von § 4 wiederbolen; sie liefern aucb 
hier = jOj; durcb Wiederbolung der Schlüsse für beliebige aneinander- 
gereibte Prisinen mit wagerecbter Acbse bndet man, dafi an allen Punkten 
einer wagerechten Ebene der Druck denselben Wert baben mufi. 

Eine Beziebung zwiscben verscbiedenen wagerecbten Ebenen erbàlt man 
nun durcb Betracbtung des Gleicbgewiebts eines Prismas oder Zylinders mit 
eenkrechter Acbse gegen Verscbieben in senkrecbter Ricbtung. Hier 
finden wir das Gewicbt des Prismas am Zustandekommen des 
Gleicbgewiebts beteiligt. Abwârts wirkt das Gewicbt G = y F 
= yFh, femer — gemàÛ Fig. 795 — die Druckkraft auf die ^ 
obéré Endflàche pi F, aufwârts die Druckkraft auf die untere End- 
flacbe P 2 F. Das Gleicbgewicbt erfordert also, daÛ G- 

yFh-{-piF — p^F 

ist, woraus 

Pi —Pi =yh (1) 

folgt. (Druckuntersebied zwiscben den Stellen 1 und 2 gleicb dem Gewicbt 
der dazwiscbenliegenden senkrecbten Flüssigkeitssaule vom Quersebnitt 1.) 
Wiederbolte Anwendung dieser Überlegung liefert das Ergebuis, daO der 
Druck nacb unten zu fortwàbrend zunimmt, und zwar so, daO er 
für jede Làngeneinbei t um den Betrag y steigt. In jeder wage- 
recbten Ebene ist er dabei konstant. 

Fübrt man ein System ein, dessen Acbse senkrecbt nacb oben 


weist, und ist po der Druck in der Horizontalebene ^ = 0, so ist der Druck p 
an irgend einer anderen Stelle 

P = Po — y Z (2) 


Wie das mehrfacb augewandte Erstarrungsprinzip lebrt (vgl. § 4), gilt diese 
Beziebung ebenso in groOen, von der Flüssigkeit erfüllten Raumen, wie aucb 
in beliebigen Rôbrensystemen, in den Zwiscbenrâumen einer Kies- oder 
Sandmasse usw. Voraussetziing ist nur eine bomogene in sicb zusammen- 
hàngende rubende Flüssigkeit. 

Handelt es sicb um eine inbomogene Flüssigkeit (an verscbiedenen 
Stellen verschieden temperierte Flüssigkeit, Salzlôsung von an verscbiedenen 
Stellen verschiedenem Salzgebalt usw.), so làfit sicb zunàcbst die Überlegung 
mit dem Prisma mit wagerecbter Acbse obne jede Anderung übertragen, es 
ergibt sicb also aucb hier in jeder wagerechten Ebene derselbe Druck. Wir 
greifen nun zwei solche wagerecbten Ebenen mit dem (nicht zu grofien) Ab- 
stand h heraus, Fig. 796, von denen die obéré unter dem Druck die untere 
unter dem Druck p^ stebt, und betrachten zwei senkrecbte Prismen von 
der Hôhe h und dem mittleren Raumgewicht beim linken und y^ beim 
rechten Prisma. 

Das Gleicbgewicbt erfordert, daÛ p^ — pi = y^ h links und pa — Pi = ya k 
recbts sei. Das ist aber nur nebeneinander môglicb, wenn y^ = y^ ist. 
Anders kàme kein Gleicbgewicbt zustande, die Flüssigkeit würde sicb in Be* 
M ttller-Ponlllet I, 2. 11. Aufl. 
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Wegung setzen. Wir kônnen die Betrachtung verfeinern, indem wir die 
Hôhe h sehr klein nehmen und dje Betrachtung für beliebig viele Paare 
von benachbarten Horizontalebenen wiederholen. Wir erhalten also das Er- 
gebnis: In einer inbomogenen schweren Flüssigkeit ist Gleich- 
gewicbt nur so môglich, daÛ in jeder wagerecbten Schicbt die 
Dicbte konstant ist. In diesem Résultat ist 

gleich die Frage nacb dem Gleichgewicht zweier 

fl • 

' übereinandergeschichteter, sicb nicbt mischender 

Flüssigkeiten verscbiedener Dicbte mit entschieden. 
Deren Gleichgewicht erfordert gemâO unserem Satz, 
daO die Trennungsf lâche eine horizontale 
Flâche sei. Man kann natürlich die Betrachtung von Fig. 796 auch un- 
mittelbar auf zwei übereinandergeschichtete homogène Flüssigkeiten anwenden. 
deren Trennungsflâche in zunàchst unbekannter Weise zwischen unseren 
beiden Horizontalebenen verlàuft und kommt so zum selben Ergehnis. 

Bezüglich der Stabilitàt einer solchen Flüssigkeitsschichtung ist noch 
zu bemerken, daÛ sicb immer die weniger dicbte Flüssigkeit über der 
dicbteren befinden muü. Die umgekebrte Scbicbtung ist labil; die geringste 
Stôrung bringt sie zum Umsturz. 

Über den Beweis hierfür sei kurz bemerkt, daB man ihn wieder an Fig. 796 
anknüpfen kann; man ninimt dabei eine gestorte, also z. B. etwas geneigte 
Trennungsscbicht zwischen den beiden Horizontalebenen an und berechnet die 
dabei auftretenden Druckunterschiode. Im stabilen Falle sucben diese die Neiguug 
der Trennungsscbicht zu verkleinern, ini labilen zu vergroBern. 

Für stetig verànderliche Dicbte gilt genau Entsprechendes. Stabilitat 
ergibt sicb, wenn die Dicbte nacb oben zu überall abnimmt. Im Gegensatz 
zu der stabil gescbicbteten inbomogenen Flüssigkeit stellt die homogène Flüssig- 
keit den Fall des indifferenten Gleichgewicbts dar. Bei ihr kônnen beliebige 
Teile willkürlich verscboben werden, ohne daB dadurch irgendwelcbe das 
Gleichgewicht stôrende Kràfte entstünden. 

Was die Druckverteilung in der inbomogenen Flüssigkeit betrifft, so gilt 
für jede Schicbt, in der die Dicbte noch genügend homogen ist, die 
Gl. (1) dieses Paragraphe!! in der differentiellen Form: 

dp = — y de (la) 

Ist y als Funktion der Hôbe is gegeben, so führt eine Intégration zu der 
Beziebung z 

P = Po—^yds (3) 

0 

§ 10. Gleichgewicht eines schweren Gases. Die Bedingungen für 
das Gleichgewicht einer schweren Gasmasse stimmen in allem Grundsàtzlichen 
mit denen für das Gleichgewicht einer Flüssigkeit überein; die Gleichungen 
des vorigen Paragrapben kônnen daher ohne weiteres auch hier übernommen 
werden. In vielen Fàllen, so bei màBiger Hôbenausdehnung einer Gasmasse, 
kann das Raumgewicbt der Gasmasse ale ràumlicb konstant angeseben werden. 
Dann lassen sicb Gl. (1) und (2) des vorigen Paragrapben anwenden 
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§ 10 . 

d. h. das Gas darf als eine homogène Flüssigkeit wie irgend eine andere an- 
gesehen werden. Bei grofier, z. B. nach Kilometern zâhlender HOhenaas- 
dehnung ist dies aber nicht mehr zulàssig. Die Dnickunterschiede sind hier 
ao groOy daO sich infolge der Zusammendrückbarkeit merklich verschiedene 
Dichten oben und unten ergeben. Auch Temperaturverschiedenheiten 
spielen vielfach eine Rolle. Hier muû also mit der Formel für inhomogene 
Flüasigkeiten gerechnet werden. Diese wird a1)er hier zweckmàfiig etwas 
anders geschrieben, da y nicht von vornherein als Funktion der Hôhe a 
bekannt ist, sondern duroh den Druck p bestimmt wird. Wir dividieren 
Gl. (la) durch y und integrieren. Das gibt 



V 


Dieaes Intégral gibt je nach dem Gesetz, nach dem die Temperatur verteilt 
ist, noch verschiedenen Wert. Wir wollen uns hier darauf beschrânken, als 
wichtigstes Beispiel den Fall konstanter Temperatur zu behandeln. Das 
Raumgewicht y, das als Gewicht der Volumeneinheit dem Volumen einer be- 
stimmten abgegrenzten Gasmenge uragekehrt proportional ist, ist gemaû dem 
Boyle-Mariotteschen Gesetz dem Druck proportional, also 


damit wird 



Po Po 

(dp _ f 

J r ro) P vo P 

P P 


( 5 ) 


Po 

" ist dabei, wie leicht aus Gl. (1) zu entnehmen ist, die Hôhe einer 

Flüssigkeitssàule von dem konstanten Raumgewicht an deren unterem 
Ende der Druck p© und an deren oberem Ende der Druck Null herrscht. 
Man nennt diese Hôhe die „Hôhe der gleichfôrmigen Atmosphare**. 
In bezug auf die wirkliche Atmosphâre stellt sie nichts weiter als eine be- 
queme RechengrôOe dar. Wir wollen sie hier als Beispiel zahlenmâJBig 
ermitteln. Dazu benôtigen wir eine Zahlenangabe über y^, Man kann 
solche Zahlenangaben gewinnen, iudem man ein mit einem Hahn versehenes 
GefàO, das vorher luftleer gepumpt ist, auf einer empfindlichen Waage wagt 
und es dann, nachdem man den Hahn geôffnet und den Temperaturausgleich 
abgewartet bat, zum zweitenmal wagt. Da es vorher leer war und jetzt mit 
Luft gefûllt ist, ist es notwendigerweise um das Gewicht G seines Luftinhalts 
schwerer geworden. Ermittelt man noch den Volumeninhalt F des GefaJBes, 
etwa dadurch, daO man es noch einmal luftleer pumpt und den Hahn unter 
Wasser ôffnet, und das mit Wasser gefüUte Gefâfi von neuem w&gt, dann 

ergibt sich daraus das zu dem Druck po am Boden gehôrige yo = Fûr 


Die Luft im GefâiB ist zun&chst durch die Arbeitsleistung der &uAeren 
Âtmosph&re beim Ëindringen in das Gefàil erwftrmt, vgl. Bd. III, 2,Kap. I, §6. 

64 * 
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jeden anderen Bodendruck Pq ware proportional umzurechnen. Wir wollen 
der einfacheren Rechnung wegen anDehmen, dafi po gerade = 1 kg/cm* be> 
tr&gt. Dann ist für mittelfeuchte Luft von der Temperatur O* 

1,246 . 

BU setzen. (Für eineu Drtfck po gleich einer pbysikalischen Atmospb&re 
= 1,0333 kg/cm^ wàre statt 1,245 die Zabi 1,286 für mittelfeucbte und 
1,293 für künstliqb getrocknete Luft einzusetzen.) 

Um nun zu berecbueu, muO man po ini gleicben Maüsystem wie y^ 

yô 

ausdrücken. Es ist 1 kg/cm> = lOOOOkg/m^, also ist 
Po 10000 _ . 


Die Dimension ist 


Po __ lOOOC 
yo ”■ 1,24’5 
kg kg _ 


(1 -f-a#) = 8030 (1 -f a^). 


— m. Die Hôbe der gleicbfôrmigen Atmospbàre 


für mittelfeucbte Luft ist also (unabhàngig vom Druck, aber abbàngig von 
der Temperatur) — 8030.(1 setzen sie gleicb Hq. Die 

61. (4) liefert dann zweimal angewandt: 


= Ho In ^ 


Dies ist die sogenannte barometriscbe Hôbenforroel (sie beiÛt so, weil die 
Drucke mit dem Barometer gemessen werden, vgl. § 15). Durcb Umkebrung 
yon 61. (6) erhalten wir die Abhângigkeit des Druckes von der Hôbe: 


Durcb eine Betrachtung analog derjenigen, die an Fig. 795 angeknüpft wurde, 
ist leicht zu erkennen, daC das 6ewicbt einer Luftsàule von der Grundflâcbe F, 


Fig. 797. Stelle z sich nacb oben bis an die 6renze 

1 I der Atmospbàre erstreckt, gleicb Fp ist. p ist dem- 

T l nach unmittelbar gleicb dem Gewicht der über der 

2 \ Stelle Z befindlicben Luftsàule vom Querscbnitt 1 . Fig. 797 

stellt den Inhalt von Formel (7) grapbisch dar. Der 

T ~^ \ ' Druck nimmt mit wacbsender Hôbe dauernd, aber immer 

scbwàcher ab. Er wird dabei für unendlicb groOe Hôbe 
I gleicb Null. Die Druckabnabme mit der Hôbe lâfit sicb 

-1 J ^ jjj freien Atmospbàre leicbt messend verfolgen, wenn 

Druckverteilung ia einer Druckmefigeràt (Barometer) einen Turm 

Atmosphère konstanter oder Berg besteigt. Aucb in einem mebrstôckigen Hause 
Temperatur. bereits bequem nacbweisbar. Man kann die beob- 

acbteten Druckunterscbiede, wenn die Lufttemperaturen mit f estgestellt werden, 
zu einer (reoht zuverlàssigen) Bestimmung der Hôbenunterscbiede verwenden. 


Druckverteilung in einer 
Atmosphère konstanter 
Temperatur. 
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Für Luftfahrzeuge ist dies die allgemein verwandte lUethode der Hdbenermitt- 
lung (bei bekannter Hohendifferenz lâCt sicb die Méthode natürlich auoh zur 
Bestimmung des mittleren ïlaumgewichts der zwischenliegenden Luftschicht 
verwenden). 

Ist die Temperatur in der Luftmasse nicht konstant, so kann die Hôhen- 
formel immer noch für Hôhenabschnitte angewendet werden, innerhalb deren 
die Temperaturunterscbiede nicht mehr groü sind. Die zu jedem Hôhen- 
abschnitt gehôrige Atmosphàrenhôhe Hq wird dann für den Mittelwert der 
Temperatur in dem Hôhenabschnitt berechnet. 

Es ist nun noch die Frage zu entscheiden, wann das Glelchgewicht einer 
geschichteten Gasmasse s t ah il ist und wann nicht. .DaQ die oberen Schicbten 
leichter sind als die unteren, genügt nicht, und zwar deshalb nicht, weil eine 
Gasmasse bei einer Auf- oder Abwârtsbewegung unter anderen Druck kommt 
und dabeî ihre Dichte àndert. Die richtige Antwort auf unsere Frage ist die 
folgende: Stabilitât herrscht, wenn ein Gasteil, der in die Hôhe gehoben wird, 
unter dem neuen Druck dichter ist als seine neue Umgebung, und wenn ein 
Gasteil, der herabgedrückt wird, unter dem neuen Druck weniger dicht ist als 
seine neue Umgebung. Denn iri diesem Falle wird der Gasteil nach seiner 
alten Làge zurückstreben. Es gibt eine Schichtung (Tempera turverteilung) 
in einer Gasmasse, die in diesem Sinne der homogenen Flüssigkeit entspricht, 
die also indifférentes Glelchgewicht der Gasmasse bedeutet. Damit dies zu- 
trifft, muû jeder Gasteil, der irgendwo weggenommen wird, nach der Verschie- 
bung so in die neue Umgebung hineinpassen, als ob er ibr immer schon 
angehôrt hàtte. Nun verhâlt sich der Gasteil bei der Druckànderung, So- 
lange Gelegenheit zu Wârmeaustausch fehlt, adiabatisch. Ist die Schichtung 
nun derart, daÜ Druck und Dichte sich nach der adiabatischen Zustands- 
ânderung [vgl. § 0, Gl. (4)] verhalten (also p proportional y*, da y sich 
dem Volumen reziprok verhâlt), so kommt tatsâchlich jeder gehobene oder 
gesenkte Gasteil immer wieder in eine Umgebung von der Temperatur, die er 
durch seine eigene adiabatische Zustandsânderung selbst erhalten bat, und er 
bat dadurch auch gar keine Gelegenheit, Wârme auszutauschen. Diese 
„adiabatische Schichtung** bat, wîe man zeigen kann, auch das mit 
der homogenen Flüssigkeit gemeiu} daÜ sie durch krâftige Durchmischung 
aus einer ursprünglich anders gearteten Schichtung entsteht, ebenso, wie z. B. 
eine ursprünglich inhoraogene geschichtete Salzlôsung durch ümrühren 
homogen gemacht wird. 

In atmosphàrischer Luft ist die adiabatische Schichtung dadurch gekenn- 
zeichnet, daO die Temperatur für rund 100 m Hohe um 1®C abnimmt. Eine 
geringere Temperaturabnahme als dieser Betrag bedeutet bereits Stabilitât, 
Temperaturzunahme nach oben also eine noch stârkere Stabilitât. Eine 
stârkere Temperaturabnahme als auf 100 m Hôhe wird in der freien Atncio- 
spbâre im allgemeinen nicht gefunden, da sie labilen Zustânden entsprâche. 
Man findet sie allerdings in der Nâhe des Ërdbodens, wenn dieser heifier ist 
als die Luft. Diese ist dann allerdings nicht im Gleichgewicht, sondern ist 
von vertikalen auf- und absteigenden Strômen durchsetzt. 
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§ 11. Verschiedene Anwendun^eu der hydrostatischcii Gesetze. 

a) Bodendruck. Hydrostatisches Paradoxon. Eiii einfacher Versuch 
zuni Nachweis des Flüssigkeitsdruckes kann mit dem von Pascal angegebeneii 
Apparat Fig. 798 gemacht werden. Die bewegliche Bodenplatte p hângt au 

der Waage und ôffnet sich, sobald das Ge- 
wicbt des Wassers in dein zylindrischeii 
GefaC A groûer ist, als das Gewicht in 
der Waagscbale. Man kann in den Ring r 
aucb GefâCe nach Fig. 799 und 800 ein- 
schrauben und findet nun, daC man in 
diese zur Erreichung des Grenzgleich- 
gewichtes nicht etwa gleiche Gewichts- 
inengen Wasser einfüllen inuB, sondern 
daU die Hôhe der Wassers au le in 
allen Fàllen dieselbe sein mub, was natür- 
licb in dem GefàB Fig. 799 weit mehr 
Wasser erforderi, als in dem GefaC Fig. 800. 
Von unserer Erkenntnis der Druckver- 
teilung in einer Flüssigkeit aus ist es ganz 
klar, daC dies so sein muC. Wird zur 
Vereinfachung der Rechnung die Zunahme 
des Luftdrucks nach unten infolgo des 
Gewichtes der Luft ihrer Geringfügigkeit 
wegen vernachlassigt, dann bat man auf 
der Unterseite der Flatte den Luftdruck po, 
anf der oberen Seite den Wasserdruck 
Pj = po -|- yhy wo h die Hôbe der Wasser- 
sàule ist; das Gewicht an der Waage, P, bat daher, abgesehen von dem 
Eigengewicbt der Platte — das austariert sei — , Gleichgowicht zu halten 
der auf die Flache F wirkenden Druckdiffereriz p^ — po, also der Kraft 
^iP\ — i^o) " F y h. Dies stimnit zwar mit dem Gewicht des Wasser- 

inhalts des Zylinders überein, Jedoch spielt die Gefàûform bei unserer Be- 
rechnung keine Rolle und ist dafür aucb gleichgültig. Man scheint früher 
diesen Tatbestand für sehr verwunderlich gehalten zu haben, denn die Er- 
scheinung fübrt den Namen „by drostati sch es Paradoxon“. Man kann 
sich von dem Umstand, daC eine groûe Wassermenge in dem GefàC Fig. 799 
und eine kleine im GefàC Fig. 800 denselben Bodendruck hervorbringt, aucb 
dadurch Rechenscbaft geben, daC das Gewicht des über den Zylinder 
überschieCenden Voluinenteils in dem GefàC Fig. 799 von den nach auCen hin 
sich erweiternden Seitenwànden getragen wird (vermittelst der dortigen Wand- 
drucke, die, von dern GefàC auf das Wasser ausgeübt, eine Komponente nach 
oben haben), und daC das, was bei dem Wasservolumen in dem GefàC Fig. 800 
an dem Zylinder fehlt, durch die nach unten gerichteten Druckkompouenten 
auf den verengten Seitenwànden kompensiert wird. Würde man die ganzen 
GefàÛe auf eine Waage stellen, dann würde zu der Druckkraft auf die Boden- 


Fig. 798. 



Fig. 799. Fig. HOU. 



Telle der Bodendruck waage. 
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flàche auch die Kraft des Wassers auf die Seitenwànde hinzukommen, die im 
Falle der Fig. 799 nach unten iind im Falle von Fig. 800 nach oben wirkt, und 
man würde damit jetzt die wirklichen Wassergewichte als wirksam finden. 

b) Kommunizierende GefàCe. Fin àhnliches Paradoxon bestand 
darin, dab das Wasser in initeinander verbundenen GefàCen gemaÛ Fig. 801, 
obwobl das eine weit ist und viel Wassergevvicht in sich falit, das andere eng 
ist, also nur geringes Wassergewicht in sich aufniinmt, doch in beiden Ge- 
fàÛen die gleiche Spiegelhohe 
einnimmt. Vom modernen 
Standpunkt ist diese Tatsache 
sehr klar, wir wissen, dafi der 
Druck eine Funktion der Hôhe 
allein ist, und gleicliein Druck 
(nàmlich dem Luftdruck auf 
die beiden freien Oberflàchen) 
immer die gleiche Hohe ent- 
spricht, einerlei, welche Gestalt 
die Wânde haben. Wir konnen 
auch die beiden kommunizieren- 
den Gefàûe aus einem sie beide 
umfassenden Flüssigkeitsquan- 
tuin unter Anwendung des F>- 
.starrungsprinzips entstehen lassen und erhalten so das gleiche Ergebnis. 

Eine wichtige Anwendung des Prinzips der kommunizierenden Rôhren 
ist das Wasserstandsrohr, das bei Dampfkesseln verwendet wird, um den 
Wasserstand im Kessel auCen erkennbar auzuzeigen, vgl. Fig. 802. Die untere 
Verbindung sorgt fur Druckgleichheit im Wasser, die obéré fur Druckgleich- 
heit im Dampfraum. ünter dem gleichen Dampfdriick stehen dann die beiden 
Wasserspiegel gleich hoch. 

Eine andere Anwendung der kommunizierenden Gefàbe stellt das früher 
fiir Vermessungsarbeiten verwendete Instrument, Fig. 808, dar (Wasserwaage 
oder Kanalwaage). 

Anmerkuug. Weun von zwci kommunizierenden Gefalien das eine eine 
enge Ilohre ist, so beobachtet man, daû in der Rôhre eine Flnssigkeit, die die 
Rohrwand benotzt (Wasser, Alkohol, Ol), hoher steht, eine uicht netzende Flüssig- 
keit (Quecksilber) dagegen tiefer steht als m dem weiten (îefaû. Dies ist dadurch 
zu erkiàreu, dali die freio Obertiàche einer Flnssigkeit Spannungen nach Art einer 
gespannten Haut zeigt, wodnrch ùberall, wo dièse Haut gekrümmt ist, der Druck 
auf beiden Seiten nicht mehr gleich ist. Das (iesetz, daÛ die freie Obertiàche einer 
Flnssigkeit wagerecht verlàutt, erfâhrt also gewisse Abweichuugen, wo sich die „Ober- 
flilchenspannung^ bemerklich macht. Es sind dies vor allem die wandnahen Stellen 
der Obertiàche. Im lunern einer ausgedehnten Flüssigkeitsoberflàche ist die Ober- 
flàchenspannung in sich selbst im Oleicîhgewicht, und es ist dort die Oberflàche 
genau eben und in kommunizierenden (îefàÛen genau gleich hoch, und der Druck 
der obersten Flüssigkeitsschicht ist gleich dem der darüber befindlichen Schicht. 
Über die Oberflàchenspanuung, auch Kapillaritàt geuannt, vgl. Bd. III, 1, Kap. XI. 

c) Seitendruck. Wie sich der Wasserdruck auf der Seitenwand eines 
Gefàlies bemerklich macht, ist besonders dann wichtig zu wissen, wenn es 
sich nm bewegliche Wandteile handelt, und man die von dem Wasser auf 


Fig. SOI 


Fig. H02. 


t 



Kominiinizierentle 

GefàCe. Wasserstand am Dampfkessel. 


Fig. SOS. 



1 




Kanahvaaire. 
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diese ausgeübten Kr&fte zu kennen wûnscht. Wenn wir, was bei solcben 
Aufgaben bequem ist, den Ursprung des Koordinatensystems in die Wasser- 
oberflàcbe legen und die i?-Koordinate nach union positiv wâhlen, so 
erbalten wir in Formel (2) von § 9 das Pluszeichen. Es ist also der Druck 
auf der Wasserseite, wenn po den Luftdruck bedeutet: p = -j- y e. Auf 

der Luftseite des Wandteils herrscht der Druck po, also ist die in der Tiefe isr 
unter dem Wasserspiegel herrschende Druckdifterenz p — po = y jP. Diese ist 
also der Tiefe genau proportional, vgL Fig. 804. 
Fur die Gesamtkraft ergibt sich die Regel, daU 
diese gleich ist der Flàche des Wandteils, multi- 
pliziert mit detn Druck im Schwerpunkt der 
Flàche. Liegt dieser (S in Fig. 806) um «o 
unter dem Wasserspiegel, dann ist die Kraft 
P — yFgQ. Diese Regel kann so begründet 
werden, daJ3 Jedes Flàchenelement, das tiefer als 
der Schwerpunkt liegt, sich mit einem anderen 
über dem Schwerpunkt liegenden gerade so 
ergànzt, als ob sie beide in Schwerpunktshôhe 
làgen. Die resultierende Kraft der Drucke auf 
den Wandteil greift natürlich, da die unteren 
Partien grôfiere Beitràge liefern als die oberen, 
nicht im Schwerpunkt an, sondern etwas tiefer! 


Pig. 804. 



Seitendruck des Wassers. 

Pig. 805. 
k^âsserlinte 



Rechnerisoh gestaltet sich die Sache so: Die Kraft auf ein Flâchenteilchen d F 
ist y Z (i die Gesamtkraft also 

wobei Zq die Schwerpuoktskoordinate ist. Um die Lage der Resultierenden zu 
erfahreu, muB mau die Drehmomente bilden. Für die ^Wasserlinie" (Schnittlinie 
der Wasseroberflàche mit der Wandflàche) aïs Drehachse ist der Beitrag jedes 
Flâchenelementes dF y zd F. z = y^^d F; ist z^ die ^-Koordioate des Angriffs- 
punktes A der Resultierenden, so ist 

= y <«/'’ = y J. 

J ist das Tràgheitsmoment der Flàche für die Wasserlinie als Achse. Nach Kin- 
fûhrung des Wertes von P ergibt sich nun 


“ F^o ~ 

wenn durch J = F der Tràgheitsradius t eingeführt wird. 

Anmerkung. In dem ganzen Paragrapben ist das Ëigengewicht der Lufi 
vernachlâssigt und der Luftdruck konstant gesetzt worden. Diese Yernachlàssigung 
làfit sich aber auch unschwer vermeiden. Es genügt dalür, das Raumgewicht 
der Luft als konstant anzuuehmen. Wir nennen es y^^y dasjenige des Wassers y^r, 
Bezeichnen wir den Luftdruck an der Wasseroberflàche mit po, so ist in der Luft 

Pl = Po-hrL^» 


im Wasser 


Pw — Pq-\-Yw^- 


Der Druckunterschied an einer Stefle der Wand, die um z unter der Wasser- 
oberflàche liegt, ist dann 

pw~pl — iyw~yL)^‘ 

Wir erkennen daraus, daJi aile Ërgebnisse des ^ 10 verwendbar bleiben, wenn wii 
nur an Stelle von y den Unterschied der beiden Raumgewichte einführen. Dies gilt 
natürlich auch dann, wenn an die Stelle der Luft eine zweite sich mit der ersten 
nicht mischende Flüssigkeit tritt. Im Falle der Luft ist ûbrigens die Anderung 
durch die genauere Formel gegenûber dem Früheren nur rund Vsoo des Betrages. 
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§ 12. Der Auftrieb vou in Flüssigkeiten eingetauchten RSrpern. 
Um die Frage nach der Kraft zu klâren, die ein in die schwere Flüssigkeit 
eingetauchter Kôrper erfâhrt, wollen wir das Erstarrungsprinzip umgekehrt 
anwenden und die Krâfte studieren, die zu erwarten sind, wenn wir den ein- 
getauchten Kôrper durch Flüssigkeit von der Art der umgebenden Flüssigkeit 
ersetzen. Der an Stelle des Kôrpers vorhanden gedachte Flüssigkeitsteil 
unterscheidet sich dann in nichts von der übrigen Flüssigkeit und muü also 
sicherlich durch die Druckkrâfte, die die übrige Flüssigkeit an seiner Ober- 
fiâche ausübt, im Gleichgewicht gehalten werden. Ës muÜ also die 
Resultierende dieser Druckkrâfte gleich groO und entgegengesetzt gerichtet 
sein, wie das Gewicht des Flüssigkeitsteils, und sie muÛ auch, damit kein 
Krâftepaar übrigbleibt, durch den Schwerpunkt des Flüssigkeitsteils gehen. 
Dnsere Aufgabe ist damit geiôst. Der eingetauchte Kôrper erfâhrt 
einen nAuftrieh" senkrecht nach oben, der gleich dem Gewicht 
der verdràngten Flüssigkeitsmasse ist. Die Auf triebskraft geht 
durch den Schwerpunkt der verdràngten Flüssigkeitsmasse. Ist F 
das Volumen der verdràngten Wassermasse, das bei ganz untergetauchten 
Kôrpern offenbar mit dem Kôrpervolumen übereinstimmt, so ist der Auftrieb 

A = rV. 

Das Gesetz, dafi der Auftrieb eines eingetauchten Kôrpers gleich dem Gewicht 
der verdràngten Flüssigkeitsmasse ist, geht auf Archimedes zurück. Man 
findet deshalb dafür auch den Namen „Archimedisches Prinzip“. Es ist 
nützlich, sich zu überlegen, wie der Auftrieb im einzelnen zustande kommt. 
Er hàngt eng zusammen mit der Druckverteilung in der schweren Flüssigkeit. 
Durch die Druckzunahme nach unten wird gerade immer das Gewicht der 
zwischenliegeuden Flüssigkeitsschicht getragen. Die Ableitung der Druck- 
formel (1) in § 9, die an Fig. 795 anknüpfte, ging gerade von dieser Gleich- 
gewichtsforderung aus. Der Auftrieb kommt also dadurch zustande, daÜ auf 
der ünterseite des Kôrpers grôÛere Drucke herrschen als auf der Oberseite, 
80 daB, am Kôrper betrachtet, eine Kraft nach oben übrigbleibt. 

Man kann die resultierende Kraft auch aus der Druckverteilung ausrechnne. 
Wir vereinfachen uns die Sache dadurch, dafi wir die wirkliche Kôrperoberflàche 
durch eine solche ersetzen, die nur wagerechte 
und senkrechte Flàchenstückchen enthàlt, sich * 

im übrigen aber der wirklichen Oberflâche eng 
anschlieBt. Offenbar wird dadurch nur sebr wenig 
geândert. Die senkrechten Flâchenstûckcben er- 
Fabren nur wagerechte Druckkrâfte, die wage- 
recbten nur senkrechte. Wir brauchen nur die 
letzteren zu untersuchen, da die wagerechten 
Krâfte sich offenbar gegenseitig wegheben müssen. 

Wir betraohten zunâchst ein Prisma von der 
Grundâàche d Fy das von der oberen BegrenzungS' 
flàche (Koordinate bis zur unteren Begren- 
zungsflâche (Koordinate reicht (Fig. 806). 

Der Druck an der einen Stelle ist pj =Po'hy-ii 
der an der anderen — Pq y Die nach oben gerichtete Resultierende 
der zwei Druckkrâfte ist damit padF — p^dF = — z^dF ydVy wobei 

d V das Volumen des Prismas bedeutet. Der Gesamtauftrieb wird also 

A = P jj {Zi—z{)dF — yVy 

was mit dem Früheren übereinstimmt. 
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Ein lehrreicher Versuch, der das Auftriebsgesetz veranschaulicht, ist in 
Fig. 807 und 808 dargestellt. Der Korper p, Fig. 807, paCt genau in das GefàC c 
und füllt dessen Hohlraum gerade bis zuin Raiide aus. Hangt inan das 
GefàÛ c mit dem Korper p zusammen an eine Waage und bringt diese durch 





Zubehor zu dem Apparat 
von Fig. 808. 



Ver.'^ucli über den hydrostatisehen Auftrieb. 


-p-i — Auflegen von Gewichten auf die andere Waag- 
^ ^ schale zum Einspielen, dann wird das (ileich- 

^ gewicht gestort, wenn der Korper p unten an 

^ das GefàC gehàngt und in eine Flüssigkeit ge- 

UPPIIIIim taucht wird (Fig. 808). Das Gleichgewicht kann 

1?' aber wieder hergestellt werden, wenn jetzt das 

GefàC c genau bis an den Rand mit derselben 
eine,. eingetauchten Ki.rper. Fliis.sigkeit vollgegOBsen wird, in die der Korper ?! 
getaucht ist. 

Dem Auftrieb, den die Flüssigkeit dem eingetauchteii Korper erteilt, 
entspricht nach Wirkung und Gegeiiwirkung ein Abtrieb, der von dem ein- 
getauchten Korper auf die Flüssigkeit ausgeübt wird. Die Wirkung des ein- 
getauchteii Korpers ist dieselbe, als ob eine Flüssigkeitsmenge gleiclien 
Volumens hinzugekornmen wàre. Dies làCt sich durch den Versuch Fig. 800 
veranschaulichen. Hat man erst die Waage mit dem mit i’'lü8sigkeit gefüllten 
Becher ins Gleichgewicht gebracht, und senkt nun den an einern Stativ *S 
befestigten Korper p in die Flüssigkeit, so sinkt die Waagscbale, und man 
uiuC auf die andere Waagscbale Gewichte entsprechend der verdràngten Flüssig- 
keitsmenge zulegeu. Gleichzeitig stellt man fest, daC der Flüssigkeits.spiegel 
im GefàC, der vorher bei a war, durch das Eintauchen von p bis b gestiegeu 
ist. Nimmt man jetzt den Korper, nacbdem man bei b eine Marke gemacht 
bat, wieder fort und bringt die Waage, die jetzt links beruuterbàngt, durch 
ZugieÛen von Flüssigkeit wieder ins Gleichgewicht, so kann man feststellen, 
daC der Spiegel, der auf a zurückgesunken war, jetzt gerade wieder bei b steht. 

Als scheinbarer Widerspruch gegen das Auftriebsgesetz sei noch folgender 
Versuch erwàbnt. Ein Korper mit sorgfàltig eben geschliffener ünterflàche und 
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senkrechten Seitenflàchen wird in ein GefàQ mit ebenfalis sorgfâltig geebnetem 
Bodeii gestellt (Fig. 810), und es wird nun behutsam Quecksilber zugegossen. 
DerKôrper, der viel mehr Qiiecksil berge wicht verdràngt, als sein Eigengewicht 
betrâgt — er inag z. B. ans (lias bestehen, dessen Dichte rurid V 5 derjenigen 
von Quecksilber ist — , schwitnmt aber nicht auf, 
sondern bleibt stehen. Die Erklâriing ist nicht schwer. 

Unter dem Kôrper befindet sich eine Spur von Luft, 
deren Druck sich durch das EingieCen des Quecksilbers 
80 lange nicht erhoht, als dieses nicht in den feinen 
Spalt eindringt; daran wird es aber durch seine Ober- 
flàchenspannung gehindert. Mit einer Flüssigkeit, die 
den Glaskôrper zu l)enetzen strebt* und die daher in 
den Spalt eindringt, gelingt der Versuch nicht. Sobald übrigens der Korper 
ein klein werug gekippt wird, so daû das Quecksilber unter ihn dringen kann, 
wird er sofort angehoben. 

Das Gesetz, daD der Auftrieb gleich dem Gewicht der verdràugten 
Flüssigkeit ist, gestattet, sobald das Raumgewicht y der Flüssigkeit bekannt 
istQ, die Bestimmung des Voluinens beliebiger tester Korper durch Bestimmung 
des Gewichtsverlustes beim üntertauchen in der Flüssigkeit. Es sind also 
zwei Wagungen erforderlich; sei das Gewicht in Luft, P 2 Flüssigkeit, 

P P 

der Auftrieb ist dann ^ — iA — P„ =: y F und somit F — ^ Mit 

. ^ 

der Bestimmung des Volumens ist auch die Bestimmung des Raumgewichtes 
des Kôrpers, y/j-, moglich geworden. Es ist L\ — Fy/,, also 



Nimint inan irgend eine Flüssigkeit als Bezugskorper für aile übrigeu Stolîe 
— es ist üblich, Wasser von 4^ C (im Zustand seiner grôBten Dichte) dafür 
zu wâhlen — , so kommt man zum Begriff des „8pezifischen Gewicht 3 “ 

= S. Dieses ist also das Verhaltnis des Raumgewichts irgend eines 
yw 

Kôrpers zu dem des Wassers. Wir eriuneru uns der in § H erôrterten Be- 

ziehung y — (/ q und fügeu sofort hiuzu, daD auch == s' ist, d. h. das 

0 W 

spezifische Gewicht ist auch gleich dem Verhaltnis der Massendichte des 
Kôrpers zu der von Wasser von 4®. 

Setzen wir den obigen Wert von y^ ©in nnd nehmen au, daÛ die 
Wàgung in Wasser stattfand (die ünterschiede sind, wenn das Wasser 
nicht 4®, sondern Zimmertemperatur hatte, nicht groB), so wird 



Diese Beziehung liegt den meisten Methoden zur Bestimmung von spezifîschen 
Gewichten zugrunde. Ausführlichere Erôrterungen über die wichtigsten 
Methoden finden sich in Kapitel XIII. 

Q Man kann es ennitteln durch Wagung einer Flüssigkeitsni.enge, die in ein 
Gefàû von gemessenem Volurnen eingefüllt ist. 


Fig. H 10. 

ili 

Panidoxun zum 
hydrostatischen Auftrieb. 
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§ 13. Auftrieb in Luft. Luftballon. Auch in Luft und anderen 
Gasen erfahren die Kôrper einen Auftrieb. Fur aile praktischen Anwendungen 
genügt es dabei, das Raumgewicht der Luft yi râumlicb konstant anzu- 
sehen; deshalb gelten fur den Luftauftrieb dieselben Gesetze wie für den von 
Flüssigkeiten. Es \Bt Ai = yi V. 

Bei genauen Wâgungen ist es notwendig, sowobl den Luftauftrieb des 
zu w&genden Gegenstandes wie den der Gewichtsstücke zu berücksichtigen. 


Fig. 811. 


Dabei ist noch zu beachten, daÛ yi von der Tempe- 
ratur und vom Luftdruck abbângt. 

Die technisch wichtigste Anwendung des Luft- 
auftriebs stellen die gasgefüllten Luftfahrzeuge (Luft- 
ballon und Luftschiff) dar. Im Gleichgewicht ist 
der Luftauftrieb gleich der Summe aller Gewichte. 
Die letzteren bestehen aus den festen Teilen (beim 
Luftballon: Hülle, Netz, Korb mit Insassen und 
Ballast), sowie aus dem Füllgas (Fig. 811). Der Luft- 
auftrieb der festen Kôrper kann vernachlassigt werden, 
dann ist, wenn V das Volumen des Füllgases und yg 
sein Raumgewicht, ferner Q das Gewicht aller festen 
Telle ist, im Gleichgewichtszustand 
VlV = « -f ro K. 

Diese Formel kann z. B. dazu dienen, die Ballast- 
menge Q' auszurecbnen, die mitgenommen werden kann. Ist Qo das Gesamt- 
gewicht der festen Telle ohne den Ballast und Ç' das Gewicht des Ballastes, so ist 

« = Viyi-yo), 

also 

V{yL-yG)-Qo- 



Luftballon. 

H = Hülle, V = Ventil, 

F — Füllansatz, N= Netz, 
A ■= AuRlaufleinen, 

H = Ring, K ~ Korb. 


Steigt der Ballon in die Hôhe, so dehnt sich das Gas unter dem geringer 
werdenden Luftdruck aus; wird das Volumen der Ballonhülle dabei über- 
schritten, so entweicht Gas durch den unten an der Hülle befindlichen Füll- 
ansatz, der desbalb immer offen sein muÜ. In diesem Zustand ist offenbar 
das Gasvolumen F konstant = Fn,*** Hei der Druckverminderung àndert 
sich, wenn von Temperatureinflüssen abgesehen wird, das Raumgewicht der 
Luft in demselben Verhâltnis wie das des Gases. Führt man das „spezifi8che 

Vg 

Gewicht des Gases, bezogen auf Luft“, * — ■= O ein, so kann auch 

Tl 

«o-f Vyiil^ô) 

geschrieben werden. Man kann hieraus durch Nullsetzen von Q' dasjenige yi 
berechnen, das durch Abwurf allen Ballastes erreichbar ist. Aus yi kann, 
wenn über die Lufttemperatur Annahmen gemacht werden, der zu yi ge- 
hôrende Druck p und damit gemàO § 10 die erreichbare Hôhe ermittelt werden. 
Man nennt den durch F == F^ax gekennzeichneten Zustand den pr allen 
Zustand. Zu ihm im Gegensatz steht der schlaffe Zustand, der eintritt, 
wenn der Ballon von seiner „Prallhôhe** herabsinkt. Das Gas zieht sich zu- 
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1021 


sammen und die Hülle wird schlaff. Jetzt ist offenbar die Gasmenge, also 
Vyg konstant. Wir setzen V yo = Qoi da, yz — ^ yo geechrieben werden 
kann, bat man jetzt im Gleicbgewicht 

Qo -h Ç' = ' 


Soweit keine Temperaturuoterscbiede stôrend dazwiscbeotreten, ist alsb iin 
scblaffen Zustand die resultierende Hubkraft des Ballons (= Luftauftrieb 
— Gasgewicbt) konstant. Ist beim scblaffen Ballon das Gewicbt der festen 
Teile einscblieOlicb Ballast etwas groOer als die resultierende Hubkraft, so 
sinkt er bis zum Boden durcb, ist es kleiner, dann steigt er bis zur „Prall- 
bôbe“ und steigt bierauf in prallem Zustand unter Gasverlust so lange weiter, 
bis durcb die abnebmende Hubkraft Gleicbgewicht eingetreten ist. Da er 
durcb seino kinetiscbe Energie die Gleicbgewicht si âge etwas übersteigt, muO 
er, wenn er nicbt sofort wieder sinken und schlaff werden soll, durcb geringes 
Ballastgeben ins Gleicbgewicht gebracht werden, sobald er zu steigen aufhôrt. 

Anderungen der Gastemperatur, die bei wechselnder Bestrahlung in sebr 
betrâchtlichem MaQe auftreten kônnen, bewirken — besonders im scblaffen 
Zustand, wo das Gasvolumen dabei geândert wird — sebr betrâchtliche 
Stôrungen des Gleichgewichts, die meist nur durcb Opfer an Gas (durcb 
Ventilzieben) oder an Ballast ausgeglichen werden kônnen. 

Beim Luftschiff gelten in der Hauptsache dieselben Beziebungen wie 
beim Freiballon. Nur insofern ist ein Unterschied, als das Luftscbiff den 
von den Propellern erzeugten Vortrieb zur Gewinnung von ndynamischen*^ 
Auftrieb- oder Âbtriebskràften ausnutzen kann, indem es durcb dieWirkung 
des Hôbensteuers eine schràge Lage (Nase hoch oder Nase tief) einnimmt. 
Dadurcb ist es in der Lage, kleinere Abweichungen vom statischen Gleich- 
gewicht obne Gas> und Ballastverlust auszugleichen. 

Die Gummiballons, die zu meteorologischen Zwecken und als Kinder- 
spielzeug Verwendung bnden, sind, obwohl von praller Form, von unserem 
Standpunkt im scblaffen Zustand, da die dünne Gummibaut der Ausdebnung 
des Gases wenig Widerstand bieten kann. Sie steigen, da die Hubkraft an> 
nàbernd konstant bleibt, bei AuftriebsüberschuO so lange weiter, bis sie platzen. 

Als Füllgase fur Luftballons kommen in Betracht Leuchtgas mit 
<S = rund 0,4 (schwankend je nach Zusammensetzung) und Wasserstoff mit 
=r 0,07 in reinem Zustand (gewôhnlich durcb Verunreinigung etwas grôfier). 
Für Luftschiffe kommt nur Wasserstoff in Betracht. In Amerika wurde in 
letzter Zeit auch Hélium mit O = 0,14 (seiner Unbrennbarkeit wegen) 
verwandt. 

Zahlenbeispiel. Für IbOOcbm Leuchtgasfüllung eines Freiballons mit 
6 = 0,42 ist bei einem Luftdruck von 1 kg/cm* und -O" = 20® C gemaO § 10; 


yi — 1 — Y, ^0 

273 


1,16 kg/m*. 


aUo 


nCl — <*) == 1,16- 0,58 = 0,673 kg/m«. 
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Die Hubkraft wird damit 1600 m* . 0,673 kg/m* = 1077 kg. Mit- 460 kg für 
Hülle, Netz, Korb und Zubehôr und 300 kg für vier Insassen bleiben für 
Ballast 1076 — (450 300) = 327 kg (Sand in Sâcken von je 16 kg, also rund 

22 Sack). Werden 5 Sack = 75 kg für die Landungsmanôver zurückgestellt, 
dann kônnen rund 250 kg für die Gewinnung von Hôhe ausgegeben werden. 
Aus der Hubkraft in der Hôhe von 450 -|- 300 -|- 75 = 825 kg ergibt sich 
825 

ein = -nA n rq ™ 0,89 kg/m^. Schâtzt man die Temperatur in der 

Hôhe zu 0®, 80 entspricht wegen der Proportionalitat des Raumgewichts mit 
dem Druck bei gleicher Temperatur dem angegebenen Raumgewicht ein Druck 
0 89 

von ’ - • 1 = 0,715 kg/cm*. Die Mitteltemperatur in der zwischenliegenden 

1,245 

Luftschicht sei 10® C; dann ergibt sich gemàfi § 10 eine Hôhe von 
8030 (l + 


273/ 


) M 1/0,715. 


Es ist In X = 2,3025 . '®/o^ a;; hier In 110,716 = 0,336. Damit wird die 
Hôhe = 2800 m. 

Derselbe Ballon würde bei Wasserstoffüllung mit 6 = 0,09 am Boden 
eine Hubkraft von Vyi{\ — (S) = 1600.1,16.0,91 = 1690kg entwickeln. 

825 

Das yi für die Gipfelhôhe wàre ^ q, = 0,567 kg/m®. Nimmt man in 

X O UU ♦ V jl/ X 

dieser bedeutend grôCeren Hôhe -O — — 20® an, so wird 


P — 


0,567(1 — 20/273) 
1,245 


0,422 kg/cm*. 


Die mittlere Temperatur ist jetzt 0®. Die Hôhe wird damit 8030 . 0,865 
= 6930 rn. 


§14. Gleichgewicht schwimmender Korper. a)Vôllig unter- 
getauchte Korper. Das Kràftegleichgewicht erfordert 1. dafi das Gewicht 
des Kôrpers mit dem der verdràngten Flüssigkeit übereinstimmt und 2. daû 
die resultierende Auftriebskraft, die nach früherem durch den Schwerpunkt 
der verdràngten Flüssigkeitsmasse geht, mit der Gewichtskraft des Kôrpers, 
die durch dessen Schwerpunkt geht, in ein und dieselbe Gerade fâllt. Mit 
anderen Worteii, der Schwerpunkt A der verdràngten Flüssigkeit (Auftriebs- 
mittelpunkt) und der Schwerpunkt S des Kôrpers müssen senkrecht über- 
einanderliegen. Wàre es nicht so, so wàre ein Kràftepaar vorhanden, das 
den Korper in Drehung versetzte. Es ist noch die Frage nach der Stabilitât 
zu klàren. Gegen Verschieben wagerecht und senkrecht ist das Gleich- 
gewicht indifferent, wenn das Volumen des Kôrpers sich mit dem Druck nicht 
merklich ândert. Ist aber das Volumen durch die Elastizitàt des Kôrpers 
mit dem Druck verânderlich, nimmt es also bei zunehmendem Druck merklich 
ab, 80 ist das Gleichgewicht in der Senkrechten instabil (in der Tiefe mehr 
Druck, also weniger Volumen und daher weniger Auftrieb, daher weiteres 
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Kiu Beispiel fiir den oben geschikierten Zustand ist der cartesianische 
Taucher, ein teilweise mit Luft gefüllter Ilohlkorper mit einer Ôffnung unten 
[l in Fig. 812). Wird der Flüssigkeitsdruck gesteigert, was bei dem Apparat 
in Fig. 812 durch Drücken auf die abschliefiende Gunimimembran oben bewirkt 
werden kann, dann dringt Flüssigkeit durch die 
OITnuiig in den Kbrper ein und drückt die darin 
befindlicbe Luft zusammen, wodurcb er zum Sinken 
gebracht wird. Bei Entlastung steigt er wioder. 

Wird der Druck so eingestellt, daC der Kôrper in 
der Mitte des GefàOes im Gleichgewicht ist, dann 
wird er nacb oben steigen, wenn er über der Mitte 
war, und zu Boden sinken, wenn er unter der 
Mitte war. 

Ziir Frage, ob die in den 'l’aucher eingedrungene 
Flüssigkeit zum 'l’auchergewicht üder zur umgebenden 
Flüssigkeit gereclinet werden mull, ist zu sagen, daü 
beides zulassig ist. Entweder man rechnet mit kon- 
stantem Aul’triebsvolumen und hetraehtet die einge- 
drungene Flüssigkeit als (îewichtsverrnehrung, oder 
man rechnet die eingedrungene Flüssigkeit als zu der 
umgebenden gebôrig, mit der sie durch das lioch im 
Zusammenhang bleibt, und findet dann, daü sich das 
Auftriebsvnlurnen geândert hat. Das Endergebnis ist 
in beiden Fàllen genau das gleiche. 

Weiter ist zu entscbeiden, wann das Gleich- 
gewicht in bezug auf Drehungen stabil oder labil 
ist. Die Antwort ist bei untergetaucbten Korpern 
nicht schwer, Man braucht bloÛ das Kraftepaar 
zu betrachten, das entsteht, wenn man den Kôrper 
aus der Gleichgewichtslage, in der die Punkte A 
und S senkrecht übereinanderliegen, ein wenig verdreht. Aus F'ig. 813 und 
Fig. 814 geht oline weitere.s hervor, daB ein in die Gleichgewichtslage zurück- 
drehendes Kraftepaar nur dann entsteht, wenn der A uf triebsmittel- 
punkt über dem Schwerpunkt liegt. Nur dann ist also stabiles Gleich- 
gewicht vorhanden. Auf an der Oberllàche schwiinmende, nur teilweise 
eingetauchte Kôrper ist diese Überlegung nicht mehr anwendbar, da bei 
dieseii die Gestalt dur verdràngten Wassermasse bei Verdrehung des Kôrpers 
nicht mehr unverànderlich ist. 

b) An der Oberflàche schwimrnende, nur teilweise eingetauchte 
Kôrper. Das Gleichgewicht gegen lotrechte Verschiebungeu ist hier dann 
vorhanden, wenn der eingetauchte Teil so viel Flüssigkeitsgewicht ver- 
dràngt, als der ganze Kôrper wiegt. Dieses Gleichgewicht ist regelmàûig 
stabil, da beim^iefertauchen das Volumen des eingetauchten Telles wàchst 
und damit ein AuftriebsüberschuC entsteht, der den Kôrper in eine hôhere 
Lage zurückführt. Im vSchiffbau bilden die Ermittlungen des verdràngten 
Volurnens fur jeden Tiefgang (des ^Déplacements^) und sorgfàltige Gewichts- 
berechnungen eine wichtige Rolle. Ein nàheres Eingehen hierauf erübrigt 
sich fur uns. Eine physikaliach wichtige Anwendung des Schwimmens teil- 


Fig. 812. 



Cartesiani.scher Taucher. 


Fig. 813. Fig. 814. 



Stabiles und labiles Gleich- 
gewicht eines in Flüssigkeit 
untergetauchtcn Kbrpers. 
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weise eingetauchter Kôrper stellen die Âraometer dar, die zur Ermittlung des 
spezifischen Gewichts von Flüssigkeiten dienen, vgl. Kap. XIII, §2. Wirwenden 
uns jetzt zu der Frage nach dem Gleichgewicht gegen Verdrehung, die be- 
sonders für die Beurteilung der Stabilitàt von Schiffen von Wichtigkeit ist. 
Zunâchst ist wieder zu fordern, daB Auftriebsmittelpunkt A und Schiffs- 
schwerpunkt S in einer Senkrechten liegen. Für die Stabilitat ist es nun 
nicht erforderlich, daO der Schiffsschwerpunkt unter dem Auftriebsmittelpunkt 
liegt, und es ist auch bei den Schiffen, von gewissen schnellen Segelfahrzeugen 
Fig. 815. Pig.816. abgesehen, nicht der FalP). 

Ëntscheidend ist hier wieder 
die Lage des Kràftepaares, das 
bei einer geringen Verdrehung 
des Schiffes entsteht, Das 
Neue gegenüber dem vôllig 
untergetauchten Kôrper ist 
aber das Auswandern des Auf- 
triebsmittelpunktes nach der 
Seite durch Anderung der 
Lage und Gestalt des einge- 
tauchten Volumens. Fig. 816 
Schiff im Gleichgewicht. Schiff aus der Gleich- ^eifft, da0 durch die Schr&g- 
gewichtslage herausgedreht. ^ 

lage („Krângung“) gegen- 
über der Gleichgewichtslage (Fig. 815) auf der rechten Seite ein keilfôrmiges 
verdràngtes Volumen neu hinzugekommen ist und auf der linken Seite ein 
entsprechendes Stück fortgefallen ist. Der Auftriebsmittelpunkt (Schwer- 
punkt der verdrângten Wassermasse) rückt dadurch von A nach A\ Die 
Strecke AA' ^ a ist von der Neigung (p des Schiffes abhângig, bei kleinen 
Neigungen ihr proportional. Eine von der GrôBe der kleinen Neigung un- 
abhângige Angabe erhâlt man offenbar, wenn man den Schnittpunkt M 
zwischen der neuen Auftriebsrichtung und der Schiffsmittellinie AS auf- 
sucht. Betrachtet man das Kraftepaar, das aus dem in S angreifenden 
Gewicht und dem in A' angreifenden Auftrieb besteht, so erkennt man leicht, 
dafi dieses Kraftepaar immer dann im Sinne eines Wiederaufrichtens das 
Schiff dreht, wenn der Punkt M über dem Schwerpunkt S liegt. Würde 
man das ganze Schiff aus dem AVasser ziehen und im Punkt M pendelnd auf- 
hângen, so würde bei einer V^erdrehung dasselbe Kraftepaar auftreten, wie es 
sich hier ergeben bat. Man nennt den Punkt M das Metazentru m, und 
die gesuchte Stabilitàtsbedingung lautet also, daü das Metazentrum über 
dem Schwerpunkt liegen muB. 

Zu einer Berechnung des Metazentrums ist noob die Kenatnis der Strecke 
a = ÂA' erforderlich. Wir wenden den Momentensatz für die auf der senk- 
rechten Schiffsmittelebene gelegene Schnittlinie zwischen der alten und der neuen 
Wasserflache in Fig. 816 als Momentenacbse an. Das verdrângte Volumen sei F, 
die Auftriebskraft daher yV; ihre Verschiebung um a bedeutet ein Drehmoment 

') Eine Ausnahme bilden auch die ünterseeboote, die der Unterwasserfahrt 
wegen einen tiefliegenden Schwerpunkt haben müssen. 
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yVa.t das hervorgerufen wird von dem Auftrieb des neueingetauchten und dem 
Abtrieb (verscbwundenen Auftrieb) des ausgetauchten Keiles. Ist d F ein Flâcben- 
element der «Wasserlinienflâche"*), das von der Mittelebene des SchifEes um x 
abliegt, so ist bei einem kleinen Neigungswinkel (p (im Bogenmafi gerechnet) die 
Hôhe des kleinen Volumeiiteils — x(p, sein Auftrieb yxfdF, und sein Moment 
yx^tpd F. Die Auftriebe der linken Seite sind negativ, die Hebelarme aber aucb, 
80 dafi die Beitràge zum Moment wieder positiv sind. Es ergibt sioh also 

y Va = y(pjx^dF = ygjJ, 

wo J das Tragheitsmoment der Wasserlinienflacbe bezogen auf deren Schwerpunkts- 
achse bedeutet (es muil ebensoviel Volumen eintauchen wie austaucben; daraus 
folgt leicbt, dafi die Drebachse durch den Scbwerpunkt der Wasserlinienflacbe geben 

mufi). Somit wird a — ^ • Aus der Fig. 816 kann leicbt die Beziebuug abgelesen 

werden, dafi a — AM.tp ist. Damit wird aber 



Hiermit ist unsere Aufgabe gelôst. 

Handelt es sich um einen Kôrper, der an der Grenze zwischen einer 
schwereren und einer leichteren Flüssigkeit schwimmt, so liefert die sinn- 
gemàfie Übertragung unserer früheren Überlegungen leicbt das Folgende: 
Verdràngt der Kôrper von der schweren Flüssigkeit (Raumgewicht y-^) ein 
Volumen und von der leichteren (Raumgewicht y^) ein Volumen Fg, so 
kommt ein Gesamtauftrieb 

ViVx^V^y, 

zustande. Dies folgt ohne weiteres daraus, dafi die beiden Flüssigkeitskôrper, 

die vorher den Platz unseres Kôrpers eingenommen haben, dort im Gleich- 

gewicht waren. Es lâfit sich aber auch vom Standpunkt der Druckverteilung 

auf den Kôrper ohne Rechnung einsehen. ‘Wir denken uns den Kôrper lângs 

der Trennungsebene der beiden Flüssigkeiten gespalten 

(Fig. 817), 80 dafi der in dieser Ëbene vorhandene 

Druck sich in den Spalt hinein fortpflanzt. Dann 

befindet sich jeder der beiden Teile \\ und Fg in nur 

je einer Flüssigkeit und erfâhrt den entsprechenden 

Auftrieb. Eine nachtrâgliche starre Verbindung 

beider Teile zu einem Kôrper, bei der die Druck- 

krkfte im Spalt, die sich gegenseitig aufheben, zu Schwimmen an der Grenze 
, , zweier Hussigkeiten. 

inneren Krâften werden, àndert nichts an dem 

Résultat. Wird der Kôrper ganz in die Flüssigkeit 1. untergetaucht, so ist 
sein Auftrieb F; wird er ganz in die Flüssigkeit 2 gehoben, so ist 

er Ag y%V ( F = Fj ^2 Gesamtvolumeu). Damit er an der Grenze 
zwischen beiden Flüssigkeiten zura Schwimmen kommt, mufi sein Gewicht 6r 
zwischen .Ij und A 2 liegen: A^'^ G^A 2 > Da man Fg = F — Fj setzen 
kann, ist auch A = yg F -f- (^i — F 2 ) -|- (yi — y g) Diese Be- 

ziehungen sind auch auf den Fall anwendbar, dafi die Flüssigkeit 2 die uns 
umgebende Luft ist. ist dann der Luftauftrieb, der sich den W&gungen 
an der Waage entzieht, Solange es nicht môglich ist, eine Wâgung im Vakuum 

nWasserliuie*^ ist die Sohnittlinie der Wasseroberflâcbe mit der Aufienflâcbe 
des Bobiffes. 

Müller-PouilUt I, 2 . 11. Aufl. 



65 



1026 Gleichgewicht von Fliissigkeiten und Gasen. Kap. X. § 15. 

hinzuzunehmen. Der beim Ëintauchen in Flûssigkeit neu binzukommende Auf- 
trieb ist dann 

At—At = (y, — Yi) F, 

was bei sehr genauen Bestimmungen des spezifischen Gewichts zu beachten ist. 


§15. Wechselwlrkung von Luftdruck und Fltissigkeitsdrii(*k ; 
Flüssigkeitsmanometer. Den Druckunterschied der Luft in einem Gefâfi 
gegenüber der âuJSeren atmosphârischen Luft kann man, Solange er nicht zu 
groÛ ist, sehr gut durch ein teilweise mit einer Flûssigkeit gefülltes U-fôrmiges 
Robr messen, vgl. Fig. 818. Sieht man von dem Eigengewicht der Luft ab, so 
ergeben sich dabei folgende Beziehungen. An der Stelle A ist der Flûssig- 
keitsdruck gleicb dem Luftdruck im GefâO, pj. In dem anderen Schenkel 
des „U-Rohre8‘‘ ist in gleicher Hôbe, aiso bei B, derselbe Druck vorhanden 
(kommunizierende Gefâde!); der freie Flûssigkeitsspiegel in diesem GefâC sei 
bei Ci dort ist der Flüssigkeitsdruck gleicb dem Druck der Atmosphàre, po* 
Nach den Beziehungen von § 9 ist nun, wenn die Hôhe BC ~ h gesetzt wird, 

Fl =F» 4-3'*- 


Das mit Flûssigkeit gefüllte U-Rohr ist also zum Messen solcher Druckunter- 
schiede sehr geeignet. Es wird in verschiedenen Abânderungen praktisch 
pig Qjg pjg gj 9 angewandt. Um nicht an zwei 

Stellen {A uûd C in Fig. 818) 
Flûssigkeitshohen ablesen zu 
mûssen, gestaltet man hâufig den 
einen Schenkel zu einem weiten 
Topf um, in dem dann die 
Spiegelbewegung sehr klein wird 
Flüsrigkeitsœanomewr. (ygj pjg Ausführung 

der nNullablesung** muûman hier 
beide Ofînungeu mit der Atmosphàre verbinden. Fûr sehr kleine Druckunter- 
schiede wendet man eine verfeinerte Hôhenablesung (mit einer Art Katheto- 
meter oder mit Beobachtung einer auf Berûhrung der Flûssigkeitsoberflache 
einzustellenden Spitze mit einer Lupe) an, oder man verwendet geneigte Glas- 



Hydrostatische Druck- 
messung (Ü-Rohr). 


Fig. 820. Pig. 821. 



T O P l e r 8che Drucklibelle. Mikromanometer. 


rôhren wie bei der Tôplerschen Drucklibelle (Fig. 820)> oder bei demKrell-- 
Bchen „Mikroinanometer“ (Fig. 821). Einer Verschiebung der Flüssigkeits- 
sàule in dem Rohr um den Betrag x entsprîcht bei beiden Instrumenten eine 
Spiegelhôhenânderung von h — xsinot und daher ein Druckunterschied 
p% — Pi = yxsina, Dabei ist es aber nicht leicht, die kleine Neigung a 
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genügend genau zu bestimmen; man kann sich auch nicht ohne Prüfung auf 
die unbedingte Geradheit der Rôhren verlassen. Deshalb empfiehlt sich für 
geiiauere Messungen eine Eichung. 

* Beim Kreilschen Mikromanometer kann diese so vorgenommen werden, daC 
man zunàehst den Durchmesser d des genau zylindrisch ausgedrehten Topfes miût, 
und dann, nachdem die auf dem Grundbrett des Instruments angebrachte Libelle 
sorgf&lt^ eingestellt ist, mehrmals passende abgewogene Mengen der Flûssigkeit 
in den Topf nachgiefit und den jeweils zugehôrigen Stand der Flûssigkeit im Rohr 
an der Skala abliest. Die zugegossenen Mengen breiten sich in dem Topfe aus 
und belasten so den ursprünglichen Flüssigkeitsspiegel mit einem Druck gleich 

dem abgewogenen Gewicht dividiert durch die Kreisflàche Das Gleich- 

gewicht des ursprünglichen Flûssigkeitssystems ist dabei dasselbe, als wenn eiu 
gleicher Druck von der Luft ausgeübt worden wâre. Daiî in Wirklichkeit die zu- 
gegossene P'iüssigkeit sich mit der bereits im Topfe befindlichen mischt, ist für 
unsere Überlegung belanglos. Aus den zusammengehôrigen Drucken und Flüssig- 
keitsstànden lâBt sich dann eine „Eichkurve“ oder Kichtabelle ableiten. 

Die Tôplersche Drucklibelle lâBt sich als auBerst empfindliches Gérât für 
kleinste Druckdifferenzen ausgestalten, wenn man die von Tôpler selbst^) an- 
gegebenen Feinheiten beachtet. Die Rôhre rr' in Fig. 822 enthàlt einen etwa 
25 cm langen Faden einer nicht âüchtigen, 

leicht beweglichen Flûssigkeit (Xylol) und Fig. •822. 

befindet sich in einem Wasserbade W mit w _ M 

Glaswanden unmittelbar vor einer Millimeter- -, i-' ^ 

teilung. Das Bad selbst ruht auf einer Me- 
tallplatte p, deren Neigung mittels der 

Schraube .s verstellt werden kann; die Ver- ... 

drehung der Schraube kann an einem Index ^ ^ ^ ~ 

abgelesen werden. Da die Ganghôhe der f 
Schraube bekannt ist, kann hiermit auch 

die Neigung der Flatte p ermittelt werden. Tôplersche Drucklibelle. 

Ein an der Flatte p befestigtes Mikroskop M 

gestattet die rechtsseitige Huppe der Flûssigkeit in ihren Bewegungen zu beob- 
achten. Ist die Nullstellung der Drucklibelle abgelesen (gleicher Druck bei r 
und 80 là-ût sich eine eintretende Druckdifferenz durch die Verschiebung der 
Flüssigkeitskuppe oder durch die Schrau ben drehung, die sie rückgangig macht, 
messen. Die für die erstere Beobachtungsart erforderliche Eichung wird dadurch 
erhalten, daB die bei Verdrehung der Schraube .s ohne Druckdifferenz erfolgende 
Kuppenverschiebung beobachtet und mit dem Neigungswinkel q?, der durch die 
Schraubenbewegun^ hervorgerufen wird, in Beziehung gebracht wird. Ist die 
Entfernung der beiden Enden des Flûssigkeitsfadens = a, so ist die hydrostatisch 
wirksame Hôhendifferenz h = asin<p. Tôpler konnte bei besonders empfindlicher 
Einstellung (sehr kleinem Knickwinkel «) noch Druckdifferenzen von 10— 8 kg/cm* 
— 10— ^kg/m^ nachweisen. (Der Knick ist in Fig. 822 in der Gegend des Buch- 
staben W zu denken; er ist nicht gezeichnet.) 

Die Verwendung der Flüssigkeitsmanometer hat zu einer besoiideren Art 
von Druckeinheiten geführt, die praktisch sehr viel verwendet werden. Es 
liegt nahe, den Druck durch die Hôhe der Flüssigkeitssàule selbst zu messen ; 
man spricht deshalb, da die verschiedenen Flüssigkeiten ihres verschiedenen 
Raumgewichts wegen unterschieden werden müssen, von „ Millimeter Wasser- 
saule", „Millimeter Quecksilber", abgekürzt mm WS, mmQS usw. Es ist 
ImmWS = 1 kg/m* = 10“ * kg/cm*, wie leicht durch Nachrechnen zu be- 
stàtigen ist (eine Wassermenge von 1 m* Grundffàche und 1 mm Hôhe hat 
gerade 1 Liter Inhalt und wiegt 1 kg). Die erstere Beziehung ist besonders 
bequem zu merken; sie hat dem DruckmaB 1 kg/m* zu einer weiten Ver- 
breitung in der Technik (Lüftungstechnik, Flugtechnik usw.) verholfen. Dabei 
ist Wasser als MeBüüssigkeit sehr wenig geeignet, sobald es sich um hôhere 


D Wiedem. Ann. 84, 790, 1888 und 56, 609, 1895. 
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Ablesegenauigkeit handelt, da es leîcht unregelmaCig an den Wânden des 
Glasrohres hàngt. Sehr viel besser sind aile fettlôsenden Flûssigkeiten (Al- 
kohol, Toluol, Xylol usw.). Für grôBere Druckunterschiede empfiehlt sich 
Quecksilber, das in reinem Zustand sehr saubere Ëînstellung in einem nicht 
zu engen Glasrobre liefert. Wegen des spezifischen Gewichtes 13,6 (genauer 
13,595 bei 0®) ist 1mm QS = 13,6 kg/m^ = 0,001 36 kg/cm*. Umgekehrt 
ist 1 kg cm^ = 735,5 mm QS. Die Druckeinheit 
1 mm QS wird ans meCtechnischen Gründen von 
den Physikern stark bevorzugt. Neuerdings wurde 
für sie die Bezeichnung „1 Tor" vorgeschlagen (zu 
Ehren von Toricelli, siehe § 16). 

Der Vollstàndigkeit halber seien noch die Feder- 
manometer erwàhnt, die besonders als MeBgerâte 
für hoheDrucke verwendet werden. Die verbreitetste 
Konstruktion ist das Rôhrenfedermanometer (Fig. 823 ), 
dessen wichtigster Teil eine kreisfôrmig gebogene 
Metallrohre von elliptischem Querschnitt, ein soge- 
nanntes Bourdonrohr (h in Fig. 823) ist. Solche 
Kôhren baben die Ëigenschaft, sich unter der Wirkung 
eines inneren Überdrucks zu strecken, was daher rührt, daC der elliptische 
Querschnitt sich durch den Innendruck der Kreisform zu nahern strebt, also 
sich aufblaht. Die Rôhre b ist bei a festgelôtet, das andere Ende, c, schwebt 
frei und bewegt durch das Zwischenglied f den Hebel d, an dem der Zeiger 
befestigt ist. Derartige Manometer werden bis zu Drucken von mehreren 
hundert Atmospbâren ausgeführt. Sie bedürfen, wie aile Federinstrumente, 
der Eichung, die bei màOigen Drucken mit einer Quecksilbersâule, sonst mit 
einer Holbornschen Druckwaage ausgeführt werden kann. 

§ 16. Unterdruck. Barometer. Pumpt man aus dem GefàÛ von Fig. 8 18 
etwas Luft heraus, so dafi der Druck dort kleiner wird als der àuBere Atmo- 
sphârendruck, so wird die Flüssigkeit in dem Schenkel A des U-Rohres hôher 
stehen als in dem Schenkel /?, sie wird, wie man sagt, 
„in die Hôhe gesaugt§ **. Eine etwas abgeânderte 
Anordnung für das gleiche Experiment zeigt 
Fig. 824. 

Man spricht in dem Fall der Fig. 818 von „über- 
druck“ in dem GefâD, in dem Fall der Fig. 824 von 
„Unterdruck“, und zwar versteht man unter der 
Zahlenangabe für den Überdruck oder Unterdruck 
jeweils die Druckdifferenz gegen die àuÛere Atmo- 
sphâre, die durch die Hôhe h der Flüssigkeitssüule 
in Fig. 818 bzw. 824 gemessen wird. 

Vom physikaliscben Standpunkt erhebt sich nun die Frage, wie hoch 
es gelingt, eine Flüssigkeit in die Hôhe zu saugén. In alter Zeit machte man 
sich für das Ansteigen einer Flüssigkeit beim Saugen eine ^Erklarung^^, indem 


Pig. 824. 



Fig. 823. 






ünterdruck. Barometer. 
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man von einem „horror vacui‘‘, von einer „Scheu vor dem Leeren“ sprach, 
und man fühlte sich mit diesem Wort, das schliefilich nur die Tatsache fest* 
stellte, zufrieden. Ob der horror vacui beliebig stark war oder Grenzen 
batte, darüber wurden keine Untersuchungen angestellt. Das MiJBgeschick 
von Florentiner Pumpenmachern, die bei einer Wasserpumpe das Saugventil 
mehr als 10 m über dem Wasserspiegel anbrachten und dann durch aile Mühe 
das Wasser nicbt so hoch bringen konnten, gab den AnstoD, dal5 Galilei 
sich mit der Sache befaQte. Indessen hat erst sein Schüler Toricelli auf 
Grund eines Experiments mit Quecksilber, das auf seine Anregung hin sein 
Freund Vivian i 1643 gemacht halte, den richtigen Sachverhalt erkannt. 

Von unserem Standpunkt aus ist die Antwort auf die oben gestellte 
Frage nicbt schwer. Saugen ist nichts anderes, als weniger stark drücken, 
als die âufiere Atmosphare drückt. Den Druck in dem Gef&C von Fig. 824 
kann man nicht kleiner macben, als er wird, wenn sâmtliche Luft aus dem 
GefâB weggepumpt wird. Er ist dann gleich Null. Die Flüssigkeitssàule 
kann also hôchstens so hoch steigen, daC ihre Hôhe h dem vollen Luft- 

druck po «ïitspricht: ^ Das erwâhnte Experiment Vivianis bestand 

y 

nun darin, daÛ er eine zwei Ellen (120 cm) lange Glasrôhre mit an einem 
Ende angeblasener Kugel von dem anderen, offenen Ende ber ganz mit Queck- 
silber füllte und nun dieses Ende mit dem Finger verschlofi, dann die Rohre 
umkehrte und mit dem Ende in ein flaches GefàB mit Quecksilber brachte. 
Wurde nun der Finger weggezogen, so sank das Quecksilber, einen leeren 
Raum zurücklassend, auf D 4 Elle (75 cm) über dem Quecksilberspiegel. Tori- 
celli schloC daraus richtig, daB die so beobachtete Quecksilbersaule dem 
àuBeren Luftdruck, oder wie man auch sagen kann, dem Gewicht einer Luft- 
sàule vom gleichen Querschnitt, die bis an die Grenzen der Atmosphare reicht, 
Gleichgewicht hait. Toricelli beobachtete auch schon, daB die Quecksilber- 
sàule nicht iinmer die8el.be Hohe batte, und schloB daraus, daB der Luftdruck 
gewissen Schwankungen unterworfen sei. Diese Tatsache ist für die Météoro- 
logie von groBer Wichtigkeit geworden. Toricelli schloB auch bereits, daB 
der Luftdruck auf einem Berge geringer sein müsse als im Tal und deshalb 
die Quecksilbersaule dort niedriger stehen müsse als unten. Den Nachweis 
hierfür hat einige Jahre spater Perrier auf Anregung von Pascal erbracht, 
indem er die Hôhe der Quecksilbersaule auf dem Puy de Dôme und am FuBe 
dieses 975 m hohen Berges inaB und einen ünterschied von 3 Zoll in dem 
verlangten Sinne feststellte. Von Pascal stammt auch der Name Baro- 
meter für das Gérât, der sich allgemein eingebürgert hat. Dieser Name 
(vom griechischen barys = schwer) deutet an, daB mit diesem Instrument 
das Gewicht der über dem Ort lagernden Luftsàule gemessen wird. 

Über die heutigen Ausführungsformen des Barometers und über die Art, 
wie man bei genauen Messungen mit dem Barometer verfahren muB, wird in 
Kap. XIV, § 15 bis 24 berichtet werden. Hier sei nur noch eine auf das Baro- 
meter begründete Druckeinheit besprochen, die sogenannte ^physikalische 
Atmosphare**. Der mittlere Barometerstand in der Hôhe des Meeresspiegels 
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betrâgt ruiid 760 mm QS. Man ist übereingekommen. diesen Harometerstand 
bei 0® Quecksilbertemperatur als Normalzustand der Atmosphare anzusehen 
und neniit den zugehorigen Lnft.druck auch ,,eine Atmosphàre“. Der Zusatz 
„phy8ikalisch“ wird gemacht, weil, wie bereits früher erwàhnt, die von den 
Ingenieuren verwendete technische Atmosphare = 1 kg/cm® daneben steht. Da 
Fig. 825. spezifische Gewichtdes Quecksilbera bei 0 ® C ~ 13,595 

S IHB 1cm® 13,595 g wiegt, entspricht einer Qiieck- 

üi silbersàule von 76 cm ein Druck von 


76 . 13,596 = 1033,2 g cm2 


1,0332 kg 'cm2. 


' 1 ' ji Diesern Druck entspricht, wie hier angemerkt werden 

I £-j - mag, eine Wassersaule von 10,332 m Hohe („Wasser- 

3 ! barometer“). Die Saughôhe von Purnpen muÛ also ge- 

I I ringer sein als dieser Detrag (wegen schâdlicher Ràume 

I Z “ ! und Undichtlieiten zweckmâÛig nicht über 6 bis 7 m). 

3 Da in der vorstehenden Définition der physika- 

‘ : lischen Atmosphare die Erdanziehung eine K’olle spielt, 

I ; ' und diese nicht au allen Stellen der Krde deuselben 

j - j I Wert hat, mufi fur hohere (jenauigkeitsbedürfnisse bei 

ii | der Définition der Druckeinheiten ein bestimmter Wert 

: der Erdbeschleunigung g zugruude gelegt werden. Man 

- hat als Normalschwere den Wert 9(S0,665 cm/s*, nam- 

/ liclî den Wert, der dem 45. Broitengrad im Meeres- 

entspricht, festgesetzt. Unter einer anderen 
! Sehwere (= g) wird damit die Normalatmosphàre durch 

ôrtliche Kilogramm auf das Quadrat- 

ï zentirneter gemessen. üm von diesen etwas willkürlichen 

i Festsetzungeu frei zu werden, hat man eine an das 

* vB C(iS-System angeschlossene Druckeinheit vorgeschlagen, 

zwar wird das Millionenfache der Druckeinheit 
1 Dyu/cm* als „13ar“ bezeichnet. Dem Bar entspricht bei 
h|wB \liM Normalschwere eine Quecksilbersaule von 750,06 mm 

Im Anschluü an das Manometer und das Barometer 
^ ^ sei hier noch ein Apparat zur Nachpriifung des Boyle- 

pdifung^dl^Bo^lV Mariotteschen Gesetzes erwàhnt, bei dem die erlàuterten 
M ari O t te scheii DruckmeCinethoden zur Anwendung kommen. An der 
Gesetzes. Saule (Fig. 825), die auf einern DreifuC steht, sind die 

beiden Glasrôhreu A und B, die durch einen festen Schlauch S verbunden sind, 
senkrecht verschieblich angeordnet. Die Rôhre A ist oben geschlossen und 
tràgt eine Volumenteilung, die Rôhre B ist oben offen. Die Rôhre A ist unter- 
halb des Hahnes B abschraubbar und wird für die Messungen zum Teil mit dem 
zu untersuchenden Gase, zum Teil mit Quecksilber gefüllt und dann auf den 
vollstàndig mit Quecksilber gefüllten Schlauch luftfrei aufgescbraubt. Man 
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§ 17 . 

stellt üun diircli Veràndern der Hôhenlage der Rohren die beiden Quecksilber- 
kuppen glejch hoch und liest das (îasvolumen ab, das Gas steht jetzt unter 
dem derzeitigen Atmosphârendruck, der an einem in gleicher Hohe angebrachten 
Barometer abzulesen ist. Verschiebt man nun die Rôhre B nach obeii, oder 
unten, so wird das Gas durch die Quecksilbersàule zusammengedrückt oder 
es début sich durch den nachlassenden Driick aus. Der Hohenunterschied 
der beiden Quecksilberku ppen zu dern Baroineterstand addiert bzw. von ihm 
subtrabiert, liefert die zugebôrigen Drucke. Es zeigt sich, daC diese sich 
ziemlich genau uingekehrt verhalten wie das Volumen. 

§17. Verschiedene Versuche über die Wirkung des ünterdrucks 
und Überdrucks. Heber, Heronsbriinnen. Wenn man eine ganz oder 
zum Teil mit Wasser gefüllte Flasche rasch umkehrt und ihre Ôffnung unter 
Wasser bringt, dann lauft nichts mehr aus. Dazu mübte Luft in die Flasche 



Nachfiilleiiiriclitnng zu oineiii Tiiitonglas. Stechheber. 

Filtrierapparat. 

gelangen, was nicht inôglich ist, solange die Offnung vollig unter Wasser 
ist. Die in der Flasche über dem Wasser befindliche Luft steht durch die 
verschiedene Hôhe des Wasserspiegels in und aullerhalb der Flasche unter 
geriugerem Druck al s die âuÛere Atmosphàre, und dieser Druckunterschied 
ist es, der die Wassersiiule in der Flasche trâgt. Man hat sich diesen Vorgang 
in verschiedener Weise zunutze gemacht. Die Fig. 82() zeigt eine Einrichtung 
zuiii Filtriereii einer Flüssigkeit, die des haufigen Nachgieûeus dadurch ent- 
hebt, dafi aus der umgekehrten Flasche nur dann etwas ausflieCen kann, wenn 
der Flüssigkeits-spiegel irn Trichter so weit gesunken ist, daÛ eine Luftblase 
in den Flaschenhals eindriugeu kann. Der Trichter wird also dauernd bis 
zur gewünschten Hôhe voll gehalten, solange noch Flüssigkeit in der Flasche 
ist. Das Tintenglas (Fig, 827), in dessen Hais die Tinte iminer uugefàhr gleich 
hoch steht, ist ein anderes Ausführungsbeispiel desselben Grundgedankens. 

Der Stechheber (Fig. 828) wird so verwendet, daC man ihn in die 
Flüssigkeit, von der man ein Quantum entnehmen will, hineinsenkt, wobei er 
sich durch seine kleine untere Offnung füllt, wàhrend durch die obéré die 
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Luft entweicht. Hait man jetzt mit dem Daumeu die obéré Offnuug zu, so 
kann man den Heber heraiisziehen, ohne daû Flüssigkeit ans ihm ausfliebt; 
dies ist erst der Fall, wenii man das obéré Loch wieder freigibt. Hier bewirkt 
die Kapilhirspannung der FlüssigkeitBoberflâche, daû in der uiiteren Offrmiig 
hier keine Luft an der Flüssigkeit vorbei eindringt, wie es bei einer weiteren 
Offnung der Fall wâre. Die Kapillarspannung stabilisiert also sozusagen die 
freie Oberflàcbe, die sonst, da ja die scbwere Flüssigkeit sicb über der leicb- 
teren (nàmlich der Luft) belindet, labil ware. 

Ahnlich ist es bei dem bekannten Versucli, daû man ein mit eiuein Papier 
bedecktes Wasserglas umkehren kann, ohne daÛ das Wasser in grôCerem 
MaÛe ausflieût^), vgl. Fig. 829; die Stabilisierung der schwereren Flüssigkeit 
über der leichteren wird hier durch die Steifigkeit des Papierblattes erreicht. 

Fig. 830. 



Versuch mit dem umgodrehten Heber. 

Wasserglas, 

Verschwindet diese durch albnâhliches Aufweichen des Papiers, so stürzt das 
Wasser, besonders wenn das Glas nicht genau wagerecht gehalten wird, heraus. 
Beinerkenswerterweise gelingt das Experiment auch, wenn man statt des 
Papiers ein (nicht zu schweres) Sieb verwendet. Das einzelne Siebloch verhàlt 
sich dabei ebenso wie das untere Loch des Stechhebers. 

Der Heber, eine gekrümmte Kohre mit zwei ungleichlangen vSchenkeln 
(Fig. 830), wird in der Wei.se verwendet, daÛ man durch Saugeii bei a die 
Rôhre mit Flüssigkeit anfüllt, worauf diese zu flieCen beginnt und so lange 
weiterflieÛt, bis die Luft Zutritt zu der Offnung b erhalt. Die genaueren llin- 
stànde dieses Vorgangs lassen sich am einfachsten übersehen, wenn man sich 
bei gefülltem Heber die Offnung bei a verscblossen denkt. Dann bildet das 
Innere der Flasche und das des Hebers ein zusammenhangendes, von einer 
ruhepden Flüssigkeit erfülltes Gebiet; der Druck ist dann hydrostatisch ver- 

0 Ein wenig Wasser wird, wenn das Glas nicht vôllig luftfrei gefüllt ist, 
ausflieûen, da die Luft in dem Glase sich etwas ausdehnen mufi, um den erforder- 
licben ünterdruck anzunehmen. 



§ 17. Vorschiedeno Verauche über die Wirknng des IJntordrucks usw. 10.S3 

teilt, er ist in der Hohe des Flüssigkeitsspiegels in der Flasche gleich dem Luft- 
druck, darüber ist er kleiner und darunter grôûer. Bei a herrscht demnach ein 
Überdruck entsprechend der Hôhendifferenz gegen den Spiegel. Offnet man 
nun, so muB offenbar Wasser bei a aiistiieCen. Diese Betrachtungsart führt 
auch zu dem SchluC, daÛ es, um den Heber in Gang zu bringen, genügt, 
soviel Flüssigkeit durch Saugen über den Punkt s herüberzuheben, bis das 
Ende des Flüssigkeitsfadens sicb ein wenig nnterhalb des Spiegels in der 
Flasche befindet. 

Fine Abart des Hebers ist der „Giftheber‘‘ (Fig. 831), mit dem man 
ohne Gefahr âtzende und giftige Flüssigkeiten ansaiigen kann. Man senkt 
den Schenkel b in die zu entleerende Flasche und verschlieCt zunàchst die 
Offnung b\ Saugt man nun mit dem Munde bei t, bis die über s herüber- 
gehobene Flüssigkeit in dem mitt- 
leren Rohre tiefer steht als der 
Spiegel in der Flasche, so lauft 
dieses voll und füllt auch das Mund- 
rohr bis zur Spiegelhôhe. Wird 
nun bei b' geoffnet, so flieÛt der 
Heber. 

Lehrreich ist auch die Einrich- 
tung Fig. 832. Hier wird der Heber 
cde dadurch in Gang gebracht, daC 
man bei a in das kurze Winkelrohr 
a b hineinblàst, wodurch unter der 
Voraussetzung, daBderKork, durch 
den die beiden Rôhren hindurch- 
geführt sind, dicht schlieBt, der Luftdruck in der Flasche erhôht wird und 
die Flüssigkeit in dem Rohr cd hochsteigt und nach e zu überflieBt. Der nun 
flieBende Heber kann wieder angehalten 
werdeu, wenn man die Offnung a mit dem 
Daumen verschlieBt. Vorher flieBt noch die 
kleine Flüssigkeitsmenge aus, die nôtig ist, 
um die Luft in der Flasche auf den Unter- 
druck expandieren zu lassen, der der Flüssig- 
keitssaule von der Hohe ce entspricht. Beim 
erneuten Ôffnen flieBt der Heber wieder. 

Man kann ihn abstellen, wenn man durch 
Saugen bei a die Flüssigkeit in dem Rohr de 
nach c zurückholt. 

Eine intéressante Abânderung der eben 
besprochenen Einrichtung ist der Filtrier- 

heber (Fig. 833). Die Rohre aa ist der Filtrierheber. 

Heber, die Rohre b b entspricht der Rohre ah 

von Fig. 832. Der Heber hôrt hier jedesmal zu laufen auf, wenn die 
Flüssigkeit im Trichter das Ende von b erreicht hat. In den Pausen steigt 



Fig. 832. 

Fig. 8.81. 



(liftheber. llebertiasche'. 
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diese in b bis zur Hôhe des Spiegels in der Flasche. Das FlieÛen beginnt 
wieder, sobald Luftblasen in b eindringen kônnen. 

Durch Überdruck, der in dem Luftraum einer teilweise mit Flüssigkeit 
gefüllten Flasche erzeugt wird, làÛt sich die Flüssigkeit emporheben, wie schon 
gelegentlich der Beschreibung der Einrichtung Fig. 832 er.wàhnt wurde. Die 
Spritzf lasche der Chemiker (Fig. 834) ist ein verwandtes Beispiel hierfür. 
Der Héron sb ail, dem Grundgedanken nach ahnlicb der Spritzflasche, ist in 
Fig. 835 in einer Ausführungsart wiedergegeben. In die zui- Halfte initWasser 
gefüllte Flasche wird durch krâftiges Blasen mit dem Munde, oder noch besser 
mit einer Kompressionspumpe, Luft hineingedrückt und der Hahn geschlossen. 


Man wurde, weun man an die Mündung 
ein senkrechtes Rohr anschliefit, nach 
Offnen des Hahns das Wasser durch die 
Wirkung des Luftdrucks in der Flasche 
zu einer Saule von betràchtlicher Hohe 
ansteigen lassen konnen. Weun man es 
statt dessen durch eine Offnung frei aus- 
treten làCt, wird es in einem Strahl von 
{ihnlicher Hôhe (geringer wegen Reibung 
und Luftwiderstand) herausspritzen. Eine 


Fig. 8S4. Fig. 8:i5. 



Fig. 836. 



Spritzflasche. Heronsball. 


IIerousl)runnen. 


Einrichtung àhnlich dem Heronsball ist der Druckwindkessel der Feuer- 
spritzen und anderer Druckwasserpuinpen. 

Der Heronsbrunnen (Fig. 830) kann als die Verbindung eines Herons- 
balles (0) mit einem Drucklufterzeuger {AB) aufgefailt werden. Die Luft in 
dem GefâC B steht unter dem Überdruck, der durch die Wassersaule im 
Rohr r (Spiegel im GefàC A) erzeugt wird. Dieser Überdruck teilt sich durch 
das Rohr rj dem Luftraum im Gefàfi C mit und treibt das Wasser in Spring- 
brunnenform aus C aus. Der Vorgang ist zu Eride, weun die Luft aus dem 
Gefâû B und dem Rohr ausgetrieben ist. Durch Kippen des Apparats kann 
man den Inhalt von B nach G bringen, worauf, wenn bei A neues Wasser 
aufgegossen wird, das Spiel wieder beginnt. Es gibt verschiedene geistreiche 
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Abânderungen dieser Einrichtung, meist zum Betrieb von Zimmerspring- 
brunnen, die hier aber nicht mehr besprochen werden kônnen. 

§ 18. Flüssigkeitsgleichgewicht bei anderea Kraftfeldern. Bei 
den Darlegungen von § 9 bis 17 ist ein homogènes Schwerefeld zugrunde 
gelegt worden, also eine überall gleich starke und gleich gerichtete Erd- 
beschleunigung vorausgesetzt worden. Dies trifft auf màÛige Baume genügend 
genau zu und reicht daher fiir die meisteu Anwendungen aus. Handelt es 
sich aber z. B. um Anwendung auf ein Gebiet auf der Erde, das nicht mehr 
klein gegen den Erdradius ist, dann muÛ davon Rechenschaft genommen 
werden, dali die Erdbeschleunigung in Grôfie wie Richtung verànderlich ist. 
Bei einer relativ zu einem gleichfôrmig rotierenden Gefàû ruhenden Flüssigkeit 
bat man zur Schwere die Zentrifugalbeschîeunigung hinzuzunehmen, um mit 
dem rotierenden Baume wie mit einem ruhenden rechnen zu kônnen. Wir 
wollen deshalb ganz allgemein die Frage behandeln, wie es mit dem Gleich- 
gewicht einer homogenen oder nicht homogène n Flüssigkeit in einem Kraft- 
feld allgemeiner Art steht, dessen Kraft auf die Masseneinheit (d. h. dessen 
Beschleunigung) von Ort zu Ort nach Starke und Richtung verànderlich ist. 

Wir knüpfen an die Erôrterungen von § 9 an und stellen leicht fest, daB 
wie dort in jeder Richtung senkrecht auf der Jeweiligen Kraftrichtung der 
Druck sich nicht àndern kann (Gleichgewicht eines kleinen Prismas nach 
Fig. 778 mit Achse senkrecht zur Kraftrichtung). Weiter stellen wir fest, 
daÛ in der Kraftrichtung der Druck zunehmen muû, und zwar so, dafi 

• * • ( 1 ) 

ist (Gleichgewicht eines kleinen Prismas entsprechend Fig. 795 mit der Hôhe dh 
parallel der Kraftrichtung, dp Druckanstieg, g Starke des Kraftfeldes). Aus 
der ersteren Beziehung folgt zunàchst, wenn man die Gesamtheit der zur 
Kraftrichtung senkrechten Richtungen in einem Punkt zusamraenfaBt, daB 
auf dem zur Kraftrichtung senkrechten Flâchenelement der Druck konstant 
sein muB. Für den Fall, daB sich die aneinander angrenzenden Flàchen- 
elemonte zu einer endlichen Flâche zusammenfassen lassen, wenn also, wie 
man sagt, das Kraftfeld NormalBàchen besitzt, dann folgt aus obigem, daB 
lângs jeder solchen Normalflâche der Druck konstant ist, Wenn ein Kraft- 
feld keine Normalflâche besitzt, dann ist auch kein Gleichgewicht einer Flüssig- 
keit in diesem Kraftfeld môglich^). 

Wir nehmen nun an, daB das Kraftfeld Normalflàchen besitzt, und be- 
trachten zwei solche Normalflàchen mit den Drucken p und p -j- dp. Wir 
greifen, vgl. Fig. 837, zwei Stellen 1 und 2 heraus und stellen fest, daB dp 

* D In diesem Falle würde eine senkrecht zu den Kraftlinien gezogene Schleifen- 
linie. die zu derjenigen Kraftlinie, von der sie ausging, zurückführt, nicht wieder 
an den Ausgangspunkt zurücklaufen, sondern je nach ihrern Umlaufssinn tiefer 
oder hôher als dieser auf der Kraftlinie einmünden. Ein Beispiel eines Vektor- 
feides dieser Art kann z. B. gewonnen werden, indem man zunàcnst zwei parallèle 
Ebenen duroh eine Schar zu ihnen senkrechter, also unter sich paralleler Geraden 
verbindet, nun die eine Ebene gegen die andere um eine der Geraden als Achse 
etwas verdreht und die jetzt schraubenartig angeordneten Geraden als Kraftlinien 
betrachtet. 
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gemâH der obigen Beziehung einerseits = andererseits auch Q^dh^ 

ist. In dem Falle, daC Q entweder konstant oder eine Funktion von p ist 
(homogène Flüssigkeit oder homogènes Gas, vgl. § 9 und 10), ist im letzteren 
Falle wegen p^ = p^, pj = pg» und es bleibt 
g^dhi = g^dh^- Nun ist gdh die Arbeit, die von 
derFeldkraft beim Übergang von der einen Normal- 
flàche zur anderen geleistet wird. DaÛ nun, wie 
unsere Betrachtung lehrt, diese Arbeit zwischen 
den beiden Normalflàchen an allen Stellen den- 
selben Wert bat, ist das Kennzeichen dafiir, daC 
unser Kraftfeld ein Potential bat. Die Normalflàchen sind dann Flàchen 
koiistanten Potentials, vgl. S. 618 bis 529. Führen wir das Potential U an 


einem Punkte A durch die Formel ^ 

U = \gdh ( 2 ) 

ein, 80 erkennt man, da6 

dp = QdU Oder dU — ^^ (3) 

e 

geecbrieben werden kann, woraus 

- r/;, = f (4) 

B 


folgt. In dem hier angenommenen Falle einer homogenen Flüssigkeit oder 
eines homogenen Gases làOt sich die rechte 8eite ausrechnen, und man erliàlt 
dann den Druck unmittelbar als Funktion des Potentials. Diese Ërgebnisse 
lassen sich also wie folgt zusammenfassen : 

Im Falle der homogenen Flüssigkeit bzw. des homogenen Gases 
ist nur Gleichgewicht moglich, wenn das Kraftfeld ein Potential 
hat. Die ITlàchen koustanten Potentials, die senkrecht zur Feld- 
kraft verlaufen, sind gleichzeitig auch Flàchen konstanten Druckes. 
Der Druck steigt in der Richtung der Feldkraft an, und zwar ist 
dp = çdU. 

Bei der inhomogenen Flüssigkeit ist der Fall deukbar, daU zwar g^dhi 
ga dh 2 ist, aber durch geeignete V erteilung der Dich te überall ç^g^dhi — Q 2 g 2 d 7*2 
ist. Gleichgewicht wàre dann vorhanden, aber es ist leicht zu sehen, daH das 
Gleichgewicht labil wàre, denn man braucht nur Verschiebungen von 
Flüssigkeit làngs der Normalflàche auszuführen, die keinerlei Arbeit erfordern, 
und hat dadurch, da jetzt die Verteilung der Dichte geàndert ist, das Gleich- 
gewicht gestdrt. Wenn man sich also auf stabile Zustânde beschrànken will, 
so kommen auch hier nur Kraftfelder in Betracht, die ein Potential besijzen. 
Ist aber gidhi = uiuiS zur Ërfüllung des Gleichgewichts auch 

=: ^2 Bein. Wir stellen also fest: 

Fine stabile Lagerung einer inhomogenen Flüssigkeit ist nur 
môglich, wenn das Kraftfeld ein Potential besitzt. Die Flàchen 
konstanten Potentials sind gleichzeitig Flàchen konstanten 
Druckes und konstanter Dichte. 


Fig. 837. 
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Die Formeln (3) und (4) sind aîso hier wieder verwendbar. Die Be- 
dingungen für die Stabilitât der Schichtung sind dieselben, wie sie in § 9 und 10 
fur das homogène Schwerefeld auaeinandergesetzt wurden. 

Die in der Physik vorhandenen Kraftfelder haben, wenn man von gewissen, 
durch elektrische Strôme in magnetischen Feldern hervorgerufenen Kràften 
absieht, fast immer ein Potential, so daÜ die obige Forderung eines Potentials 
praktisch kaum eine Einschrânkung bedeutet. Von praktischer Bedeutung 
ist aber die Forderung, daû auf allen Flâchen konstanten Potentials die Dichte 
je konstant sein muû. Diese Bedingung kann z. B. dadurch verletzt werden. 
dafi die Flüssigkeit oder das Gas ôrtlich erwârmt wird, wodurch sich die 
Dichte dort verringert. In einem solcben Falle ist kein Gleichgewicht mehr 
môglich, die erwàrmte Flüssigkeit setzt sich und damit auch ihre Nachbar- 
schaft in Bewegung, und das Ganze kommt erst zur Ruhe, wenn die wârmsten 
Teile über den anderen geschichtet liegen. 

Die freie Oberflâche einer Flüssigkeit oder die Grenze einer Flüssigkeit 
gegen eine andere sich nicht mit ihr mischende Flüssigkeit von anderer 
Dichte folgt iramer einer Flàche konstanten Potentials; man hndet deshalb für 
die Flachen gleichen Potentials („Àquipotentialflâchen“) auch die Bezeichnung 
„Niveau6âche‘‘ (freie Oberflâche oder Niveau einer gedachten Flüssigkeit). 
Bei der Erdvermessung bildet die Meeresoberflâche die grundlegende Niveau- 
flâche, auf die aile Hôhen bezogen werden. 

Die Anwendung der im vorstehenden dargelegten Gesetze moge an zwei 
Beispielen erlâutert werden: 

1. Druckverteilung auf einem Weltkôrper, der als homogène Flüssigkeit 
angenommen wird. Der Weltkôrper besitze keine Rotation, unterliegt also 
nur seiner eigenen Gravitation. Er wird im Gleichgewicht die Gestalt einer 
Kugel annehmen. Der Radius des Weltkôrpers sei üî, irgend ein Radius in seinem 
liinern r. Wie in der Lehre vom Gravitationspotential gezeigt wird, ist die 
Feldkraft (= Beschleunigung) im Radius r gleich derjenigen, die die Masse 
der Kugel vom Radius r hervorbringen würde, wenn sie im Kugelmittelpunkt 
vereinigt wâre. Die (mit r verànderliche) Beschleunigung im Radius r ist 
also unter der Annahme einer gleicbfôrmigen Dichte p, mit k — Gravitations- 
konstante: 


9 


km 



43rr3 


= kg 


4 7tr 
3 ~ * 


An der Oberflâche ist 


9o =■ JoQ 


4:71m 
3 ’ 


T 

SO daQ auch einfacher g = go - geschrieben werden kann. 
M 


8etzen wir will- 


kürlich das Potential U an der Oberflâche gleich Null, so wird 
R 
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Fur den Druck hat man bei konstantem Q einfach die Beziehung 
P = Po~{- QÜf wo po den Druck an der Stelle U = 0, also hier an dei 
Oberflàche bedeutet. Der Druck ist also 


P=-=Po.-{-Y^{R^-r^% 

er zeigt also eine parabolische Verteilung. Am grôHten ist er in der Kugel- 

mitte (r = 0), nâmlich pmax — Po “h ^ • Wendet man diese Rechnung 

auf die Erde an, deren Inneres vielfach als feurig-flüssig angenommen wird 
(wennschon gewisse Beobachtungen über Erdbebenwellen und anderes dageger 
sprechen), und nimmt man die Dichte der Flüssigkeit entsprechend dei 
mittleren Dichte der wirklichen Erde zu 5,5 mal derjenigen von Wasser an 
so ergibt sich bei 72 = 6380km = 6,38. 10® m, wenn wieder ppo = 7 «in* 
geführt ist, mit y = 5500 kg/m®: 

i)™.. = 5000.6,38.10“ = 1,754. 10'»kg m“ 

= 1 754000 kg/cm“. 

Natürlich würde bei diesem ungeheuren Druck eine wirkliche Flüssigkeit 
sehr erheblich zusammengedrückt werden; die vorstehende Rechnung hat abei 
nur den Wert einer rohen Überschlagsrechnung, die allerdings die GrôCen- 
ordnung der im Erdinnern vorhandenen Drucke ganz richtig wiedergibt. 

2. Als weiteres Beispiel sei das Gleichgewicht einer homogenen schweren 
Flüssigkeit behandelt, die in einem gleichfôrmig um eine senkrechte Achse 
rotierenden Gefafi in relativer Ruhe ist. Wir stellen zunâchst den Ausdruck 


Fig. 838. 



Flüssigkeit in 
rotierendem Gefafi. 


für das Potential auf, das sich additiv aus einem durch die 
Schwerkraft und einem durch die Zentrifugalkraft erzeugten 
Anteil zusammensetzt. 

Nehmen wir Zylinderkoordinaten r und z an, vgl. 
Fig, 838, und nehmen die ^^-Koordinate nach oben positiv 
an, dann wird der Schwereanteil des Potentiels 

wo g die Erdbeschleunigung und ein willkürlicher An- 
fangswert ist. Für den Anteil durch Zentrifugalkraft hat 
man zunâchst den Wert der Beschleunigung == zu 
setzen, mit Oî == der gemeinsamen Wiiikelgeschwindigkeit 
des GefâCes und der Flüssigkeit. Daraus folgt durch 


Intégration in Richtung dieser Beschleunigung, also in Richtung von r, 


der zweite Anteil des Potentiels zu 




____ 


Im ganzen ist also 

r/2= + 


û)2r2 

2 
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§ 18. PlUssigkeitsgleJchgewicht bei anderen Kraftfeldern. 

Die Flàchen gleichen Potentials ergeben mit U = const: 

CO^T^ 

Z = consi + ^ - • 

Die freie Oberflâche und aile Flâchen gleichen Druckea sind also Para- 
boloide mit dem gemeinsamen Paraineter g co^. 

Der Druck selbst wird wieder p = po also mit çg = y 

/ o^r^\ 

P = const + y j- 

Aninerkung: Die Aufgabe, die Gestalt eines flüasigen Weltkôrpera, der um 
eine Achse rotiert, zn berechnen, iet von den Astronomen ausfübrlich behandelt 
worden, führt aber auf groûe matberaatiscbe Schwierigkeiten , die daber kommen, 
dafi durch die Gestaltverânderung auch die Anziebungskràfte geàndert werden. 
Für geringe Starke der Rotation ergibt eich mit guter Annàherung die ellipBoidische 
Gestalt, die an der rotierenden Erde auch beobachtet wird. 



Elftes Kapitel. 

Strômende Bewegung; der Flfissigkeiten und (Jase. I. Teil. 

Kinematik; Dynamik der relbungsfreien Flûssigkelt. 
Vorbemerkung. 

Die strômenden Bewegungen der Flüssigkeiten und die der Gase zeigen 
80 viel Gemeinsames, daÛ es zweckmàCig erscheint, ihre Behandlung nicht zu 
trenneu. Die Gase sind zwar in viel hôherem MaÛe zusammendrückbar als 
die Flüssigkeiten. Die Frage ist aber hier die, ob sie bei dem jeweils be- 
trachteten Stromungs vorgang merkliche Zusammendrückungen erfahren 
oder nicht. Zu merklicher Zusammendrückung gehôren betràchtliche Druck- 
ànderungen. Bei kleinen und maOig groÜen Geschwindigkeiten, sowie bei 
màCigen Hôhenabmessungen der strômenden Gasmassen bleiben die Druck- 
anderungen al)er gering gegenüber dem im Mittel vorhandenen Druck, und 
die Volumenânderungen sind dann so klein, daS inan sie zur Vereinfachung 
der Rechnung meist ganz vernachlâssigt. Die Gasstrômungen unterscheiden 
sich dann in nichts mehr von denen volumenbestàndiger Flüssigkeiten. Be- 
trachtet man Volumenânderungen von 1 v. H. als vernachlâssigbar, so darf 
man bei Strômungen atmosphârischer Luft von gewôhnlicber Temperatur die 
Formeln fur volumenbestândige Strômung anwenden für Geschwindigkeiten 
des Gases bis zu rund 50 m/sec und für Hôhenausdehnungen bis zu 100 m 
(vgl. § 4b und Kap. X, § 10). (Die Volumenânderungen sind rund 10 v. H. 
bei 160 m/sec und 1000 m Hôhe.) Die Volumenânderungen werden sehr be- 
trâchtlich und beeinflussen die Strômungsform in fühlbarer Weise, wenn die 
Strômungsgeschwindigkeiten von der Grôfienordnung der Scballgeschwindigkeit 
(rund 340 m/sec) werden. Bei Strômungsgeschwindigkeiten, die grôÜer als 
die Schallgeschwindigkeit sind, ergibt sich sogar ein gegenüber dem bei ge- 
wôhnlichen Flüssigkeiten üblichen Verhalten vôllig geânderter Charakter der 
Strômung. 

In diesem und dem folgenden Kapitel handeln die meisten Abschnitte ledig- 
lich von den Strômungen ohne merkliche Volumenânderung. Um hierbei nicht 
imraer von „ Flüssigkeiten und Gasen** sprecben zu müssen, wird im folgenden 
das VVort ^Flüssigkeit^^ als Sammelbegriff für Flüssigkeiten und Gase ge- 
braucht werden. Die Gase wird man im Sinne dieses Sprachgebrauchs als 
^zusammendrückbare Flüssigkeiten" bezeichnen. Von den Besonderheiten der 
Bewegungen mit starker Volumenânderung und von Analogien dazu bei 
Strômungen von Flüssigkeiten mit freiem Spiegel werden die letzten Para* 
graphen dieses Kapitels (§15 bis 17) berichten. 
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1. Kinemàtik. 

§ 1. Darstellungsmittel. Von den strômenden Bewegungan einer 
Flüssigkeit würde man dadurch ein erschôpfendes Bild gewinnen kônnen, daC 
man von Jedem Flüssigkeitsteilchen für jeden Zeitpunkt den Ort angfibt, wo 
es aich aufhâlt; seine Ortsanderung in der Zeit liefert dann seine Geschwin- 
digkeit und Beschleunigung. Mathematisch kann man zu diesem Zwecke so 
verfahren, dafi man zunàchst zur Unterscheidung der einzelnen Teilchen von- 
einander ein besonderes, mit den Flüssigkeitsteilcben fest verbundenes, im 
Baume aber bewegliches Koordinatensystem einführt. Das kann z. B, so ge- 
schehen, daû man zunàchst eine Flâchenscbar a = const betrachtet, vrobei a 
in irgend einer Anfangslage als Funktion der Raumkoordinaten y, z ge- 
geben sein kann. Nimmt man noch zwei weitere Flâchenscbaren b = cmst 
und c = cmsl dazu, die man so wàhlt, daÛ eine a-Flàche, eine b-Flâche und 
eine c*Flâche sich immer nur in einem einzigen Punkte schneiden, dann ist 
das Flüssigkeitsteilchen in diesem Schnittpunkt durch die Werte von a, h 
und c vollstândig gekennzeichnet. Nach unserer Festsetzung soll nun ein 
Flüssigkeitsteilchen die «Flüssigkeitskoordinaten^ a, b und c dauernd bei- 
behalten, was darauf hinauskommt, dafi jede Flâche a = const, und ebeuso 
jede Flâche b ==: const oder c = const dauernd aus denselben Flûssigkeits- 
teilchen besteht. Die ursprüngliche Wahl der Flüssigkeitskoordinaten ist 
dabei willkürlich und nur durch Zweckmâûigkeitsgründe bestimmt. Man 
kann z. B. auch die gewôhnlichen Koordinaten in irgend einer Anfangslage 
oder Ruhelage als Flüssigkeitskoordinaten wâhlen. 

Die Aufgabe, die Bewegung, d. h. Ortsânderung aller Teilchen anzugeben, 
besteht jetzt darin, die Werte der augenblicklicben Koordinaten x, y, g des 
Teilchens als Funktionen der Zeit und der „ Flüssigkeitskoordinaten “ a, b, c 
des Teilchens anzugeben. Man bat also 

X ^ Fl (a, 6, c, t) I 

y = {a, b, c, t) l (1) 

g ~ Fa (a, b, c, t) J 

Zur vollstândigen Beschreibung des Zustandes der strômenden Flüssigkeit 
gehôrt noch eine Aussage über den Druck j?, und bei verânderlicher Dichte p 
auch eine Aussage über diese. Die wirkliche Durchführung dieses Programme 
bis zum numerischen Endresultat gelingt aber nur in einigen dafür besonders 
geeigneten Fâllen. Da es schlieûlich auch nicht so wichtig ist, die indi- 
viduellen Schicksale der einzelnen Teilchen zu erfahren, begnügt man sich 
meist mit einer einfacheren Darstellungsweîse, die darauf ausgeht, lediglich 
den an jedem Orte und zu jeder Zeit vorhandenen Strômungszustand nâher 
zu beschreiben, ohne nach dem Verbleib der einzelnen Flüssigkeitsteilchen zu 
fragen. Handelt es sich um eine zeitlich gleichbleibende Strômung (^stationare 
Strômung**), so bat man hierzu nur für jeden Ort des durchstrômten Raumes 
die Geschwindigkeit nach GrôÜe und Richtung anzugeben, wozu noch ent- 
sprechende Angaben über den Druck und gegebenenfalls die Dichte hinzu- 

Mttller-Pouillet I, a 11. Aufi. 
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kommen. Àndert sich aber die Strômung în der Zeit, so sind solche Angaben 
für jeden Zeitmoment erforderlich. Mathematiscb werden diese Angaben meist 
in der Form geleistet, dafi man die drei recbtwinkligen Komponenten m, t?, to 
der Geschwindigkeit (und gegebenenfalls auch den Druck p und die Dichte ç) 
als Funktionen der Raumkoordinaten a;, y, z und der Zeit i angibt, also für 
tt, w in Formeln: 

U {X, y, Z, i) I 

V = fi(x, y, e,t)\ (2) 

«> = f, (X, y, Z, t) \ 

Man pflegt das Formelsystem (1) nach Lagrange, das System (2) nach 
Euler zu benennen, trotzdem schon Euler beide gekannt bat. 

Wenn es in einem Einzelfalle wûnschenswert ist, die Babn eines Flüssig- 
keitsteilchens zu verfolgen, so sind die drei simultanen Gleichungen dx = udt, 
dy = vdt^ dz ■= Wdt zu integrieren. Da die drei Integrationskonstanten un- 
mittelbar als Flüssigkeitskoordinaten u, 6, c gedeutet werden kônnen, kommt man 
hiermit auf die Darstellung (l) zurück. 

Um eine anschaulichere Darstellung vom augenblicklichen 
Strômungszustand einer Flüssigkeit zu gewinnen, bat man die sogenannten 
Stromlinien eiugeführt, die ganz analog den „Kraftlinien“ bei den Kraft- 
feldern sind, nâmlich Linien, die überall in der Richtung der Strômung ver- 
laufen, d. h. deren Tangente überall die Richtung des Geschwindigkeits- 
vektors zeigt. 

Die Differentialgleichungeu der Stromlinien heiBen: 

dx : dy : dz = m : r : w. 

Bei einer stationaren Bewegung stimmen die Stromlinien mit den Bahnen der 
Teilchen ûberein, bei der zeitlich verânderlicben Bewegung dagegen durchaus nicht, 
da die Stromlinien ein Bild der augenblicklich nebeneinander vorhandenen 
Geschwindigkeitsricbtungen geben, die Bahnen aber die im Laufe der Zeit von 
einem Teilchen nacheinander eingenommenen Geschwindigkeitsrichtungen 
zeigen. 

Es mag hier darauf aufmerksam gemacht werden, daC die Stromlinien 
ein und derselben Strômung, ebenso wie die Bahulinien, ganz verschiedenes 
Aussehen haben, wenn das Bezugssystem gewechselt wird, wenn also z. B. 
bei der Bewegung eines Kôrpers in einer Flüssigkeit der Beobachter relativ 
zu der ungestôrten Flüssigkeit in Ruhe ist, und ein andermal sich mit dem 
Kôrper mitbewegt, so daÜ für ihn nun der Kôrper ruht und die Flüssigkeit 
dem Kôrper entgegenstrômt. 

Die Stromlinien kônnen sichtbar gemacht werden, wenn man auf die 
Flüssigkeitsoberiiàche oder in das Flüssigkeitsinnere kleine Teilchen streut, 
die die Bewegung der Flüssigkeit mitmachen. Bei einer kurzen Zeitaufnahme 
zieht jedes Teilchen auf der photographischen Flatte einen kurzen Strich. 
Diese Striche fügen sich bei hinreichend dichter Best'reùung, wenn man die 
Aufnahmen betrachtet, zu einem Stromlinienbilde zusammen (Bahnlinien 
würde man erhalten, wenn man bei wenig dichter Bestreuung lange Zeit- 
aufnahmen macht). Die beiden Bilder stellen gleicbzeitige Aufnahmen der 
Bewegung einer Flatte in ruhender Flüssigkeit von zwei Bezugssystemeii aus 
dar, die eine (Fig. 839) ist von einer ruhenden Kamera, die andere (Fig. 840) 
von einer mit der Flatte mitbewegten Kamera aufgenommen. Die Aufnahmen 
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stammen von Prof. Fr. Ahlborn, Hamburjr, und sind mit Lykopodium als 
Bestreuung erbalten. Die Belicbtung aolcber Aufnabmen erfolgt zweckmàCig 
durcb eine Miscbung von Blitzlicbt- und Zeitlichtpulver. 

Ziebt inan durcb aile Punkte einer kleirien gescblossenen Kurve die 
Stromlinien, so bilden diese, wenn das „Gescbwindigkeitsfeld“ überall stetig 
ist, auf beliebig lange Erstreckung eine Rôbre; diese bat die besondere Eigen- 

Fig. 8iJ9. 


Stromung um eine bcwegte Flatte, nach Ahlborn. Ruhemle Karaera. 
Fig. 840. 


Strômung uni eine bewegte Flatte, nach Ahlborn. Kamera fâhrt mit der Flatte mit. 

scbaft, daC die Flüssigkeit in ibr in dem betracbteten Augeiiblick wie iu einer 
festen Rôbre strômt (denn sie strôint definitionagemàü parallel den Strom- 
linien; ein Uurcbdringeu durcb die Rôbrenwand würde eine Gescbwindig- 
keitskom poil ente quer zu dieser, also quer zu den vStromlinien voraussetzen, 
was deren Définition widerstreitet). Man nennt solche Rohren „Strom- 
rôbren“, ibr flüssiger Inbalt wird als „Stromfaden“ bezeicbnet. Bei 
statîonâren Bewegungen bleiben die Stromrôbren dauernd besteben, und die 

66 * 
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Teilchen in ihnen flieCen dauernd darin wie in einer festen Rôhre. Bei 
nichtstationàren Bewegungen dagegen sind in einem spâteren Augenblick im 
allgemeinen andere Teilchen miteinander durch Stromrôhren verbunden als 
vorher. Man kann den ganzen von der Flüssigkeit erfiillten Raum in solche 
Stromrôhren aufgeteilt denken und erhâlt damit ein sehr anschauliches Bild 
von der Flüssigkeitsstrômung. Bei vielen einfacher gearteten Aufgaben, be- 
8onders Strômungen durch Rôhren und Kanâle, ist es erlaubt, den ganzen von 
der Strômung erfüllten Raum als einen einzigen Stromfaden anzusehen. Man 
kümmert sich dann nicht um die Unterschiede der Geschwindigkeiten in einem 
Querschnitt, sondern strebt nur Aussagen über die mittlere Geschwindigkeit 
dortselbst an. Von diesem Verfahren machen besonders die Ingenieure bei 
ihren praktischen Berechnungen einen umfangreichen Gebrauch. 

55 2. Kontinuitat. Bei den wirklichen Strômungen der Flüssigkeiten 
und Gase verschwindet nirgends Materie, noch entsteht irgendwo neue Materie. 
Es ergibt sich daher bei den von uns betrachteten Geschwindigkeitsfeldern 
die Aufgabe, dafür zu sorgen, daB sie mit der Tatsache der Konstanz der 
Materie im Einklang stehen. Am einfachsten wird die Formulierung bei den 
stationàren Bewegungen, wenn die Gestalt der Stromlinien bereits hinreichend 
bekannt ist. Man betrachtet dann einen Stromfaden und hat nur auszu- 
drücken, daÛ durch jeden Querschnitt desselben in der Zeiteinheit gleich viel 
Masse strômt. (Wàre diese Masse für zwei Querschnitte nicht gleich, so 
müÛte der Masseninhalt des Stromfadens zwischen den zwei Querschnitten 
unbegrenzt zu* oder abnehmen, was dem stationàren Zustand widersprechen 
würde.) Ist F der Querschnitt des Stromfadens an einer bestimmten Stelle, 
w die mittlere Geschwindigkeit in diesem Querschnitt und q die Dichte 
dortselbst, so ist das in der Zeiteinheit durch den Querschnitt flieBende 
Flüssigkeitsvolumen = Fw, und die in der Zeiteinheit hindurchflieilende 
Masse == g F w. Die Kontinuitat fordert also, daC çFtv in allen Quer- 
schnitten desselben Stromfadens denselben Wert haben muC. Hieraus folgt 
auch, dafi ein Stromfaden einer stationàren St,rômung im Innern der Flüssig- 
keit nirgends aufhôren kann. Er kann sich von einer Grenze des betrach- 
teten Raumes bis an eine andere Grenze dieses Raumes erstrecken, oder er 
kann in sich zurücklaufen. 

Handelt es sich um Strômungen, bei denen keine Volumenànderungen 
auftreten, also z. B. um solche einer unzusammendrùckbaren Flüssigkeit, so 
gelten die im vorstehenden für die durch einen Querschnitt flieI5ende Masse 
ausgesprochenen Beziehungen auch für das Volumen, und da hier keinen 
Augenblick lang durch einen Querschnitt eines Stromfadens mehr Volumen 
hindurchfliefien kann als durch irgend einen anderen, kann hier auch die Be- 


*) Der Buchstabe w für Strômungsgeschwindigkeiten (statt v) ist deshalb 
gewàhlt, weil bei Rechnungen über die Strômungen yod Gasen mit merklioher 
Yolumenanderung mit v das Volumen der Masseneinheit bezeicbnet zu werden 
pflegt, im Einklang mit der Bezeichnungsweise der Thermodynamik, die in diese 
Dingo mit hineinspielt. 
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schrànkung auf stationàre Bewegungen f allen. Für volumenbestàndige 
Stromungen gilt also allgemein 

Fw ~ const (1) 

d. h. die Geschwindigkeit ist dem Querschnitt des Strorafadens umgekehrt 
proportional. Teilt man den ganzen von der Flüssigkeit durchstrômten Raum 
in lauter Stromrôhren auf, durch die sâmtlich in der Zeiteinheit gleiche 
Flûssigkeitsmengen fliefien, so werden sich da, wo die Geschwindigkeit groli, 
also der Stromfadenquerschnitt klein ist, viele Stromfàden zusammendrângen, 
da wo die Geschwindigkeit klein ist, werden sie sich entsprechend weiter 
ausdehnen. Die Zahl der Stromfàden, die jeweils die Flâcheneinheit durch- 
setzen, ist proportional zu der Geschwindigkeit an diesem Orte. Das Strom- 
rôhrenbild dient also bei der volumenbestàndigen Strômung nicht nur durch 
seine Richtung an jedem Orte, sondern auch durch seine Dichtigkeit zur Ver- 
anschaulichung der Strômung. 

Die hier erôrterten Beziehungen werden besonders handgreiflich in 
solchen Fàllen, wo man die ganze Strômung als eiuen einzigen Stromfàden 
behandeln darf. Hier geben die vorgegebenen Querschnitte gleich die Strom- 
fadenquerschnitte ab, und es làfit sich die mittlere Geschwindigkeit an jeder 
Stelle einer derartigen volumenbestàndigen Strômung aus der Beziehung 

Fw = Q 

ermitteln, wobei Ç das in der Zeiteinheit gefôrderte Volumen („Fôrdervolumen‘‘, 
„Ergiebigkeit‘* der Strômung) bedeutet. 

Für Strômungen mit Volumenànderung gilt in gleicher Weise 
QFU'}~ My 

wo M die in der Zeiteinheit gefôrderte Masse ist. Da hier aber meist die Dichte q 
erst im Zusammenhang mit dem Druck bestimmt werden kann, làBt sich die Ge- 
schwindigkeit nicht aus der Kontinuitât allein ermitteln (vgl. hierüber § 16). 

Bei solcher Art der Darstellung hat man, sowie es sich um stationàre 
volumenbestàndige Strômungen handelt, nur noch eine unabhàngige Ver- 
ànderlîche, nàmlich die làngs der Rôhrenrnittellinie gemessene Entfernung des 
betreffenden Querschnitts von irgend einem Anfangspunkt. Man spricht in 
diesem Zusammenhang von „eindimensionaler Behandlung“, im Gegensatz zu 
der dreidimensionalen Behandlung, bei der die ràumliche Verànderlichkeit der 
Geschwindigkeit und der übrigen GrôiSen voll berücksichtigt wird. Soweit es 
sich um Wasser handelt, fafit man die Gesamtheit der eindimensional be- 
handelten Aufgaben unter dem Sammelnamen Hydraulik zusammen. Die 
mehrdimeusional behandelten Aufgaben werden dagegen unter dem Namen 
Hydrodynamik zusammengefaÛt. Bei Aufgaben, die aus dem Gebiet der 
Luftfahrt und aus anderen Anwendungsgebieten der Luftstrômungen stammen, 
verwendet man auch gern den Namen Aerodynamik. 

Bei der dreidimensionalen Behandlung, wo gewôhnlich die rechtwinkligen 
Komponenten v, w der Geschwindigkeit als Funktionen der Raumkoor- 
dinaten Xy e berechnet werden, drückt man die Kontinuitât dadurch aus, 
dafi man verlangt, dafi in ein kleines Parallelepiped mit den Seiten dXy d y 
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§ 3 . 


und dz ebensoviel einstrômt als aus ihm ausstrômt. Für volumenbest&ndige 
Stromungen, die hier allein betrachtet werden sollen, driickt sich dieses 
folgendermaCen aus, vgl. Fig. 841 '): In der X-Richtung wird durch die Ge- 
schwindigkeitskomponente u in der Sekunde die 
Flûssigkeitsmenge dy.dz.u in das Parallel- 
epiped hineingetragen, und auf der entgegen- 

Ô U 

gesetzten Seite, wo u bereits in w 

d u 

àx 

aus als 



l 



i 





1 

— i 




1 










geândert ist, eine Menge dy -dz 
hinausgetragen. Es tritt also mehr 
ein die Menge da; • dw- - Àhnliche Be- 

c X 

‘ ~ im ganzen 


tràge liefern die F- und X-Richtung. Die Bedingung, daO 
ebensoviel ausstrômt als einstrômt, erbàlt demnacb die Form 

dw 


du dv , 
dx ô y d Z 


( 2 ) 


Dies ist die „Kontinuitàtsgleichuug“ der Hydrodynamik. 

Grenzt irgendwo die Flüssigkeit gegen einen festen Kôrper oder gegen 
aine audere Flüssigkeit, so verlangt hier die Kontinuitàt, daJS weder eine 
Lücke entsteht, noch beide Stoffe sich durchdringen. Dainit beides vermieden 
ist, mûssen ofFenbar die Gescbwindigkeitskoinponenten senkrecht zur Grenz- 
flacbe zu beiden Seiten dieser Grenzflàcbe übereinstimmen. Handelt es sich um 
ruhende Kôrper in der strômenden Flüssigkeit oder um festeWànde, so muÛ 
die Geschwindigkeitskomponente der Flüssigkeit senkrecht zur Kôrperoberflàche 
oder Wand an dieser verschinden. Die zur Wand parallèle Komponente kann 
vom Gesichtspunkt der Kontinuitàt aus jeden beliebigen Wert annehmen. 


2. Dynamik der ,,idealen** reibungsfreien Flüssigkeit. 

3. Krafte in einer .strëmenden Flüssigkeit. Bernoullische 
Druckgleichung. Die beiden an einer ruhendeu Flüssigkeit wirksamen 
Kràftearten; Schwere (und andere Massenkràfte) und Druckunterschiede, 
die dort ein Gleichgewichtssystem bilden, finden sich auch bei der bewegten 
Flüssigkeit vor; zu ihnen tritt noch die Flüssigkeitsreibung, die als ein 
Widerstand gegen Formànderung anzusehen ist. Von ihr wird im nàchsteu 
Kapitel noch ausführlich die Rede sein, für die Betrachtungen dieses Kapitels 
soll sie jedoch vernachlàssigt werden. Die technisch wiohtigsten Flüssig- 
keiten (Wasser, Luft usw.) haben in der Tat eine sehr geringe Zahigkeit und 
zeigen desbalb unter den meist vorliegenden Verhâltnissen nur sehr geringe 
Reibungswiderstânde, so daÜ deren Vernachlassigung berechtigt erscheint; 
sie ist aber auch dringend geboten, da die Kràfteverhàltnisse nur bei Ab- 

1) Dlë^'iguwn 841—844, 847—848, 850, 884—867, 871 880, 886-888, 890, 
891, 893, 902, 905-907, 909, 913, 928, 931-935, 939 -942, 945, 966, 995—997 
sind mit freundl. Erlaubnis des Verlages Gustav Fischer (.Tena) den Abhandlungen 
des Verfassers: „Üher Flûssigkeitsbewegung* im Handwôrterbuch der Natur- 
wissenschaften, Bd. IV, entnommen. 
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wesenheit von Reibungswiderstânden einfach genug werden, um übersichtliche 
QesetzmâHigkeiten zu gowinnen. Es ist daher üblich geworden, die funda- 
mentalen Gesetze der strômenden Bewegung an dem Idealbild der ^reibungs- 
losen FlüS 8 igkeit“ zu entwickeln, und erst hinterher zu fragen, welche 
Abânderungea von dem idealen Verhalten durch das Vorhandensein der 
Reibung verursacbt werden. Wir legen also dem Folgenden die „ideale 
Flüssigkeit“ zugrunde, der wir im ûbrigen auûer der Reibungslosigkeit 
auch Unzusammendrùckbarkeit zuschreiben wollen, so daC Volumenande- 
rungen bei ibr nicht vorkommen. 

üm die dynamische Beziehung zwischen dem Druck und dei* Massenkraft 
einerseits und dem Bewegungszuatand andererseits zu entwickeln, müssen wir 
an die Newtonsche Gleichung Kraft = Masse X Be schleunigung an- 
knüpfen, die das Fundament aller Dynamik ist. Zunachst ist hier die Be- 
rechnung der gleichzeitigen Zustànde lângs eines Stromfadens beabsichtigt; 
dazu braucbt man die Bescbleunigungakomponente in der Bewegungsrichtung, 
die sogenannte longitudinale Beschleunigung. Diese soll daher erst berechnet 
werden. Die Bogenlànge entlang der Stromlinie heifie s, die Zeit die Ge- 
schwindigkeit to. Die Geschwindigkeitsanderung bei gleichzeitiger Ânderung 
von s um ds und t um dt ist dann 

- dw ^ . dw .... 

dw = d s 4- ^ - d t *). 

CS et 


Bei der Beschleunigung handeltes sich um diejenige Geschwindigkeitsanderung, 
die ein Teilchen bei seiner Bewegung erfâhrt. Wir müssen daher ds ■= wdt 
setzen; damit ergibt sich die Longitudinalbeschleunigung zu 
dw dw , dw 




Dabei bedeutet w den Beschleunigungsanteil, der dadurch entsteht, daü 

à w 

das Teilchen an Orte mit anderer Geschwindigkeit kommt, und den Anteil 

O t 

durch die zeitliche Ânderung des StrÔmungszustands am Orte. Bei stationàren 
Strôinungen ist der zweite Anteil gleich Null. Der erste Anteil kann übrigens 

d / w‘^\ 

auch in der Form , 3 — ( ^ ) geschrieben werden. 

0 S \ 2 / 

Zur An weudung der Gleichung: Kraft = Masse x Beschleunigung trennen 
wir aus der strômenden Flûssigkeit wieder ein Zylinderchen mit dem Quer- 
schnitt d F und der Lange d s heraus, àhnlich wie dies bereits beim Studium 
des Gleichgewichts in § 9 von Kapitel X geschehen ist. Die Achse des Zylin- 
derebens wollen wir dabei in die Strômungsrichtung legen (vgl. Fig. 842). 
Die Masse des Zylinderchens ist = çdF.ds, 

Auf das Teilchen wirken nun, wenn die Bewegung als reibungslos an- 
gesehen wird, die folgenden Kràfte: Erstens ein Druckunterschied. Der 


partieller Differentialquotient (bei festgebaltenem s), = totaler 


Ditferentialquotient (bei festgebaltenem Teilchen). 
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Druck an dem stromaufwarts gelegenen Ende des Zylinderchens habe den 
Wert Pt «r wirkt dann auf die dortige Ëndflàche d F mit einer Kraft pdF. 
An dem stromabwârts gelegenen Ende bat er den etwas verànderten Wert 

P ds, 80 dafi sicb also die Resultierende ans den beiden Druckkràften 


zn pdF- 


ds) dF . 


-dsdF ergibt. Auf die Flüssigkeit 




wirke ferner eine Massenkraft, deren Wirkung auf die Masseneinheit = g 
sei (z. B. die Erdschwere); schlieCt die Richtung der Massenkraft mit der 
Strômungsrichtung einen Winkel et ein, so ergibt sich an der Masse çdFds 
in Richtung der Bewegung eine Kraftkomponente 
= çdFds. g cos et. 

In der Gleichung: Kraft = Masse X Bescbleunigung bat jetzt jedes Glied den 
Faktor dF.ds, der infolgedessen fortgelassen werden kann (d. b., das will- 
Fîg. 842. Fig. 843. 




kürlicb gewâblte Teilebenvolumen ist fur das Endergebnis obne Belang). 
Dividiert man nun noeb dureb p, so wird 

I dp . d /w^\ . dw 

-ë0.+^~*“ = »l(2) + W 

Gewôbnlicb handelt es sich bei der Massenkraft allein um die Scbwerkraft, 
dann ist g nacb Grôfie und Richtung konstant, und fur cos et kann, mit 

d fs 

e = vertikale Koordinate, vgl. Fig. 843, — gesebrieben werden. 

Handelt es sicb um eine stationàre Bewegung ^für die — 0 ist^, 

und wird noch die Dichte ç als konstant vorausgesetzt, so sind sàmtlicbe 
Glieder Differentialquotienten nacb s; die Gl. (1) kann daher in diesem Falle 
làngs der Stromlinie integriert werden. Aus 

\ dp dz d (w^\ __ 

wird somit 


^ -f O = 

9 ^ 

Disse Gleichung, die den Namen „Bernoulliscbe Gleichung“i) oder 
^Druckgleicbung** fiihrt, bildet die Hauptgleichung fdr die eindimensionale 
Bebandlung von Strômungsaufgaben, sie ist aber aucb fur die ganze Hydro- 

D Nacb Daniel Bernoulli 1738. 
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dynamik von fundamentaler Bedeutung. Sie bringt die Eonstanz der Energie 
zum Ausdruck; ibre Glieder stellen nâmlich Energie pro Masseneinbeit dar, 
und zwar das erste die Druckarbeit, das zweite die potentielle Energie der 
Scbwere, das dritte die kinetische Energie. Dividiert man aile Glieder der 
Gl. (3) durch so bekommen aie die Dimension einer Lange und erhalten die 
Bedeutung von Hôhen. Führt man wie itn vorigen Kapitel wieder das Ge- 
wicht der Volumeneiuheit (Raumgewicbt) () g = y ein, so erhâlt die Ber- 
nouillische Gleichung die besonders von den Ingenieuren bevorzugte Form: 

P , , 

Z — — — consi (3 a) 

y 

ply bedeutet gemàC § 9 in Kapitel X die Hôhe einer Flüssigkeitssàule, die 
durch ihr Gewicht den Druck p erzeugt» und heiOt desbalb „Druckhôhe“, 
Z ist die Hôbe der bezüglichen Stelle ûber einer irgendwie festgesetzten 
Horizontalebene und wird „Ortshôhe“ genannt; w^l2g ist die Hôhe, um die 
ein Kôrper berunterfallen mull, um die Gescbwindigkeit w durch den freien 
Fall zu erlangen, und heiÜt daher ^Geschwindigkeitshôbe^. Nacb der 
Bernoullischen Gleichung ist also die Summe der Druckhôhe, der Ortshôhe 
und der Geschwindigkeitshôhe in der ganzen Erstreckung einer Stromlinie 
konstant. Der Wert der Konstanten kann dabei von Stromlinie zu Strom- 


linie verschieden sein, und ist es besonders dann, wenn die Stromlinien ver- 
schiedenen Ursprung haben. Kommen aile Stromlinien aus einem Raum, in 
dem statische Verhaltnisse (d. h. Ruhe oder gleichfôrmige geradlinige Be- 
wegung) herrschen, so ist die Konstante für aile Stromlinien dieselbe, die 
Bernoullische Gleichung gilt also hier auch quer über die Stromlinien weg 
im ganzen Raum. (GemaQ § 9 von Kapitel X ist in einer ruhenden Flüssigkeit 
ply Z = consf, was mit der Bernoullischen Gleichung für w = 0 oder 
w = const übereinstiinmt.) Es mag erwâhnt werden, daü der hier be- 
schriebene spezielle Strômungszustand mit der sp&ter zu behandelnden 
stationàren Potentialbewegung identisch ist. 


Für andere Massenkràfte ist, wenn sie ein Potential IJ besitzen, die Inte* 
gration ebenfalls ausführbar, da g cos « dann -- — gesetzt werden kann. 


Handelt es sich um eine zusammendrückbare Flüssigkeit, so ist die Intégration 
ebenfalls môglicb, wenn die Flüssigkeit homogen ist, d. h. die Dichte nur allein 


vom Druok abhàngt. Dann ist | = P(p) eine Funktion des Druckes, und es 

kann also — ^ ^ geschrieben werden. Durch Intégration nach s ergibt sich 

somit die allgemeine Form der Druckgleicbung für stationàre Bewegungen 


p+ V + = const 


(3b) 


Mathematlscbe Ergftuznng. 

In der mathematiscben Hydrodjnamik geht man gewôhnlich von den drei 
rechtwinkligen Komponenten der Gesohwindigkeit u, r, w aus. In Analogie zu 
unserer 61. (1) erhâlt man hier fôr die Bescbleunigungskomponente in der 
X‘Richtung 


du 

dt dt''âx'dt'dy dt 


.du d^ 

“*“d7'dT 


du . du , du .du 


W 


. . (4) 
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für ^ und gelten die entspreohenden Formeln. Das Druckgefàlle liefert 

fûr die Volumeneinheit die drei Komponenten — ^ die Massen-. 

a X O ff 0 Z 

kraft (bisher g) habe die drei Komponenten X, y, Z, die Komponenten der Kraft 
auf die Volumeneinheit ergeben sicb also, da die Masse der Volumeneinheit = q 
ist. zu gX. Q Y und oZ. Damit werden nun fûr die in der Volumeneinheit ent- 
haltene Masse als Ausdruck der (vektoriellen) Beziehuug „Mas8e x: Be^cbleuniguug 
= Summe der Kràfte“ die drei Gleicbungen erhalten: 

du „ dp ) 


Diese Gleichungen, in denen noch die Bescbleunigungen durch die Ausdrücke von 
Gl. (4) ersetzt werden kônnen, heifien die Eulerschen Gleichungen der 
Hydrodynamik. üm zu zeigen, wie man sie verwenden kann, soll die Ber- 
noulli sche Gleichung für eine Stromlinie aus ihnen hergeleitet werden. 

Wir multiplizieren die Gl. (5) der Reihe nach mit d.r, dy^ dz und setzen 
gleichzeitig fest, daÛ 

dx :d y : dz = u: r : iv 

sein soU. was bedeutet, daÛ dx^ dy^ dz die Komponenten eines Stromlinien- 
elements sein sollen. Dann làfit sioh vdx durch udy ersetzen, lodx durch 
U dz usf. 

Dadurch kann 


du J , (du J , du , , dn , \ 


gesetzt werden. Der Klammerausdruck bedeutet die Anderung 
schreiten auf der Stromlinie; wir schreiben abkürzend dafûr «fi 

du J du . 

1 dx = , dx~\~udu. 


von U beiin Fort- 
. Also ist 


Nimmt man zur Vereinfachung eine stationàre Bewegung an, so dafi usw. = 0 

wird, 80 geben die linken Seiten der mit dx, bzw. dy und dz multiplizierten 
Gl. (5) durch q dividiert: 

du J . dv J \ dw J . I . , , J / ît® -4- \ 

j^dx-\- jjdy-\- ^^-dz — udu-\-vdv-\rwdw di^ 2 / 

Haben die Massenkrâfte ein Potential U, ist also 

V — V — dlJ „ d U 

^ ” dx^ ^ ~ dy'^ ^ - “dP 

80 geben die entsprechenden Glieder von Gl. (5): 

(du . , dV . , di; , \ 

Entsprechend wird auch 

80 daJJ, immer unter Beschrànkung auf Punkte einer Stromlinie, erhalten wird 
was mit Gl. (3 b) gleichbedeutend ist. 


§ 4. Folgerungen aus der Bernoullischeu Gleichung. Die Ber- 
noullische Gleichung liefert für eine grofie Reihe von Anwendungen in sehr 
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§ 4 . Folgerun^çeri aus der Bernoullîschen Gleichung. 


Fig. 844 . 


einfacher Weise eiae Antwort. Drei besonders wichtige Beispiele môgen 
hier angeführt werden. 

a) AusfluÛ aus einem Qefâû unter detn EinfluC der Schwere. 
Verfolgt man in dern GefàB Fig. 844 die Stromlinien von der AusfluB- 
mündung B rückwârts, so findet man leicht, dafi 
sie zum Wasserspiegel A hiuführen, der sich unter 
langsamem Sinken der Wassermasse selbst mit 
senkt. Die Wasserteilchen bei A steben unter dem 
Atraospbârendruck poi die in dem freien Strahl 
bei B ebenso (vgl. unten). Die Geschwindigkeit 
bei A ist, wenn die Wasserspiegelflàcbe groB gegen 
die Mündungsflache F ist, so klein, daÛ ihr Quadrat 
gegen das der Geschwindigkeit bei B vernachlâssigt 
werden kann. Die Bernoullische Gleichung liefert 
also, mit za und = Ortshôhe von A und B, 



also 


oder 




W% 

2p 


Q 


= üa — Zb h, 


wb = ( 1 ) 

Die Geschwindigkeit bei B wird damit so groB, als wenn das ausâieÜende 
Wasserteilchen die Hôhe h frei durchfallen batte. In Wirklichkeit ist es so, 
dafi die Teilchen bei A etwas tiefer gerückt sind und die vorher an dieser 
Stelle beôndlichen Teilchen ebenfalls tiefer gerückt sind usw., und dafi sich 
die Arbeiten dieser l'eilchen, die verraôge des inneren Mechanismus der 
Fliissigkeit aile au! das ausdieOende Teilchen übertragen werden, geradeso 
addieren, als wenn ein einziges Teilchen von der Grôfie des ausgeâossenen 
die ganze Hôhe durchfallen hàtte. Die in Gl. (1) enthaltene Beziehung wird 
„Toricellisches Theorera" genannt. 

Der experimentelle Nachweis des Toricellischen Theorems wird am 
besten durch die Sprungweite des auslliefienden Wasserstrahls geführt. Jedes 
einzelne Teilchen dieses Strahles bewegt sich, da es der Schwere unterworfen ist, 
genahert auf einer Wurf para bel. Die Abweichungen, die vom Luftwiderstand 
verursacht werden, sind in geeigneten Fâllen (glatter Strahl) nur gering. 
Verlâfit der Strahl die Mündung in wagerechter Richtung, so ist der wage- 
rechte Weganteil x = w.f, der senkrechte besteht aus der Fallbewegung, ist 


also y = ^ wenn t die Zeit seit dem Verlassen der Mündung bedeutet. Eli- 

1 (1 3/^ 1 / 2 v 

minatioD von t gibt y ^ oder a; = M?y ^ • Mit w =: \2gh gibt 

dies X = 2^h y. Zur Ausführung des Versuchs wird mit Vorteil eine soge- 


Die Schwere der Luft i»t dabei vernachlassigt, was erlaubt ist, wenn es 
auf die dritte Dezimale nicht mebr ankommt. 
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nannte „Mariotte8che Flasche" verwenclet, vgl. Fig. 845. In den Hais clieser 
Flasche ist eine oben und unten offene Glasrôhre mittels eines durchbohrten 
Korkes dicht eingesetzt, so dail die Luft, die für das bei o ausiretende 
Wasser in das GefâB nachflieHen miiC, nur bei a in disses gelangen kann. 
Dadurch herrscht in der Hôbe von a im Wasser Atmosphàrendruck, so daû 
also die Ausllufihôhe h unabhangig von der Lage des Wasserspiegels in der 
Flasche gleich dem Hôhenunterschied zwischen a und o ist, Solange nur der 
Wasserspiegel hôher liegt als a. Durcli Verschieben des Glasrohres làCt sich 
die Hôhe h leicht verandern. LàCt man nun den Wasserstrahl z. B. auf eine 
wagerechte Flache herunterfallen, die uni y tiefer liegt als die Mündung o, 
so muC die Sprungweite x, wenii inan das untere Ende 
Fig. 84 0 . jgg Glasrohres in die Ilôhe von Teilstrich 1, 2, 3 

oder 4 einstellt {h — 1, 2, 3 oder 4 dm), sich wie 
1 : V 2 r ys : ^4 àndern. Die Nachrechnung der Versuche 
mit der obigen Formel zeigt, daC die Sprungweite etwas 
kleiner ist, als sich nach der Théorie ergibt. Dies 
kommt sowohl von der Reibung des ausflieCenden 
Wassers au den Wànden der Mündung als auch vom 
Luftwiderstaiid. Die erstere ist bei einer Offnung in 
dünner Wand am geriugsten. 

Macht man den Versuch mit einer senkrecht nach 
oben gerichteten Mündung (vgl. das rechts oben in 
Fig. 845 dargestellte Ansatzstück mit der AusfluB- 
offnung 0 ), so müBte theoretisch der Strahl bis zur 
Mariottesche Flasche. Hohe des freien Wasserspiegels aufsteigen (bei der 
M a ri 0 tte schen Flasche also bis zur Hôhe a). Prak- 
tisch wird er aber durch das zurückfallende Wasser stark gedrückt. Man 
erhalt grôfiere Sprunghôhen, wenu man den Strahl ein wenig zur Seite neigt, 
bis er durch das zurückfallende Wasser nicht mehr gestôrt wird. 

Der Querschnitt des Strahles stimmt in der Regel nicht mit dem des 
Loches überein. Hei einem Strahl, der z. B. aus einer kreisfÔrmigen OlTnung 

in dünner Wand kommt, 
ist der Strahlquerschnitt 
etwa 0,61 bis 0,64 von 
dem Lochquerschnitt. Diese 

r Erscheinung, die man Kon- 
traktion nennt, kommt 
daher, dafi die Flüssigkeit 
im Innern des Gefàûes 

radial auf das Loch zu- 
Ausfluû aus einer Offnung AusHufi aus einer ab- .... 1 t 1 j 

in ebener Wand. gerundeten Mündung. Lochrand 

nicht plôtzlich von der 
radialen Richtung in die Richtung der Strahlachse umlenken kann. Fig. 846 
stellt eine solche Strômung dar. Im Falle einer abgerundeten Offnung, 
Fig. 847, wo sich die Umleukung der Stromfàden innerhalb der Mündung 
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vollzieben kann, ist die obige Ziffer, die man KontraktionszifFer uennt, aller- 
dings UQgefâhr gleich 1. Die durch eine ÔfEnung vom Querschnitt F sekund- 
lich ausfliefiende Metige Q (Volumen pro Sekunde) ist 

Q = aF\2<ih, 

wobei « die Kontraktioiisziffer ist. Bei iiicbt kreisformiger Ôffnung in düiiner 
Wand ist a ineist wenig von dern Wert bei einer kreisformigen Offnung ver- 
scbiedeii, aber die Strablformen, die sicb hier ausbilden, sind in der Regel 
ziemlicb verwickelt. Der Strabl, der ans einem quadratiscben Locb kommt, 
forint sicb z. B. in einen dünnen kreuzfonnigen Querschnitt um, der aus 
einem recbteckigen Locb kommende, in ein Band, das auf der langen Recht- 
eckseite senkrecht steht. 

b) AusfluB aus einem Gefaû miter dem EinfluC eines inneren 
überdruckes. In dern Oefafi Fig. 848 berrscbe ein Druck pj, iin Aulîenrauni 
der Atmospbarendruck p^. Für eine Stromlinie, 
die wagerecbt verlàuft, ist Za = Zb, die Druck- 
gleicbung liefert daber, wenii wieder die Geschwin- 

digkeit bei A als vernacblassigbar klein angeseben ( \ n» 

wird, P’ 




/2 g (Pi — po) 

y 


Bezeichnet man die Hohc ^ d. i. die Hobe einer .Flüssigkeitssaule vom 

y 

Raumgewicbt zwiacben deren oberen und unteren Fade der Druckunter- 
scbied pj — Po herrscht, mit h, so wird aus Formel (2) wieder w = "^2 gh. 
Die Formel (2)gibt uns eine Moglichkeit, die GroDe derjenigen Geschwindigkeit 
abzuschatzen, bis zu der es noch erlaubt ist, ein Gas als volumeubestandige 
Flüssigkeit zu bebandeln. Die Grenzgescbwindigkeit iv^ hàngt natürlicb 
von der GrôÛe derjenigen Dicbtescbwankung ab, die man nocb zulassen will, 
und ist daber um sokleiner, je bôber die gestellten Ansprücbe an die Genauigkeit 

sîlld r,,, Id 1 .. U 


siud. Ninimt inan etwa die zulàssige Dichteanderung 


1 v. H., also 


0,01, so ergibt sicb für die Druckdiffeienz da wegen pv^ = const^) oder 


P — const P ^ ^ Q ^ i in kg; ergibt dies, wenn 

es sicb um Luft von gewohnlichem Druck handelt, rund 1,4.10333.0,01 


— 144,5 kg m2; mit einem Mittelwert von p : 


kg sec2 


w’i ~ |/ =r ^2312 = rund 48 m/sec. 

Lâfit man lOProz. Dicbtescbwankung zu, dann erbàlt man aus unserer 
Nàherungsformel eine y 10 mal groBere Geschwindigkeit, also rund 150 m sec. 
D Vgl. Kapitel X, § 6. 
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§ 4 . 


Die Wirkung der Dichteschwankung ist zweierlei Art; kineinatisch àndern 
sich die Strorofadenquerschnitte, dynatnisch wird das Maj5 der zu einer Be- 
scbleunigung gehôrigen Druckânderuug beeiuâuüt, vg]. § 3, Gl. (2). 

c) Aufstau vor einem Hindernis. Befindet sicb in einer gleicb- 
fôrmigen FlüBsigkeitsstrômung von der Gescbwindigkeit ein Hindernis, so 
staut ^icb unmittelbar vor dem Hindernis die Strôinung an und zerteilt sicb 
nacb allen Seiten, um das Hindernis zu umflieHen, vgl. Fig, 849. Im Mittel- 
punkt des Staugebietes, dem nStaupunkt", kommt die Strômung vôllig zur 
Rube. Die Bernoulliscbe Gleichung liefert also für die durcb den Stau- 
Fig 84» punkt gezogene Stromlinie, wenn der Druck am 

^ Staupunkt pi und der ungestÔrte Druck in der gleicben 

Hôbe po beiDt, 


Strbmung um ein Hindernis. 


■i>o + e- 


Der Druckanstieg Pi — •= ç 


fübrt den Namen Staudruck oder 


Gescbwindigkeitsdruck, aucb dynamischer Druck. Die Beobacbtung 
dieses Druckanstiegs liefert ein Mittel zur Feststellung von Strômungsge- 
scbwindigkeiten. Wird ein Kôrper mit der Gescbwindigkeit v durcb rubende 
Luft (oder Flüssigkeit) bewegt, so spielt sich bezüglich eiiies mit ibm mit- 
bewegten Bezugssy stems die Strômung ebenso wie vorstehend bescbrieben 
ab, wobei die Gescbwindigkeit Wq gleicb und entgegengesetzt v ist. Aucb in 


P V* 

diesem Falle wird daber eine Druckerhôbung = — ^ 


beobachtet. — Weist 


das Hindernis am Staupunkt eine Anbobrung auf, so pflanzt sicb der 
Druck Pi durcb diese ins Innere fort und kann zu einem MeÛinstrument ge- 

p w'^ 

leitet werden. Zur Messung des Druckes Pi ~ p H — - in irgend einer 

850. Strômung genügt als ^Hinderiiis^ ein ein- 

facbes, umgebogenes Rohr, vgl. Fig. 850, das 

' ^ ^ — ^ • ■■■ nacb seinem Erfinder Pitotrohr heiÛt, 

** Man kann jedem Punkt der strômenden 

Flüssigkeit auÜer dem dort berrschenden 
Druck P (den ein mit der Flüssigkeit mit- 
bewegtes Druckmefigeràt anzeigen würde), 
Pitotrohr. aucb den Druck pj zuscbreiben, den ein 

dort angebrachtes Pitotrohr liefern würde. 
Die Ingenieure nennen den Druck p den „8tatischen Druck“, den Druck 
Pi den flGesamtdruck", es ist also Gesamtdruck = statischer Druck 
4" dynamischer Druck. Aus der Bernoullischen Gleichung 

^ ^ er -j- 2 = const 
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ergibt sich durch Einführung des Gesamtdruckes 


2 ' 


gz = const, Oder 
Q 


p^-{- y Z = const, 


d. h. jpi ist nach statischen Gesetzen verteilt, also in dem Falle, daI5 aile Strom- 
linien dieselbe Eonstante haben, konstant in jeder Horîzontalebene. 

Um die vorstehenden Beziehnngen zur Ermittlung von Strômungs- 
gescbwindigkeiten zu verwerten, bedarf es neben der Bestimraung von auch 
der des statischen Druckes p. Diese macht viel mehr Schwierigkeiten als die 
von Pu da der statische Druck durch das Einbringen einer Sonde gerade 
an der Stelle gestôrt wird, wo man ihn messen will. Über die Ausführung 
solcher Druckmessungen vgl. § 7. 


§ 5. Weitere Ausführungen über den Flüssigkeitsdruck. Die 
folgenden Ausführungen sind nicht auf den Fall der reibungsfreien 
Flüssigkeit beschrankt, sondern gelten (unter Umstànden mit geringen Ab- 
âuderiingen) auch für màüig stark reibende Flüssigkeiten. Die erste 
Bemerkung setzt aber eine volumenbestândige Flüssigkeit von konstanter 
Dichte voraus. 

a) Man kann den Druck in einer solchen Flüssigkeit in zwei Summanden 
zerspalten, von denen der eine denjenigen Druck darstellt, der sich einstellen 
würde, wenn die Flüssigkeit in Kuhe wàre. Dieser «Gleichgewichtsdruck** 
sei mit bezeichnet. Offeiibar ist z= const — y z. Setzt man nun den 
wirklichen Druck in der strôraenden Flüssigkeit p = p* -\-p*, so stellt p* 
den Unterschied des Druckes im Bewegungsfall gegenüber dem in der Kuhe dar. 

Ist die Bernoullische Gleichung verwendbar, also p y z p — = consf, 

80 folgt bei Berûcksichtigung des Wertes von p': p* -f* 0 g ^ const, d. h. 

p* verteilt sich so wie bei einer zwar mit tràger Masse begabten, aber schwere- 
losen Flüssigkeit; die Ortshôhe z hat auf p* keinen EinfluC. Dies Ergebnis, 
das einfach mit dem Umstand zusammenhângt, daB jedes Teilchen einer 
schweren Flüssigkeit durch den Auftrieb, den es von seinen Nachbarteilchen 
erfàhrt, gerade in der Schwebe gehalten wird, lâCt sich offenhar auch auf 
reibende Strômungen ûbertragen. Wir werden deshalb in den folgenden 
Betrachtungen stets, wenn es sich um Bewegungen unter Wasser oder in Luft 
handelt, von den Wirkungeu der Schwere absehen, was also darauf hinaus* 
kommt, daO wir statt des Druckes p immer den Druckunterschied p* betrachten. 
Der Einfachheit halber werden aber, statt p* wieder p schreiben. 

Wird bei einer Luft- oder Wasserstrômung der Druck mittels auJlenliegender 
ruhender Druckanzeigegerâte gemessen, zu denen von der beweglichen Druck- 
entnahmestelle (Sonde) Ëohrleituugen oder Schlâuche führen, so wirkt die Sehwere 
der Flüssigkeit in den Robrleituogen so, daü der angezeigte Druck unabbangig 
von der Hôhenlage der Druckentnahmestelle wird. Das Gérai zeigt also einen 
Druck von der Art von p* an. Ist die Sonde ein gegen die Strômung gekehrtes 
Pitotrohr (siebe oben), so zeigt das ruhende Gérât auf einer Stromlinie konstanten 
Druck an. In dem Falle, daü aile Stromlinien dieselbe Eonstante baben,\ist diese 
Druokanzeige für das ganze Gebiet dieselbe. 
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b) Die Bernoullische Gleichung behandelt die Drucke lângs einer 
Stromlinie. Über die DruckunterBchiede in einer Richtung quer zur Strômung 
lafit sich ebenfalls eine Aussage gewinnen, wenn man statt der Longitudinal- 
beschleunigung die Transversalbeschleunigung betrachtet. Diese bat be- 


kanntlich die Richtung der Hauptnormale der Bahnkurve und den Betrag , 

T 

wo r der Krümmungsradius der Bahnkurve ist. Durch Betrachtung der 
Kràfte an einem kleinen Prisma, dessen Achse in die Richtung der Haupt- 
norraale gelegt ist, ergibt sich für die Komponenten in der Richtung des 
Radius r: 


\ dp 

r P d s' 


( 1 ) 


wobei d$’ ein Bogenelement in der Richtung der Hauptnormale ist und p im 
Sinne von p* im vorstehenden Absatz aufzufassen ist. Die Formel bringt die 
Zentrifugalwirkung in einer krummlinigen Strômung zum Ausdruck. Der 
Druck steigt von der konkaven Seite der Stromlinie zur konvexen hin 


an, und zwar um - — für die Lângeneinheit. Durch diese Beziehung sind 

T 

also nebeneinander liegende Stromfâden miteinander verknüpft. Wichtig 
ist vor allem die Feststellung, daÛ bei geradliniger Strômung (r = ex») 
ein Druckunterschied quer zur Strômungsrichtung n icht bestehen 
kann. Bei krummliniger Strômung ergibt sich ein besonders einfaches 
Résultat in dem bereits besprochenen Sonderfall, daQ die Konstante der 
BernouUischen Gleichung für aile Stromlinien denselben Wert hat. Hier 


P 

làfit sich aus — 4- „ = covst durch Différentiation nach s ein zweiter Aus- 

druck für — herleîten, nàmlich ^ Durch Gleichsetzen 

P ds' P 0 s' ds 

mit dem früheren Ausdruck ergibt sich 


d s r 


( 2 ) 


Dies drückt, wie in Vorwegnahme spàterer Ergebnisse (§ 9) bemerkt werden 
mag, aus, daH bei der krummen Strômung die einzelnen Flüssigkeitselemente 
keine Drehung erfahren [„drehungsfreie Bewegung^] ^). 

Als Beispiel sei eine Bewegung in einem Spiralgehause nach Fig. 851 
betrachtet. Aile Stromlinien beginnen in der Parallelstrômung bei A, und es 
mag dort die Geschwindigkeit aller Stromfâden dieselbe sein, so daü — bei 
der Druckgleichheit in der Parallelstrômung — die Bernoullische Konstante 
auf allen Stromlinien dieselbe ist. Die Krümmungsradien der einzelnen 
Stromlinien kônnen genâhert gleich dem vom Mittelpunkt O aus gezogenen 
Radius r, und das Bogenelement ds' kann = dr gesetzt werden. Dann ist 


') Es l&llt sich leicht zeigen, daU die „Zirkulation“ lângs eines ans zwei 
Radieus ûoken von der Lânge da' und zwei Stromlinienbôgen gebildeten Rechtecks 
versohwindet, wenn Gl. (2) erfûllt ist. Der Beweis findet sich in § 8. 
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gemàfi dem Vorstehenden ^ -f- = 0, oder =z 

drr w 


dr 


oder integriert 


Inw = InC^) — In r, also w 


Die Geschwindigkeit nimint also iiach 


innen betràchtlich zu^). Der Druck ergibt sich ans der Bernoullischen 
P 

Gleichung zu p — comt — * Gelangt die Flüssig- Fig. 851. 

keit innen auf einem Radius ins Freie (Druck j)o), so 
ist der Druck an eîner anderen Stelle 


V =Po + 9 







Bei einigermaûen kleinem Radius des Abflufiloches kônnen 
also sehr bedeutende Überdrücke bei A auftreten. Spiralgelikuse. 

c) Bei nichtstationaren Bewegungen von Flüssigkeiten kommt für die 
Inderung des Strômungszustandes noch ein zusâtzliches Druckfeld zu den 
bisherigen Drücken dazu. Die Betrachtungen môgen hier auf die longitudinale 


dw 

Jt 


Beschleunigung beschrànkt werden, in der gemàÛ § 3, Gl. (l)hier das Glied 

(zeitliche Geschwindigkeitsànderung am festgebaltenen Ort) hinzukommt. 
Führt nian die Rechnungen, die zur Bernoullischen Gleichung geführt 
haben, gemàfi der vollstândigen Gl. (2) von § 3 durch, so kommt in Gl. (3) 


von § 3 auf der linken Seite das Glied 


'dw 

I ôt 


ds hinzu. Handelt es sich z. B. 


um eine Rohre mit konstantem Querschnitt, in der also in allen Querschnitten 
die Geschwindigkeit dieselbe ist (über dem Querschnitt soll sie jeweils auch 
konstant angenommen werden, da Reibungslosigkeit vorausgesetzt ist), so 
d w 

ist ^ unabhàngig vom Ort, das Intégral kann 


Fig. 852. 


daher ^ -, -s gesetzt werden. 
a t 

Beispiel: Beginn des Ausfliefiens durch 
ein Ansatzrohr von der Lange /, vgl. Fig. 852. 
Es ist làngs der wagerecht angenommenen 
Rôhrenachse 





Beghui des Ausfliefiens. 


P . dw ^ 1»0 , , 

e + 2 + + 

Solange - - noch von Null verschieden ist, sinkt der Druck p làngs der 


lutegrationskonstante. 

Die Radialkomponente der Geschwindigkeit ergibt sich bei konstanter Hôhe 
des Spiralgebâuses wegen der Kontinuitàt ebenfalls proportional ^ y so dafi also 

der Winkel der Stromlinien mit den Radien überall derselbe ist, die Stromlinien 
also logaritbmiscbe Spiralen werden. 

Mttller-Pouillet I, 2. li. Aufl. 
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Rôhre proportional mit 5 ab. Ist der Druck am Rôhrenende (s = /) = Po> 
so gilt 




also 



Für den ersten Moment ergibt sich, da hier w ^ 0 ist, die einfache Beziehung 

• Mit dem Anwachsen von w nimmt immer mehr ab und 

dt l dt 

geht spâter gegen Niill, d. h. die Bewegung wird stationàr und wird =: ^2 g h. 
Das genaue Gesetz des zeitlichen Anwachsens von w, das an sich nicht 
schwierig zu berechnen ist, inag hier übergangen werden. Eine Abschâtzung 
der Zeit, die bis ziir angenàherten Erreichung des stationàren Zustandes ver- 
flieOt, wird gewonnen, wenn man eine bis zur Erreichung von — \2gli 
dw 
dt 

Dies gibt 


konstante Beschleunigung 
obige Formel einführt. 


annimmt und 


eu n dw, 

an btelle von - in die 
d t 


w^l 21 

g h ■” Vi 


Ein anderes einfaches Beispiel einer nichtstationàren Bewegung einer 
Flüssigkeit ist die Schwingung einer Flüssigkeitssàule in einem gebogenen 
Rohr unter dem EinfluÛ der Schwere, vgL Fig, 853. Das Rohr habe kon- 

stanten Querschnitt, die 
Lange der Flüssigkeitssàule, 
in der Rohrachse gemessen, 
sei L Der AusschJag in 
einem Augenblick sei ge- 
messen in der Richtung der 
Rohrachse (der Kontinuitàt 
wegen gleich an beiden 
Enden und auch für jede 
Zwischenstelle). Die Ge- 
schwindigkeit ist überall 

gleich, nàmlich w = Z*' , also ~ 0, somit ist die Beschleunigung ein- 

d t CS 

d^x 

fach Das eine Ende ist um — xsinoL gehoben, das andere um 

d 

= xsinfi gesenkt, die Ortshôhendifferenz ist also hj -\-h2 — x{sinu-\- sin/i). 
Der Druck ist an beiden Enden = po, so daC also die erweiterte Bernoulli- 
sche Gleichung, auf die Enden angewandt, ergibt 


Fig. 853. 



ÿ X (sin U ■\-sin^) + l = 0. 



Zasammenflufi zweier FlüssigkeitsBtrôme. 


Die Lôsung dieser Differentialgleichung, die mit der der elastischen SchvüigUDg 

übereinstimmt, i&t x ~ A cos (o) < + y), mit m — 

gibt eine Schwingungszeit 

2 3r ^ </ l 

T = — ~ 2 Tl y . 

Gî Jf g {sm « -f- P) 

Für ein senkrechtes r/-Rohr {sinot, = sin (i = 1) ist T = also 

gleich der Schwingungsdauer eines Pendels von einer Lange gleich der halben 
Lange der Flüssigkeitssàule. 


§6. ZusammenflulS zweier Flüssigkeitsstromc. Trennungsflachen. 
Wirbelbilciung. Wenn sich zwei Flüssigkeitsstrome verschiedener Herkunft 
hinter einer scharfen Kante vereînigen, vgi. Fig. 854, so ist iin allgerneinen 
die Konstante der Bernoullischen Gleichung in beiden Strômen nicht die- 
selbe. Da làngs der Flâche, die die beiden Strôme 
trennt („Trennungsflàche“), Druckgleichbeit 
herrscht, ist daher die Geschwindigkeit dem Be- 
trage nach auf beiden Seiten verschieden. Aber 
selbst wenn die Bernoullische Konstante beider 
Strôme gleich ist, kann noch die Richtung der 
Strômung auf beiden Seiten verschieden sein. 

In der Trennungs flâche wechselt also in den 
betrachteten Fàllen die Geschwindigkeit sprung- ZnsammenâuB. 

weise. In dem ersterwàhnten Falle handelt 

es sich um einen longitudinalen Geschwindigkeitssprung, im zweiteii um 
einen transversalen. Derartige Trennungsllàchen werden vielfach beob- 
achtet. Sie bleiben allerdings dadurch nicht lange in der ursprünglichen 
Form bestehen, daÛ sie labil sind. Sie zeigen eine starke Neigung dazu, daÛ 
irgendwelche zufâllige Ausbuchtungen schnell anwachsen und sich die 
Geschwindigkeitsunterschiede an einigen Stellen anhâufen, an anderen ver- 
mindern. Die Trennungsflâche zerfâllt dadurch in eine groCe Zahl meist 
unregelmàDiger Wirbel. Dieser für das Verstàndnis wirklicher Flüssigkeits- 
bewegungen wichtige Vorgang mag hier noch etwas nâher beschrieben werden. 
Die Trennungsflâche von BMg. 854 môge durch irgendwelche Schwankungen 
im Zustrom eine leichte Wellung aufweisen, die in Fig. 855 nâher gekenn- 
zeichnet ist. Die Wellen bewegen sich mit dem Mittelwert der beiden 
Geschwindigkeiten vorwârts, der in Fig. 854 durch eine punktierte Linie 
angedeutet ist. In Fig. 855 ist ein Bezugssystem gewàhlt, das sich mit dieser 
raittleren Geschwindigkeit mitbewegt, für das also die Wellenberge und -tàler 
am Orte bleiben. Die obéré Flüssigkeit strômt für disses Bezugssystem nach 
rechts, die untere bleibt nach links zurück. Analysiert man nun nach 
den Ergebnissen des vorangehenden Paragraphen die Druckverhâltnisse in 
dieser Strômung, so gibt sowohl die Bernoullische Gleichung wie auch die 
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Gleichung für den transversalen Druckanstieg [§ 5, Gl. (1)] den Aufschlufi, 
dafi unter der Voraussetzung, da6 die Bewegung stationâr wâre, in den 
Wellenbergen jedes einzelnen Stromes Überdruck, in den Tâlern dagegen 
ünterdruck berrscht (in Fig. 855 durch -}- und — angedeutet). Diese Druck- 
verteilung zeigt aber deutlich, dafi die Bewegung nicht stationâr sein kann; 
es wird vielmebr die Flüssigkeit in den Überdruckgebieten sich nach dem 
benachbarten ünterdruckgebiet hin in Bewegung setzen, was ofifenbar bedeutet, 


Fig. 855. 



Fig. 856. 





Entstehung von Wirbeln aus Wellen 
eiiier Ti’ennungsflache. 


dais die Wellung stàrker wird. Die weiteren Schicksale einer solchen 
Trennungsflàche sind in Fig. 856 dargestellt. Das Ende ist ein Zerfall in 
einzelne Wirbel. Da die ursprünglichen kleinen Storungen in Wirklicbkeit 
meist nicht eine gleichmàfiige Wellung, sondern eine unregelmâCige Verteilung 
zeigen, ist der Endzustand auch in der Regel ein ungeordnetes Durchein- 
ander von groCeren und kleineren Wirbeln. 

Im Zusammenhang mit diesen Dingen muiS noch eine andere Art von 
Trennungsflâchen besprochen werden, bei deren Entstehung zugleich ein 
Wirbel gebildet wird (nebenher gesagt, wo eine Trennungsflàche neu gebildet 

wird, sind die Verhâltnisse 
fast regelmàflig âhnlich wie 
in dem im folgenden be- 
schriebenen Fall). Strômt 
eine Flüssigkeit um eine 
scharfe Xante, so tritt im 
ersten Augenblick eine üm- 
strômung der Xante gemàiS Fig. 857 ein. Die Geschwindigkeit an der 
Xante selbst ist dabei sehr grofl, für die reibungsfreie Flüssigkeit wâre 
sic nach der Théorie unendlich groIS. Man beobachtet nun, daO die Ge- 
schwindigkeit an der Xante unter Bildung eines Wirbels sehr bald kleiner 
wird. Man kann für dieses Verhalten als ein besonderes Prinzip anführen, 
dais die Flüssigkeit unendliche Geschwindigkeiten zu vermeiden strebe und 
statt dessen Trennungsflâchen bilde. Spàter werden wir erkennen, dalS 
hin ter diesem Prinzip die Flüssigkeitsreibung steckt, die, wenn sie auch noch 
so klein ist, doch in der Nàhe fester Wànde nicht wirkungslos bleibt. Nehmen 
wir für den Augenblick einen Wirbel hinter der scharfen Xante an, der der 
Xante in Form einer umlaufenden Strômung auch von hinten Flüssigkeit zu- 
führt, dann sind die Bedingungen des Zusammenflusses an der Xante erfüllt, 
und es wird hier eine Trennungsflàche erzeugt (vgl. Fig: 858), die Trennungs- 
flâche wiederum wird von dem Wirbel aufgewickelt und führt ihm dadurcb 


Fig, 857. Pîg. 858. 




Zusammenflufl zweier Flüssigkeitastrôme. 
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neue Nahrung zu, so dafi er wachsen kann. In Wirklichkeit sind beide, 
Wirbel und Trennungsflâche, eine Ëinheit und wachsen zusammen ans winzigen 
Anfângen hervor (vgl. Fig. 859). Spàter entfernt sich dieser ^Anfahrwirbel^, 
und die Trennungsflâche, von der an der Kante immer neue Stücke gehildet 
werden, zerfâllt wie oben beschrieben, in einzelne Wirbel. Ganz analoge 
Vorgànge spielen sich an den Kanten eines runden Loches in ebener Wand 
ab. Der sich aufrollende vordere Eand der Trennungsflâche erzeugt einen 
Wirbelring, der unter Ausbildung eines gut abgegrenzten Flüssigkeitsstrahles 
fort wandert (vgl. Fig. 860). Mau kann sehr schône Wirbelringe erzeugen, 
wenn man einen Kasten mit nach- 

Fîg. 859. 

giebiger Eückwand und einem kreis- 
fôrmigen Loch in der Vorderwand 

mit Eauch füllt und nun auf die | 

Eückwand schlàgt. Da in diesem 
Falle das HerausflieCen sehr schnell 
wieder aufhôrt, entsteht kein Strahl, 
sondern nur eiii Eing, der sich selb- 

stândig weiterbewegt, und, da er in A j 

sich Eauch mitführt, als Rauchring 

sichtbar wird. Derartige Wirbel- ^ 

ringe sind sehr stabile Gebilde und . ' f | ^ ^ 

zerfallen erst, wenn ihre Energie y///y////7777777TT77Tr. f 

J ü* 11 * Ausbildung und Zerfall Strahlbildung. 

durch Reibung bis auf einen kleinen TreLuiigsflBche. 

Rest aufgezehrt ist. 

Transversale Geschwindigkeitssprünge ergeben sich z. B. bei dem Zu- 
sammenflufl hinter einer unter kleinem Winkel gegen die Bewegungsrichtung 
geneigten Flatte. Auf der „Druckseite“ streben die Stromlinien unter der 
Wirkung des sich hier ausbildenden Überdrucks nach links und rechts aus- 
einander, auf der „Saugseite“ werden sie durch den ünterdruck zusammen- 
gebogen. An der Hinterkante der Flatte bat die Strômung daher — von der 
Mitte abgesehen — auf der Druckseite eine Komponente nach dem Seitenrande 
zu, auf der Saugseite dagegen eine nach der Mitte zu; 
im station àren Fall muC wegen der Stetigkeit des Druckes ^ 

und weil aile Stromlinien einheitlichen ürsprung haben, '^*3' 

der Betrag der Geschwindigkeit auf beiden Seiten der 
Trennungsflâche je derselbe sein, der Geschwindigkeits- ^ ^ 

sprung ist daher hier rein tangential. Erfahrungsgemâfl 
rollen sich solche Trennungsflàchen von den Seitenràndern 

her ein und ergeben so zwei Wirbel, die auf der ganzen 

von der Flatte durchfahrenen Bahn zu finden sind. _ n. , ^ 

Trennuugsiiache ninter 

Fig. 861 gibt von dieser Art von Vorgàngen eine An- einer geneigten Flatte, 
schauung; sie stellt die Gestalt der Trennungsflâche in 
verschiedenen Schnitten hinter der Flatte dar. Das Studium derartiger 
Vorgànge ist fur das Verstàndnis der Wirkung von Flugzeugtragflügeln sehr 
wichtig geworden, vgl. § 14 und 15 von Kapitel XII. 


Ausbildung und Zerfall 
einer Trennungsflâche, 


Strahlbildung. 


Pig. 861. 


^ 
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§ 7. Weiteres über Trennungsflâchen. Driickmessung. In einer 
Flüssigkeit, deren Reibung gering genug ist, um in erster Nàherung von ihr 
abzusehen, kann nach dem Vorstebenden als feste Regel angesehen werden, 
dafi von jeder scharfen Kaute, die quer überstrômt wird, eine Trennungsflâche 
ausgebt. Ist die Kante ringfôrmig geschloasen, und findet die StrÔmung durch 
das Innere der geschlossenen Linie statt, wie bei Ausflufimündungen , bei 
plôtzlich erweiterten Rohren uaw., so bildet sich ein Strahl àbnlich den in 
§ 4a beschriebenen Ausflufistrahlen aus, auch bei Wasserausflufi unter Wasser, 
wie bei LuftausfluC in Luft. In diesen Fàllen wird der Strahl allerdings nacli 
einer gewissen Strecke durch die Wirbel, die sich aus der Trennungsflâche 
bilden, wieder aufgezehrt. Findet die Strômung auBen um die Linie herum 
statt, wie z. B, beim ümstrômen einer senkrecht zum Strom stehenden Scheibe, 
80 bildet sich hinter dieser ein „Totwa8ser“, das allerdings meist nicht gânzlich 
tôt ist, sondern inehr oder weniger von Wirbeln erfüllt ist (vgl. Fig. 840). Doch 
sind dort immerhin die Geschwindigkeiten wesentlich kleiner als auflerhalb i). 

Trennungsflâchen bilden sich übrigens unter geeigneten Bedingungen 
auch an runden Kôrperoberflâchen, vgl. darüber § 6 von Kapitel XII. Au ab- 
gerundeten Kanten ist daher die Strômung meist durcbaus derjenigen an 
scharfen Kanten àbnlich. 

Ein besonderes Interesse verdient der in Fig. 862 und 863 dargestellte 
Fall. Beim ersten Bewegungsbeginn muC hier eine Strômung nach der in 

Fig. 862 angedeuteten Form entstehen. 
An den Kanten entstehen dann zu- 
nâchst Wirbel und Trennungsflâchen. 
Naclîdem die Wirbel sich aber entfernt 
haben, bleibt — wenigstens unter der 
Voraussetzung, dafl die Entfernung der 
beiden Kanten klein genug ist, um La- 
bilitàt zu vermeiden — ■ eine Strômung 
nacli Fig. 863 zurück. In dem Einschnitt herrscht praktisch Ruhe. Der 
Druck ist dort, da er in dem ruhenden Teil konstant ist und in der Trennungs- 
flàche stetig in den der strômenden Flüssigkeit übergehen muC, offenbar gleich 
dèm Druck in der strômenden Flüssigkeit. SchlieBt raan an das Innere des 
Einschnitts durch eine Rohrleitung oder eineii Gummischlauch ein DruckmeÛ- 
geràt an, so gelingt es damit, den Druck in der strômenden Flüssigkeit zu 
messen. Statt eines Einschnitts kann auch ein irgendwie gestaltetes Loch, 
Z. B. eines von kreisfôrmigem Querschnitt verwendet werden. Die Rânder des 
Loches und Schlitzes müssen gut eben sein, keinesfalls darf ein Grat in die 
strômende Flüssigkeit vorstehen, da dadurch der Druck in der nun gewôlbten 
Trennungsflâche erheblich von dem der benachbarten Flüssigkeitsteile abweichen 
würde. Eine màBige Abrundung der Lochrànder ist zulâssig. Eine zweck- 
mâCige Anordnung für eine Druckentnahmestelle an einer Rohrwand zeigt 
Fig. 864. Um den Druck im Innern der strômenden Flüssigkeit zu messen, 

Trennungsflâchen, auf deren einer Seite die Flüssigkeit ruht, sind zuerst 
von Helmholtz theoretisch untersucht worden. 


Fig. 862. Blg. 863. 



Strômung an einem Bchlitz, 



§ 7 . 


Weiteres über Trennungsflachen. Druckmessung. 
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kann man in Verwendung desselben Grundgedankens eine vor das Ende eines 
dünnen Rohres gelôtete, in der Mitte durchbohrte, sehr feine Scheibe (Sersche 
Scheibe, Fig. 865) verwenden. Diese ist aber gegen eine Richtungsabweichung 
des Lnftstroms gegen die Scbeibenebene sebr empfindlich. Besser ist ein 
Gérât nacb Fig. 866, das bis zu Winkelabweichungen von etwa 5° den 
Druck einigermaben genau liefert. Bei scbràger Haltung zeigt es zu niedrigen 
Druck. 

Durch Verbindung einer solchen Druckmessung mit der in § 4c und 
Fig. 850 angegebenen Messung des Gesamtdrucks ist man nun in der Lage, 


Fig. 864. Fig. 865. Fig. 866. 



Anbohrung einer Wand Serscbe Scheibe. 
zur Druckmessung. Drucksoiide. 


als Differenzdruck den Geschwindigkeitsdruck (dynamischen Druck oder Stau- 

n yj^ 

druck) Çi =■ — — zu erhalten, aus dem bei bekaiinter Dicbte q die Geschwin- 


digkeit w berechnet werden kann. Im m-kg-sec-System ist für atmosphàrische 
Luft 9 


y . , 1 kgsec2 

— ziemlich genau = - , dies gibt für w in m/sec und q in 

g 8 


kg/m^: q — ^ und w — 4 Vg, was leicht zu merken ist. Für Wasser ist in 
16 

y 

demselben Mafisystem ç == -— =z 102; man ist aber bei Wasser mehr geneigt, 

statt der Drücke Druckhohen anzugeben. Mit der Druckhohe ~ /i (in m) 
wird w = ^2gh wie früber. 

Man kann die Drucksonde nacb Fig. 866 mit dem Pitotrobr nacb Fig. 850 
zu einem einzigen Gérât vereinigen, wodurch ein sehr handliches Mittel 
für die Geschwindigkeitsmessung entsteht. 

Fig. 867 stellt eine Ausführungsform 
eines solchen „Staugerâts“ dar, die sich 
durch ■ groCe ünempfindlichkeit gegen 
Neigungsabweichungen des Instruments 
gegen die Strômungsrichtung auszeichnet. 

Bei Luftgeschwindigkeitsmessungen wird 
es gewôhnlich in Verbindung mit einem 
Mikromanometer (vgl. Kap. X, § 15) ge- 
braucht. 

Die Druckmessung durch Anbohrung gestattet auch sonst viele nützliche 
Anwendungen. So kann die Druckverteilung auf der Oberflâche eines um- 
strômten Kôrpers (z. B. eines LuftschiJffraodells oder Flugzeugflügels) dadurch 
studiert werden, dafi man eine Reihe von Anbohrungen nach Fig. 863 anbringt, 


Fig. 867. 
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die man nacheinander mit der einen Seite eines DruckmeCgerâts verbindet, 
wobei der Gegendruck konstant gehalten wird (man kann aucb eine Anzakl 
Druckmefigerâte gleicbzeitig arbeiten lasaen), Ein sehr bekannter Versucb 
ûber die Druckverteilung in einem verengten nnd wieder erweiterten Rohr, der 
zur Démonstration der Bernoullischen Gleichung verwendet wird, ist in 
Fig. 868 wiedergegeben. Durch den Drosselhabn am Rohrende kann der 
Druck dort passend eingestellt werden. Wird der Hahn voll geôffnet, so 
entsteht bei b erheblicher Unterdruck, der durch Anbringung eines nach unten 
führenden Rohrea, das in ein QuecksilbergefaÛ taucht, deutlich nachgewiesen 
werden kann (Fig. 869). Der Rückgewinn an Druck ist im übrigen wegen 

Fig. 868. Fig. 869. 


Druckmlnderung in Verengungen 

Reibungsvorgângen in dera Teil hinter dem engsten Querschnitt etwas kleiner 
als nach der Théorie, immerbin ist qualitativ das Verhalten so, wie es der 
Bernoullischen Gleichung entspricht, und in dem verengten Teil stimmt sie, 
falls durch genügende Abrundung Wirbelbildung vermieden wird, sogar sehr 
gut. Solche Druckunterscbiede an Verengungen kônnen zur Mengenmessung 
verwendet werden, vgl. Kap. XII, § 10. 

§ 8. Verfeinerte Betrachtungen über die Bewegungen einer homo- 
geneu reibungslosen Flüssigkeit. Potentialstromung. Die mathematische 
Hydrodynamik steckt ihr Ziel weiter, als es in den vorausgehenden Paragraphen 
geschehen ist, sie will wirklich so, wie in § 1 angedeutet, die Gescliwindigkeit 
an jedem Raumpunkt angeben kônnen, und sich nicht, wie wir es bisher meist 
getan haben, mit Mittelwerten begnügen. Für die homogène reibungslose 
Flüssigkeit ist in dieserjBeziehung ziemlich viel erreicht worden, doch ist zum 
Verstâiidnis der einschlagigen Methoden mehr Mathematik erf orderlich , als 
hier vorausgesetzt wird. Es müssen deshalb hier einige allgemeinere Dar- 
legungen über die Eigenschaften solcher Bewegungen und einige einfache 
Beispiele genügen. Voraugestellt sei einSatz von W. Thomson (Lord Kelvin), 
der hier zunàchst ohne Beweis mitgeteilt wird. Bevor der Satz formuliert 
wird, müssen einige Begriffe erklart werden. 

1. Unter „flüa8igen Linien“ und „flüssigen Flàchen“ sollen solche Linien 
und Flàchen verstanden werden, die dauernd von denselben Flüssigkeits- 
teilchen gebildet werden. 

2. Unter einem Linienintegral làngs einer gegebenen Linie zwischen den 
Punkten A und B soll verstanden werden das Intégral über das Produkt 
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des Linienelements ds mit der Geschwindigkeitskomponente in Richtung 
von dSy also 

IB B 

i = J wds cos cc = 1 todÿ'^) 

A A 

(a = Winkel zwischen w und ds). Im Falle einer nichtstationaren Bewegung 
ist f estzulialten , daÛ solche Linienintegrale für einen Momentanzustand der 
Geschwindigkeitsverteilung zu bilden sind. 

3. Der Betrag des Linienintegrals für eine geschlossene Linie heiût 

Zirkulation (Bezeichnnng JT), also, mit (6 ais Zeichen für ein Integra! lângs 


einer geschlossenen Linie 



( 1 ) 


Mit diesen Erklàrungen kann der Satz von W. Thomson so ausgesprochen 
werden: In einer reibungslosen homogenen Flüssigkeit bleibt die 
Zirkulation lângs einer geschlossenen flüssigen Linie zeitlich 
konstant. 

Aus diesem Satz kônnen viele wichtige Folgerungen gezogen werden. Die 
erste ist die folgende: 

Beginnt die Bewegung aus der Ruhe heraus, so ist der Anfang, d. h. vor 
Beginn der Bewegung, sicher die Zirkulation für jede geschlossene flüssige 
Linie gleich Null, sie bleibt daher dauornd für diese Linie gleich Null. Wenn 
aber das Linienintegral über geschlossene Linien in einem Gebiet gleich Null 
ist, so ist auch das Linienintegral von einem Punkte A nach einem anderen 
Punkte B vom Wege unabhângig, gleichgültig , welcher Weg innerhalb des 
Gebietes gewâhlt wird. Denn man kann ja den bisherigen Weg von B 
nach A zurückgehen (wodurch die Betràge von A nach B wegen umgekehrten 
Richtungssinnes von ds genau aufgehoben werden) und auf einem anderen 

B 

Wege wieder nach B gehen. Das Ganze ist | plus einem Intégral über einen 

A 

B 

geschlossenen Weg, das = 0 ist, also = was zu beweisen war. Betrachtet 

À 

B 

man den Punkt A als fest, dann ist durch das | \\)d^ Jedem Punkt B ein 

A 

Zahlenwert zugeordnet. Wir bezeichnen ihn mit 0 und nennen ihn Poteiitial 
am Punkt B. Geht man von B nach einem um d s entfernten Punkt O weiter, 

C 

dann ist, da für die Bildung von f der Weg über B genommen werden darf, 

A 


c B 

j = j-\~\odÿ oder ~ ^B 'f^ds cos a = 0 b w dh, (2) 
A A 


1) tü d § = skalares Produkt der Vektoren 0) und d §, vgl. Kap. IV, § 27. 
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wenn dh die Projektion von ds auf die Eichtung von w bedeutet. Für a — 90® 
wird cos cc = 0 und daher Strecke ds = BG steht daher 

iminer eenkrecht auf der Ricbtung von tu, wenn 0c‘ ~ ist. Die Gesamtheit 
aller Punkte, für die 0 = 02^ ist, bildet aber eine Flâche, die durch den 
Punkt B geht^). Die Tangentialebene dieser Flâche im Punkt B steht also 
nach dem Vorstehenden senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor tt) irn 
Punkt B. Es gilt daher allgemein, dah die Stroin linien , die ja überall die 
Ricbtung des Geschwindigkeitsvektors haben, überall senkrecht auf den 
Fia ch en 0 — const stehen. 


Für beliebige 

Werte von oi ergibt sich aus Gl. (2) mit 0 

C — 0J3 d 0 

einmal 

dO 

_ = W COS a 

0s 


andererseits auch 

(10 

( 4 ) 


dh ^ 

dh steht dabei gemàû obigem senkrecht auf der Flâche 0 = 

const. Vektoriell 


schreibt man 

\\3 grad 0 ^o) 

(lies ^Gradient von 0“) und fafit damit die Aussage (4) mit der zusainmen, 
daÛ tu senkrecht auf den Flâcheu 0 = const steht, also: Geschwindigkeit nach 
GrôIJe wie nach Ricbtung — grôCter Anstieg (= Gradient) von 0. 

Die geometrische Begriffsbildung dos Potentials und Gradienteu, wie sie 
hier auftritt, stiramt vôllig mit der des Krâftepoteritials überein, vgl. Kap. IV, 
§73. Von dort ist auch der Namo Potential entnommen. Der Gradient des 
Kràftepotentials ist allerdiugs eine Feldstàrke, der unseres Potentials eine 
Geschwindigkeit. Man bezeichnet es deshalb als „Ge8chwindigkeits- 
p otential“ oder auch „ Strômungspoteiitial Als ein ünterschied mag 
noch erwâhnt werden, daC es üblich ist, die Feldstàrke g = — grad U und 
ïü == -j- grad 0 zu setzen. Man konnte un ter ümkehrung des Vorzeichens 
voü 0 Übereinstiinmung herbeiführen, und es geschieht auch manchmal, hier 
mag aber an dem bequemen -f-Zeichen festgehalten werden. 

Ans dem weiter oben Gesagten folgt also unter Verwendung der hier 
entwickelten Begriffe, da6 jede aus der Ruhe heraus entstandene Be- 
wegung einer homogenen reibungsfreien Flüssigkeit ein Potential 
besitzt. Die „Potentialstrdmung“, wie wir solche Bewegungen nennen 
wollen, zeichnet sich dadurch aus, dah die Elemente keine Drehung erfahren. 
Aïs MaÛ für die Drehung kann nàmlich iinmer die Zirkulation lângs einer kleinen 
geschlosseiien Kurve dienen, die hier nach dem Gesagten gleich Null ist. 

Nimmt man als Gegenbeispiel eine Flüssigkeit an, die wie ein starrer Kôrper 
mit einer Winkelgeschwindigkeit co rotiert, so ist hier für einen Kreis vom Radius r, 
falls der Kreisraittelpunkt als Kullpunkt des Bezugssystems gewàhlt wird^), die 
Geschwindigkeit “ cor; sie hat die Richtung des Kreisumfangs. Das Linien- 

D Diese Flâche scheidet das Gebiet 0 >■ 0^ von dem Gebiet 0 < 0^. 

-) Eine Trauslationsbewegung liefert zur Zirkulation keinen Beitrag, man 
darf daher von ihr bei der Berechoung der Zirkulation iramer absehen. 
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integra! fùr dieeen ist also F ~ 2jtr,wr ™ 27tr-cù. Dividiert man duroh die 
F F 

Kreisflàche F = 7t so wird ^ = 2 Ci> ; ^7 ergibt sich sonach als ein gutes MaC 

für die Drehung. Hat die Blàche F eine allgemeine Lage, d. h. bildet sie mit der 
Drehachse einen Winkel «, so ergibt sich leicht, dafi dann für unsere Bewegung 

t=z 2 cù sin a wird. Die Plachenlage, die das Maximum von liefert, ist also 
dadurch ausgezeichnet, dafi die Drehachse senkrecht zu F steht. 

Bei der Potentialbewegung ist jede Zirkulatiou für im Innern des 
Oebietes verlaufende Linieii gleich Null, die Bewegung daher überall im Innern 
„drehungsfrei“. Man bat geglaubt, daraus schliefien zu müssen, dafi bei 
einer aus der Ruhe heraus entstehenden Bewegung einer homogenen reibungs- 
losen Flüssigkeit nie ein Wirbel entstehen kônne. Betrachtet man jedoch die 
Bewegungsvorgànge bei der Bildung einer Treiinungsââche von der in § 6 
geschilderten Art nàher, so zeigt sich, dafi aile im Ruhezustand iin Innern der 
Flüssigkeit gezogenen Hüssigen Linien sich so bewegen und deformieren, dafi 
sie der Trennungsflâche ausweichen und so keine von ihnen die Treunuugs- 
flâche durchsetzt. Über die gegenseitigen Beziehungen der Gebiete 
zu beidenSeiten der Trennungsflâche sagt demnach derThomson- 
acheSatz nichts au a. Es ist daher auch kein Widerspruch gegen den 
Thomsonschen Satz, dafi in einer praktisch reibungsfreien Flüssigkeit an 
scharfen Kanten Trenniingsflachen und damit auch Wirbel entstehen kônuen. 

Anmerkung: Bei den wirkliohen Flüssigkeiten, die immer etwas Zahigkeit 
besitzen, tritt an Stelle der Trennungsflâche eine Trennungssohicht, die aber 
haufig sehr dünn ist. Die Teilchen der Trennungsschioht stammen immer aus der 
unmittelbaren Nahe der Oberflâche des festen Kcirpers, wo die Reibungswirkungeu 
ebenfalls auch bei noch so kleiner Zahigkeit nicht mehr vernachlàssigt werden 
kônnen. Die genauere Analyse der inneren Vorgànge in den Trenuungsschichten 
mufi daher die Zâhigkeitswirkungen berücksichtigen. Für das Studium der àufieren 
Vorgànge genügt aber meist scbon die Betrachtung der an Stelle der Trennungs- 
schicht eingeführten Trennungsflâche. Über die Reibtmgswirkungen vgl. Kap. XII, 
§ 1 bis 6. 

In § 5 war für die Stromung, bei der die Konstante der Bernoulli sclien 
Gleichuug für aile Stromlinien eines Gebietes denselben Wert bat, aus dern 
Druckgefalle quer zur Stromlinie abgeleitet worden, 
dafi 

d w w I dw ^ , 


ist (r = Krümmungsradius der Stromlinie). Die 
Zirkulation um ein kleines Viereck aus zwei Strom- 
linien und zwei Normalen (vgl. Fig. 870) liefert nun, 
da die Normalen keine Beitràge geben : 

, / , dw , , 


îv . rdfp — ^ ^ • dii'^ (r -f- d.s') . d (jp 



= — ds' .d(p 


ôw 

r 

0 s 


Das letzte Glied in der Klammer ist als klein von hôherer Ordnung zu 
atreichen, der Rest ist nach der obigen Beziehung gleich Null, d. h. die obige 
Bewegung ist eine Bewegung mit Zirkulation gleich Null für jeden kleinen 
Bezirk, d. h. sie ist eine Potentialbewegung. ümgekehrt gilt in jeder 
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stationâren Potentialbewegung die Bernoullische Gleichung unabhângig von 
den Stromlinien (Beweis am Schlufi der folgenden „mathematischen Er- 
gânzung“). 


Mathematische Ergttnznng. 

a) Beweis des Th om sonschen Satzes. Sind i/, v, w die Komponenten der 
Gescbwindigkeit, so drückt sich das Linienintegral aus durch ^ {u dx v dy w d 

(jeder Schritt du kann durch drei Schritte dx, dy, dz ersetzt werden, und m, y, to 
sind die Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung von dx^ dy bzw. dz). Es 
mufi nun die zeitliche Ànderung des Intégrais unter der Voraussetzung berechnet 
werden, dafi die Linie dauernd aus denselben Flüssigkeitsteilchen besteht. Das 

Zeichen dieser Différentiation sei (man findet in der Literatur au ch dafür). 

Wir wollen zunàchsi ^udx berechnen und konnen dafür zunàchst schreiben 

f dx4- f {dx). In dem ersten Ausdruck kann inittels der Eulerschen 
i at ^ j dt ^ ' dt 

Gleichung [§3, Gl. (5)] durch X — ~ ersetzt werden; zur Berechnung des 
zweiten Ausdruckes sei bemerkt, daB offenbar für festgehaltenes Teilchen^^^ — u 

ist. Dann ist auch (ü? - f- d.r) = u-\-du, also {dx) du^ wobei also du die 

Anderung von u beim P’ortschreiten làngs der Linie bei festgehaltener Zeit ist. 
Wird mit den anderen beiden Gliedern des Linienintegrals ebenso verfahren, so 
ergibt sich also 




(t X V dy IC d j:) "J (Xdx Ydy Z d i) 

dp 


Es sei nun angenommen, daB die Massenkraft X, Y, Z ein Fotential II habe» 
daB also 

d X dy à Z 

sei; ferner soll die Dichte nur vom Druck allein abhângen („homogene P"lüssigkeit“b 
dann sind die obigen Ausdrùcke sàmtlich iutegrabel. Die zeitliche Anderung des 
Linienintegrals làngs einer flüssigen Linie zwischen zwei Punkten A und B, die 
ebenfalls dauernd mit den zugehôrigen Plûssigkeitsteilchen zusammenfallen sollen, 
wird damit 

B 

I (udx-^vdy + wd,) = 

4- 1'* H- « ^ ^ Z' "l” \ 

■+" V 2 )b^ \ 2 )a 

Dabei ist wieder wie in § 3 j = P gesetzt. Es mag darauf hingewiesen werden, 

daB hier das Vorzeichen des Geschwindigkeitsquadrates entgegengesetzt zu dem in 
der Bernoullischen Gleichung ist. 

Handelt es sich um eine geschlossene Linie, so fàllt A mit B zusainmen, und 
damit ergibt die rechte Seite Null. Hiermit ist der Satz bewiesen und es zeigt 
sich dabei die Bedeutung der Voraussetzungen. Die eine, daB das Kraftfeld ein 
Potential haben mûsse, ist bei der bisherigen P'ormulierung des Satzes nicht 
erwâhnt worden, da von der Vorstellung ausgegangen war, daB eine Massenkraft 
ûberhaupt nicht in Betracht kàme. Auf die andere, die viel wichtiger ist, die 
Homogenitàt, wurde bereits früher hingewiesen. In einer inhomogenen Flüssigkeit 
gilt der Thomsonsche Satz nicht. Die vorstehende Ableitung zeigt den Weg an, 
wie Z. B. bei ungleicher Erwàrrnung einer Luftmasse die zeitliche Anderung des 
Linienintegrals berechnet werden kann. 
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b) Bemerkungen über die Potentialbewegung. Die Winkelgeschwin- 
digkeit û> bat drei Komponenten (Drehungsanteile um die Koordinatenachsen): 


1 /dw do \ 

2 Vdy dz)^ 

1 /du dw\ 

2 \dJ~dx)^ 

1 /dv du\ 

2 \àx dy)‘ 


Sollen dieee Drehungsanteile sâmtlich Null sein, so mufi also 3— = usw. sein. 

ôxc 


do du 
' dy 

Wird nun ein Gesohwindigkeitspotential <P eingeführt, also u = v— 
w — ^ j gesetzt, so sind diese Beziebungen identisch erfüllt (die angeschriebene 

gibt bekanntlich immer zutrifft. Mit 

kann nun aber in Gl. (4) von § 3 


= ^ usw. 


dy 


(lu du , du , du , du 

du . du .do . àw 
= d< +<>x“ + d^'’ + <)x“’ 

du ^ d -f- \ 

“dl'^d^l 2 / 


geschrieben werden. Multipliziert man jetzt die drei Eulerscben Gleichungen 
der Reihe nach mit da? bzw. dy und dz und addiert, so sind aile Ausdrücke obne 
Einscbrânkuug des Integrationsweges integrabel und liefern 


dt'^ 2 


P U = confit. 


Da die Intégration bei festgehaltener Zeit erfolgt, kann die Konstante rechts noch 
zu verschiedenen Zeiten verschiedene Werte annehmen (z. B. durch Einwirkung 
von aufieu der Druck sicb àndern). Man schreibt deshalb ricbtiger f{t) für const. 

Der Ausdruck wird dadurch erhalten, daU 0 = \ (udx vdy ~\- wdz) ist und 
f d U de 

J ^jdx = j udx usw. ist. Für stationàre Strômungen geht die vorstebende 
Gleichung in die gewôhnliche Bernoullische Gleicbung über. 


§ 9. Weiteres über Potentialbewegung. Aus Gl. (3) von § 8 folgen 
Formeln für den Zusammenhang der Geschwindigkeitakomponenten it, v, w 
mit dem Potential 0, wenn man ds der Eeibe nacb = dx, — dy und ~ dz 
setzt. Es wird also 


U 



V 


dO d0 

ay’ de 


■ • • (1) 


Die Kontinuitàtsgleicbung 

du ^ dw 

dx dy de 

[Formel (2) von § 2] liefert damit die Gleichung 

dx^^ dy^ 


( 2 ) 
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Diese Gleichung, die sogenannte Laplacesche Gleichung, tritt ebenso bei den 
elektrostatischen Potentialen [und auch anderwârts] i) auf, und gilt dort für 
diejenigen Teile des Feldes, wo keine Ladungen sitzen (und die Dielektrizitâts- 
konstante konstant ist). Daher lassen sich die aus der Elektrostatik bekannt 
gewordenen Lôsungen von Gl. (2) auch hier verwenden, wie z. B. die Lôsung 
für eine Punktladung, für einen Dipol usw. Von groÛer praktischer Wich- 
tigkeit ist dabei der Umstand, dafi die Summe oder Differenz zweier Lôsungen 
wieder eine Losung liefert, wie sich aus der Linearitât von Gl. (2) ergibt. Die 
Geschwindigkeiten setzen sich bei dieser „Überlagerung“ zweier Potentiale 
nach dem Parallelogramm zusamnien. 

Einige Beispiele von Potentialstrômungen; a)Stau- 
punktstrômung. Einer der einfachsten Ansâtze eines Potentials ist 
0 == 1 “h "f Gll. (2) liefert, dafi dabei « -j" ^ ^ ^ 0 sein 

muB. Wenn wir Rotationssymmetrie mit der Z-Achse als Rotation sach se haben 
wollen, so kônnen wir b = a, c == — 2 a setzen, wo- 
durch Gl. (2) befi iedigt wird, also wird 

0 = — 2 «>) 

und U = ax\ v ay\ w = — 2az. Die Stromlinien 
in der Y/-Ebene (x — 0) sind durch die Differential- 
gleichung 

dz w 2 Z 

dy ~~ V ~~ y 

Staupunktstrôrnung. gegeben, die 

Inz = const — 2lny 

oder y'^ Z =■ const 

liefert (sogenannte kubische Hyperbel, vgl, die Fig. 871). 

Ist die Bewegung stationàr, d. h. a zeitîich konstant, so gilt für den Druck 

P — const — ^ -h 4 

= comt — (x<‘ + + 4*“). 

Bei X — y = Z = 0 ist also ein Druckmaximum, und im übrigen sind die 
Flàchen gleichen Druckes Ellipsoide mit dem Achsenverhâltnis 1 : 1 : i/g, vgL 
Fig. 871. 

b) Quellen und Senken. Nach der an Gl. (2) geknüpften Bemerkung 
sind die bekannten Lôsungen für die elektrostatischen Potentiale auch Lôsungen 
für môgliche Potentialstrômungen, wofern die Grenzbedingungen für diese 
verwirklichbar erscheinen. Bereits das elektrostatische Feld einer Punkt- 

Auch Z. 6. bei den reibenden Strômun^n zwischen eng gestellten parallelen 
Platten; dieser Vorgang wird vielfach zur Démonstration der Stromlinien der 
Potentialbewegung benutzt. Die Ergebnisse sind unter bestimmten Voraussetzungen 
in Übereinstimmung mit der PotenBalbewegung, obwohl das Kraftespiel dort ganz. 
anders geartet ist, vgl. hierùber § 8 von Kap. XII. 


Fig. 871. 





ladung liefert eine wichtige Strômung, die sogenannte Quell- bzw. Senken- 

Q 

strômung. Das Potential lautet 0 = 4- , wo r den Abstand von einem 

r 

Punkte 0 bedeutet. Es ist also konstant auf Kugeln, die um 0 beschrieben 
werden, die Geschwindigkeit ist damit, da sie zur Flàche konstanten Potentials 

\c\ 

senkrecht steht, rein radial gerichtet und bat den Betrag — Die Durch- 
fluCmenge, die in der Zeiteinheit durch die Kugel vom Radius r (Oberflache 


= 4 r*) bindurchtritt, ist Q = 4 • -- = 4 tc c. Diese Menge entstebt bei 

der „Quelle“ im Puukt 0 sekundlich neu, bei der Senke verschwindet sie 
dort. Genau in dieser Weise koinmt das pbysikalisch nicbt vor, aber man 
kann z. B. bei 0 durch ein dünnes Rohr Flüssigkeit absaugen und bat dann 
in der Umgebung der Saugstelle genàhert eine Strômung der angegebenen 
Art zu erwarten (nur genàhert, da das endliche Volumen des Rohres stôrtusw.). 

Eine andere sehr nützliche Anwendung der Quell- und Senken strômung 
ist die folgende; Bewegt sich ein stabfôriniger Kôrper mit der Gescbwindig- 
keit V in der Ricbtung der Stabachse vorwàrts, so wird fortwàhrend 
an seinern vorderen Ende Flüssigkeit verdrângt, an seinem hinteren Ende 
flieût sie in dem frei gewordenen 
Raum zusammeu (vgl. Fig. 872). 

Die Bewegung in der Nachbar- 
schaft des Vorderteils ist also so, 
als ob dort eine Quelle, und die 
am Hinterteil so, als ob dort eine 
Senke wàre. In der Tat gibt die 
Formel 

( 1 1 \ Potentîalsti’ômung uin einen bewegten KÔrper. 

^ ^ J Rnhyndea Bezugssystem. 


Fig. 872. 



diese Strômung richtig wieder (genau genommen müssen dafür die Stabenden 
eine bestimmte wohl abgerundete Form baben, aber aucb bei anderer Porm 
der Stabenden stellt die Gleichung eine braucbbare Nàberung dar). Die „Er- 
giebigkeit" Q der Quelle und der Senke ist dabei = F. F zu setzen, wo F 

F V 

den Stabquersclinitt bedeutet, also c = • Betrachtet man diese Bewegung 

die zunàchst wegen des stetigen Vorrückens des Stabes und der Geschwindig- 
keitsverteilung um ihn herum nicbt stationàr ist, von einem Bezugssystem 
aus, das sich mit dem Kôrper mitbewegt, so ergibt sich eine stationàre Be^ 
wegung, für die der Kôrper in Ruhe ist, und der Flüssigkeitsstrom an dem 
Kôrper vorbeigleitet. Mathematisch wird diese Strômung durch das Potential 
O' = O 4- KiC dargestellt. Ihre Stromlinien sind in Fig. 873 dargestellt. 
Darunter ist die Druckverteilung über die Oberflache des Kôrpers dargestellt, 
wie sie von der Bernoullischen Gleichung geliefert wird. 

Rückt man die Quelle und die Senke immer nàher zusammen und ver- 
stârkt ihre Ergiebigkeit in demselben MaÛe, als ihre Entfernung abnimmt, 
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80 erhalt man in der Grenze eînen «Dipol"; die Stromung nach Fig. 873 geht 
dabei über in die um eine Kugel (vgl. Fig. 874). (Die wirklicbe Stromung ura 
eine Kugel siebt, wie bemerkt werden mag, wegen Reibungseinfiüssen etwas 
anders ans.) 

c)Ebene Bewegung. Ist die Bewegung derart, dalS aile Strom- 
linien ebene Kurven in lauter parallelen Ebenen sind, und dafi auf 

einer zu der Ebenenschar 


Fig. 873. 



Strdmung um eiuen bewegten Korper, Mîtbewegtes 
Bezugssystem. Darunter Druckverteilung. 


Fig. 874. 



PotentialstrOmung um die Kugel. 


senkrechten Geraden über- 
all derselbe Strômungs- 
zustand herrscht, so spricht 
inan von „ebener Bewe- 
gung“. Nimmt man eine 
der Ebenen zur XY-Ebene, 
80 ist also von den drei Ge- 
schwindigkeitskomponenten 
U, V, w die letztere = 0, 
und die ersteren sind Funk- 
tionen von x und y allein. Die Théorie 
dieser Strômungen ist in der mathema* 
tischen Hydrodynamik besonders voll- 
kommen durchgebildet, da hier ein be- 
sonders màcbtiges Hilfsmittel zur Ver- 
fügung steht. Es zeigt sich nâmlich, 
daÛ der reelle wie der imaginâre Teil einer 
jeden analytischen Funktion der kom- 
plexen Verânderlichen x-]~iy ein Poten- 
tial darstellt, das der Gl. (2) genügt. Die 
ebene Staupunktstrbmung z. B. wircT durch 
/j =.As!^^ die ebene Quellstrômung durch 
= ^ f i W und Z ■= X -\-i y ist 0- Es 

Auf 


Y = A In Z gegeben, wobei Z 

ist an diesem Ort nicht môglich, auf diese Dinge nâber einzugehen. 
eine bestimmte Art ebener Strômungen wird im nâchsten Paragraphen noch 
nàher eingegangen werden. 


§ 10. Potentialstromung mit Zirkulation ; Tragflügelauftrieb; 
Maguuseffekt. Obwohl bei allen Potentialstrbmungen in jedem kleinen Be- 
reich die Zirkulation verschwindet, gibt es doch solche, bei denen im ganzen 
eine Zirkulation auftritt. Vorbedingung ist dabei allerdings, dafi das Gebiet, 
in dem die Stromung sich abspielt, mehrfaoh zusammenhângend ist. Der 
mehrfache Zusammenhang wird dadurch gekennzeichnet, dafi es Kurven gibt, 
die man durch stetige Verànderung nicht auf Null zusammenziehen kann, 
ohne das Gebiet zu verlassen *^). Ist die Zirkulation làngs einer solchen 

D Es ist (x-^iy)^ = x* — i/* -j- 2 în(x iy) r= Inr-^ ig^, wo r= Ra- 
dius, (p = Zentriwinkel ist. 

*) Beispiele von zweifach zusammenhângenden Râumen: Ein Zimmer mit 
einer Saule in der Mitte; der Raum, der einen Ring umgibt. 



Fig. 875. 



Potentialstriimung mit 
Zirkulation. 
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Kurve = P, so ist, weun im übrigen die Strômung drebungsfrei ist (also in 
jedem einfach zusammenhàngenden Teilgebiet die Zirkulation verschwindet), 
die Zirkulation lângs jeder anderen Kurve, die durch stetige Ânderung ohne 
Verlaasen des Gebiets ans der erslen entsteht, die Zirkulation ebenfalls = P, 
wie leicht zu zeigen ist. Daa Potential, das ja als 
Linienintegral zwischen einem featgehaltenen Punkt 
und dera jeweiligen Raumpunkt definiert war, ist 
daher bei aolchen Strômungen „mehrdeutig“, es nimmt 
bei jedem Umlauf um den Betrag P zu. 

Der einfachste Fall einer ebenen Strômung dieser 
Art wird durch das Potential O = c gegeben, in 
dem qp eiiien Zentriwinkel bedeutet (vgl. Fig. 875). 

Dieses Potential, das auch der Gl. (2) von § 9 ge- 
nügt, nimmt bei einem Umlauf — (pi -f 2 7t) 

um 2 :7E c zu, welcher Betrag also die Zirkulation P darstellt. Die Flâchen 
konstanten Potentials sind hier Ebenen durch die Achse, die Stromlinien 

■r . . , . <l C 

daher Kreise. Die Geschwindigkeit w = wird mit ds = rdw w^rrz 

ds r 

die Strômung stimmt daher mit der in dem Beispiel von ^ 5, b betrachteten 
über^in. Für r = 0 würde nach der Formel w = oo sein; die Strômung 
hat also nur für Begrenzung durch einen Kern von endlichem Durchmesser 
(in Fig. 875 schraffiert) physikalischen Sinn. Der Kern kann entweder durch 
einen festen Kôrper gebildet sein, er kann aber auch aus drehender Flüssig- 
keit bestehen (in der es kein Potential gibt), er kann 
endlich auch aus einer anderen (leichteren) Flüssigkeit 
bestehen, die an der Rotation keinen Anteil nimmt, 
also Z. B. bei Wasser als umlaufender Flüssigkeit 
durch Luft gebildet werden (Hohlwirbel). ünter der 
Wirkung der Schwere nimmt die Oberflache eines 
solchen Hohlwirbels eine Gestalt wie in Fig. 876 an, 
deren Form aus der Bernoullischen Gleichung zu 



Hohlwirbel. 




2gr‘ 


erhalten wird. Derartige Trichter kônnen viel- 


fach in fliefienden Gewàssern, beini Entleeren einer Badewanne usw. beobachtet 
werden. In allen solchen Fâllen handelt es sich um Strômungen, in denen 
durch irgendwelche anderen ürsachen bereits vorhe»* war Zirkulation enthalten. 

Eine Anweudung anderer Art wird von den Potentialstrômungen mit 
Zirkulation in der Lehre vom Tragflügelauftrieb gemacht. Die Tragflûgel- 
strômung Fig. 877 lâût sich durch ^Überlagerung** aus der „gewôhnlichen 
Potential8trômung“ Fig. 878 (ohne Zirkulation) und der zirkulatorischen 
Strômung Fig. 879 darstellen; sie weist daher selbst ebenfalls eine Zirkulation 
auf. Diese ist mit der Entstehung des Auftriebs aufs engste verknüpft; 
auch ohne aile Rechnuug sieht man leicht, dafl die zirkulatorische Strômung 
oben die Potentialstrômung nach Fig. 878 veratàrkt, unten ihr entgegenwirkt. 
Nach Bernoulli bedeutet das aber eine Druckverininderung oben und eine 
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Druckvermehrung unten, d. h. einen Auftrieb. Kutta und Joukowski 
fanden unabhàngig voneinander durch theoretische Rechnungen diese Kraft 
genau proportional der Zirkulation F, und zwar ist sie für die Lângen- 
einheit = p P F, wo V die Relativgeschwindigkeit des Tragflügels gegen die 
Flùssigkeit ist. Ein Beweis disses Satzes wird in § 13, a gebracht werden. 


Fig. 877. 



Kinfache Potentialstromung uin 
einen Flügel. 


Nach dem Thomson schen Satz kann bei Bewegungen aus der Ruhe 
heraus auch in einen mehrfach zusammenbângenden Raum zunàchst keine 
Zirkulation entstehen, denn im Ruhestand war die Zirkulation auf jeder Linie 
gleich Null, und sie bleibt dann auch gleich Null. In Wirklichkeit entsteht 
die Zirkulation in der Regel auf dem Wege über eine Trennungsflache. Bei 
dem Spiralgehàuse von Fig. 851, S. 1057 z. B. bildet sich beim Bewegungs- 
beginn an der scharfen Kan te bei K ein Wirbel von der Art der Fig. 858, 
S. 1060 aus. Der Wirbel fliefit spàter bei O ab, und nur seine Zirkulation 
bleibt für die Dauer der Strômung zurück. 

Für die Bewegung eines Tragflügels ergibt sich eine ganz àhnliche Lôsung. 
Beim Bewegungsbeginn entsteht an der Hinterkante des Tragflügels, die im 
Anfang gemâû Fig. 878 quer überstromt wird, eine 
Trennungsflache nach Fig. 880. Spàter wandert der aus 
der Trennungsflache entstandene Wirbel ab und làflt an 
Anfahrt eines Flügels. Tragflügel eine Zirkulation, die seiner eigenen ent- 

gegengesetzt gleich ist, zurück. (Die flüssigen Linien, 
die den Tragflügel und den Wirbel zusammen umschlieCen, behalten dabei die 
Zirkulation Null, wie es der Thomsonsche Satz verlangt.) 

Anmerkung. Damit der Flügel den liaum zweifach zusammenhângend 
macht, muû man ihn seitlich durch zwei parallèle Wànde begrenzen, oder man 
muü annehmen, dafl er nach beiden Seiten ins Uuendliche reicht. Bei wirklichen 
Tragflügelu ist weder das eine noch das andere der Fall. Die Zirkulation um den 
Flügel, die auch hier vorhanden und zum Zustandekominen des Auftriebg not- 
Wendig ist, wird hier môglich durch eine Trennungsflache von der bereits in § 7 

g eschilderten Art mit transversalem Geschwindigkeitssprung, über die in § 13 von 
iap. XII noch Nâheres gesagt werden wird. 

Eine Zirkulation von derselben Art, wie beim Tragflügel, entsteht auch 
bei einem quer zur Achse angestrômten rotierenden Kreiszylinder (und zwar 


Fig. 880. 
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durch ReibungswirkuDgen, vgl. Kap.XII, § 7), und erzeugt hier auf der Lange 1 
eine Kraft quer zur Strômung gleich Q P die hier auch „Quertrieb“ ge- 
nannt wird. Auch bei dreieckigen und viereckigen Prismen, die um ihre 
Lângsachse rotieren, sowie bei Kugeln usw., zeigt sich eine seiche Kraft. Der 
Sinn der Kraft ist dabei immer von der Seite, wo Drehung und Strômung 
einander entgegenlaufen nach derjenigen, wo sie gleichlaufen, gerichtet. Diese 
Erscheinung führt nach ihrem Entdecker Magnus (1852) den Namen 
Magnuseffekt. 

Das Verhalten kugelfôrmiger Geschosse, die hàufig beim Verlassen des 
Laufes unbeabsichtigte Rotationen um Querachseii erhalten und dadurch in 
ihrer Flugbahn Seitenabweichungen ergeben, ist der AnlaJB zum Studium 
dieser Erscheinungsgruppe geweseo. Solche Seiten- 
abweichungen lassen sich auch beim Fluge von „ge- 
8chnitteneii“ Tennis- und Golfbâllen durch die Luft 
beubachten; sie kônnen sehr betrâchtlich sein- Neuer- 
dings hat A. Flettner mit seinem Rotorschiff die Er- 
scheinung im groOen zum Antrieb von Schiffen durch 
den Wind angewandt, wobei an Stelle der Segel senk- 
recht stehende schnell rotierende Zylinder verwendet 
werden. Es empfiehlt sich dabei, an den Enden über- 
stehende Scheiben anzubringen (vgl. Fig. 881), da sonst 
die nicht mit umlaufende Luft an den Zylinderenden in den Unterdruckraum 
auf der Saugseite eindringt, und die Strômung dort teilweise zerstôrt. 

Versuch: Ein von einem kleinen Elektromotor angetriebeoer rotierender 
Zylinder befindet sich auf einem auf Schienen laufenden Wâgelchen. TOrd 
der Zylinder mittels eines kleinen Schraubenventilators (Tisch-Ventilator) quer 
zu den Schienen aiigeblasen, so lâuft der Wagen auf den Schienen vorwàrts. 
Wendet man den Veutilator so, daO der Wind mit dem Geblase einen anderen 
Winkel bildet, so kann man das Verhalten des Zylinder- 
segels unter den verscliiedenen Kursen studieren. Es 
gelingt, den Wagen unter spitzem Winkel gegen den 
Wind fahren zu lassen. Bei ümkehrung der Dreh- 
richtung làuft er in der entgegengesetzten Richtung. — 

Ein mit wagerechter Achse in schnelle Rotation ver- 
setzter leichter Zylinder fâllt losgelassen nicht senkrecht 
herunter, sondern fûhrt einen flachen GleitÜug aus. Er 
erleidet aufier dem Auftrieb (A) senkrecht zu seiner 
Bahn einen Widerstand (W) in der Richtung der Bahn, 
der aber im günstigsten Falle (lànglicher Zylinder mit Endscheiben) wesentlich 
kleiner als der Auftrieb ist. Die Resultierende der beiden Krafte hait dem 
Gewicht des Zylinders das Gleichgewicht (vgl. Fig. 882) und verhindert so 
sein Fallen. 

§ 11. Drehende Bewegung einer reibungsfreien Flttssigkeit. 
Wirbelffîden. Beim Studium der drehenden Bewegung einer homogenen 

68 * 


Fig. 882 . 





1076 Strômendo Bewegung der Flüssigkeiten und Qase. I. Kap. XI. § 11. 

reibungsfreien Flüssigkeit kann wieder der Thomson sche Satz von der 
Konstanz der Zirkulation làngs einer flüssigen Linie als Führer dienen. Man 
kann ans ihm und aus den geometrischen Eigenschaften des Drehungsvektors 
(auch Wirbelvektor genannt) Sâtze ableiten, die gewisse wichtige geometrische 
und mechaniscbe Zusammenbânge aufzeigen. Es sind dies die berühmten 
Helmholtz schen Satze über Wirbelbewegungen, die dieser auf einem anderen 
Wege, ausgehend von elektrodynamiscben Vorstellungen gefunden hat^). Die 
aus diesen Sàtzen zu ziehenden Folgerungen werden aber nur dann einfach, 
wenn das Gebiet der in Drehung befindlichen Flüssigkeit fadenfôrmige Gestalt 
bat und die übrige Flüssigkeit drehungsfrei ist. Mau spricht in diesem Falle 
von einem „Wirbelfaden‘‘. Die wichtigsten Satze über Wirbelfâden lassen 
sich bereits aus dem Verhalten der sie umgebenden Potentialstrômung ableiten, 
so daÛ hier ein nàheres Eingelien auf die Mechanik der drebenden Flüssigkeit 
entbehrt werden kann. 

Bei der Bebandlung der Potentialbewegung mit Zirkulation in §10 — um 
eine solche handelt es sich auch hier — ist bereits erwahnt worden, dafi das 
Gebiet dieser Potentialbewegung mehrfach zusammenhàngend ist, und daC die 
Zirkulation für aile ohue Gebietsüberschreitung ineinander überführbaren 
Linien gleich groC sein muÛ. Das heiÛt, für den Wirbelfâden ausgesprochen, 
daû dieser ringfôrinig in sich geschlossen sein oder beiderseits bis an die 
Grenzen der Flüssigkeit reichen muÛ, und daÛ die Zirkulation um ihn in ein 
und demselben Augenblick in allen Stellen denselben Betrag haben muC. 
Diese Eigenschaften, die einfach mit der geometrischen Struktur der Potential- 
stromungen zusammenhàngen, kônnen auch so eingesehen 
Pig. 88o. werden, daÛ man die in Fig. 883 angegebene geschlossene Linie 

r betrachtet. Die Linie ist so gewàhlt, daC man sie durch 
stetige Veranderung, ohne das Gebiet des Wirbelfadens zu be- 
rühren, auf Null zusammenziehen kann; sie hat daher sicher 
die Zirkulation Null. Sie besteht aber aus zwei Teilstücken, 
die in entgegengesetzter Richtung làngs ein und derselben 
Linie A B verlaufen und deren Beitràge sich daher gegenseitig 
aufheben, und aus zwei weiteren Teilen, der Uinkreisung des Wirbelfadens 
bei A und der bei B. Diese letzteren Beitràge müssen daher, damit die 
Sumrae Null gibt, auch entgegengesetzt gleich sein. Die Linie umkreist 
bei A den Wirbelfâden im entgegengesetzten Sinn wie bei B, also mufi 
die gleichsinnig genommene Zirkulation au beideii Stellen gleich groO sein. 
Würde der Wirbelfâden irgendwo in der Flüssigkeit aufhôren, so würde 
man die eine der beiden Schleifen über das Ende des Wirbelfadens ab- 
streifen kônnen, wàhrend man die andere in ihrer den Wirbelfâden um- 
schlingenden Lage lâCt. Die erstere batte dann ihre Zirkulation eingebüCt, 
die letztere hàtte sie behalten. Die ganze Linie hàtte damit ihre Zirkulation 
veràndert, obwohl sie nur in einer Potentialbewegung verschoben worden ist. 
Man sieht, daÛ dies unmôglich ist. Es gilt daher der Satz: Ein Wirbel- 
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faden kann im Innern der Flüssigkeit nirgends endigen und hat 
ü ber ail dieselbe Zirkulation. Zu dieser rein geometrischen Aussage 
kommt die ans dem Thomson schen Satz folgende dynamiscbe Aussage hinzu, 
daJ5 die Zirkulation um den Wirbelfaden zeitlich ungeàndert bleibt. 

Betrachtet man das Verhalten von sehr kleinen geschlossenen flüssigen 
Linien, deren Zirkulation, soweit sie im Potentialgebiet liegen, überall gleich 
Null ist, soweit sie sich aber im Innern des Wirbelfadens befinden, im all- 
gemeinen von Null verschieden ist, so folgt ans dem Thomson schen 8atz, 
daC diese sich in der Zeit nicht àndert. Hieraus folgt unmittelbar, daC der 
Wirbelfaden dauernd aus denselben Flüssigkeitstei Ichen besteht. 
Da der Impuls und die Energie des eigentlichen Wirbelfadens klein sind 
gegen die entsprechenden Betrage der Potentialbewegung um ihn herum, be- 
bewegt sich der Wirbelfaden in der Hauptsache so, wie die Bewegung um ihn 
herum es ihm vorschreibt (vgl. das untenstehende Beispiel a!). Allerdings kann 
man die Potentialbewegung geometrisch auf die Zirkulation um die Achse des 
Wirbelfadens zurückführen, was fûr Berechnungen meist bequem ist. Dann 
erscheint die Bewegung jedes Wirbelfadenelements ala verursacht von sàmt- 
lichen übrigen Wirbelfadenelementeu und die ganze Potentialbewegung als 
durch den Wirbelfaden erzeugt. Dies ist aber nur als geometrische Beziehung 
zu werten; energetisch ist die âuBere Bewegung das überwiegend Bestimmende. 

Die Kormeln für die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes aus der 
geometrischen Anordnung der Wirbelfaden stimmen übrigens vollstândig mit 
den elektrodynamischen Beziehungeu im Biot-Savart schen Gesetz überein. 
Was dort der elektrische Leiter ist, ist hier der Wirbelfaden, der Stromstàrke 
entspricht die Zirkulation und dem Magnetfeld des Stromes das Ge- 
scbwindigkeitsfeld. Auch entspricht der Stromdichte die Drehungsintensitat. 
Die Stromstàrke ist wie die Zirkulation an allen Stellen des Leiters dieselbe, 
die Stromdichte ist dann umgekehrt proportional dem Leiterquerschnitt. 
Beim Wirbelfaden ist gemàfi dem Kleingedruckten von § 8 (mit sin cc = 1) 
2 cojF; also gibt Verkleinerung von F eïn Anwachsen von eu und um- 
gekehrt. Dies gilt auch zeitlich: Wird ein Teil des Wirbelfadens gestreckt, 
so nimmt seine Winkelgeschwindigkeit w umgekehrt proportional dem Quer- 
sebnitt zu. Die Lange eines Abschnitts des Wirbelfadens wàchst dabei auch 
umgekehrt proportional JP, da ja das Volumen dasselbe bleibt. Also ver- 
àndert sich die Winkelgeschwindigkeit genau proportional der 
Lange des Abschnitts. 

Dies ist im wesentlichen der Inhalt der Helmholtz schen Sâtze. 

Beispiele: a)Gerade parallèle Wirbelfaden in einer sonst drehungs- 
freien Flüssigkeit. Ein Wirbelfaden mit der Zirkulation (Wirbelstàrke) F 
besitzt ein Geschwindigkeitsfeld um sich herum, wie es bei den Potential- 
bewegungen mit Zirkulation in § 10 bereits besprochen ist. Die Geschwindig- 
keit steht senkrecbt auf der Wirbelachse und auf dem Radius (r), der von 
der Wirbelachse zu dem Ort des Teilchens hingezogen ist, und hat den 
Betrag F/2 7t r. Sind mehrere Wirbelfaden vorhanden, so addieren sich die 
einzelnen Geschwindigkeitsfelder und jeder Wirbelfaden nimmt selbst an der 
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Bewegung teil, die die übrigen an seinem Ort erzeugen. Bei zwei parallelen 
Wirbelfâden ergibt sich so ein Kreisen der beiden Wirbelfâden um diejenige 
Achse, in die die resultierande Kraft fallen würde, wenn an den Orten der 
Wirbelachsen Krâfte proportional der jeweiligen Wirbelstàrke angebracht 
wûrden; gleicbgerichtete Krâfte sind zu nebmen, wenn die Wirbel gleich- 
Binnig drelien, und umgekehrt gerichtete, wenn die beiden Wirbel entgegen- 
gesetzt drehen. In dem einen Falle liegt die Acbse zwischen den Wirbelfâden, 
im anderen auOerhalb. Fur zwei entgegengesetzt umlaufende gleich starke 
Wirbel („ Wirbelpaar“, entsprechend dem Krâftepaar) ergibt sich ein gerad- 
liniges Fortwandern senkrecht zur Verbindungslinie mit der Geschwindigkeit 
ri2 7td, wenn d den Abstand der beiden Wirbelachsen bedeutet. Von einem 
relativ zur ungestôrten Flüssigkeit ruhenden Bezugssystem aus ergeben die 
Stromlinien eines Wirbelpaarea ein Bild entsprechend Fig. 884, von einem 
mit den Wirbelachsen mitbewegten Bezugssystem dagegen das nach Fig. 885. 


Fig. 884. Fig. 885. 



Stromlinien des Wirbelpaares; Stromlinien des Wirbelpaaves; Bezugs- 

ruhendes Bezugssystem. System mit den Wirbelkernen initbewegt. 


Das in dieser Figur schraffierte Gebiet verbleibt dauernd in der Umgebung 
der Wirbelfâden. Werden diese in einem Gebiet gefàrbter Flüssigkeit erzeugt 
(vgl. unter d), so wandert ein Kôrper aus gefàrbter Flüssigkeit, entsprechend 
dem schraffierten Gebiet in Fig. 885, in die ungefàrbte Flüssigkeit hinein. 

Anmerkung: Damit die vorstehenden Beziebungen zutreffen, inüssen die 
parallelen Wirbelfâden theoretisch nach beiden Seiten ins ünendliche reichen, oder 
sie müssen in einer von zwei parallelen Wànden senkrecht zu den Wirbelachsen 
begrenzten Flüssigkeit von einer Wand bis zur anderen reichen. l)och stôren im 
letzteren Falle ReibungseinflüBHe an den Wànden. Statt der Wânde kann auch ein 
Boden und eihe freie Oberflâche vorhanden sein. 

b) Bei kreisf ôrmigen „Wirbelringen“ koinmt durch die Krümmung 
des Wirbelfâden 8 eine zusâtziiche Geschwindigkeit des Fortschreitene zu- 
stande, die um so grôCer ist, je konzentrierter der mit Drehung behaftete 
Wirbelkern ist. (Diese Erscheinung kommt als Wirkung der benachbarten 
Wirbelelemente richtig aus den Helmholtzschen Gesetzen heraus, raan 
kann sie aber auch dynamisch als Wirkung der Zugspannungen verstehen, 
die durch Zentrifugalkrâfte der umlaufenden Flüssigkeit in dem Wirbelring 
geweckt werden und die den Wirbelring zu verkleinern trachten, vgl, die 
Ausfiihrungen zura Kutta- Joukowskischen Satz in § 10.) Wegen der 
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schnelleren Fortschreitungsgeschwindigkeit ist der mit dem Wirbelring 
mitgeführte Flüssigkeitskorper im Gegensatz zu Fig. 885 meist ringfôrmig 
(Rauchringe!). Zwei Wirbelringe mit gemeinsamer Achse, die sich im 
gleicben Sinne bewegen, wirken so aufeinander ein, dafi der vordere sich 
erweitert, der hintere aber sich zusammenzieht; dadurch nimmt die Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit des vorderen ab, die des hinteren zu; der hintere 
schlüpft schliefilich durch den vorderen hindurch, und es beginnt das Spiel 
mit vertauschten Rollen von neuem. Zwei auf derselben Achse gegeneinander 
bewegte gleiche Wirbelringe vergrôÛern bei ihrer Annâberung ihre Durch- 
messer mit fortwahrend wachsender Geschwindigkeit, und verlangsamen dabei 
ihre Bewegung so, daÛ sie nicht miteinander in Berührung kommen. Da 
sich die mittlere Ebene zwischen den beiden Wirbelringen hierbei wie eine 
feste Wand verhàlt, so gilt das gleiche von einem gegen eineWand prallenden 
Wirbelring. 

c) Die in § 6 besprochenen Trennungsflàchen lassen sich auch als 
flkcbenbafte Scharen von Wirbelfàden auffassen, wobei die Acbsen der 
Wirbelfaden senkrecht auf der Richtung des Vek- 

tors des Geschwindigkeitssprunges steben. DaÛ in 

der Tat eine Reihe von parallelen Wirbelfàden eine 

Stromung ergibt, die in eiuigem Abstand von den 

° ® ° -{S)- 

Wirbelfàden der Stromung mit einer Trennungs- 

flâche entspricht, zeigt die schematische Fig. 886. 

Umgekehrt sind Trennungsflàchen labil und zerf allen Wirbelschicht ^ 

leicht in einzelne Wirbel, vgl. Fig. 856. 

d) DieErzeugung von Wirbeln mitsamt den zugehôrigen zirkulatorischen 
Potentialbewegungen erfolgt regelmàfiig auf dem W’ege über Trennungsflàchen. 
Aile Potentialbewegungen sind das Ergebnis von Druckwirkungen auf die 
Flüssigkeit, die von irgendwelchen Wand- bzw. Oberflàchenteilen oder von 
Kôrpern im Innern der Flüssigkeit ausgeübt werden. Zirkulatorische Be- 
wegungen kommen vor allem dann vor, wenn eine Teilflàche im Innern der 
Flüssigkeit eine Zeitlang einen Druck erfahreii bat, und der angrenzende Teil 
nicht. Die Erzeugung eines Wirbelringes nach Fig. 860, bei der die Wand auOer- 
halb des Loches einem von links her wirkenden Druck Widerstand leistet, der 
Innenraum des Loches aber nicht, ist ein Beispiel davon. Ein anderes wichtiges 
Beispiel liefert die Bewegung eines Flugzeugtragflügels, bei der der von dem 
Flügel überstrichene Flàchenstreifen zeitweilig durch das Gewicht des Flug- 
zeugs belastet worden ist, das Gebiet aufierhalb dieses Streifens aber keinen 
Druck erfahren bat. Wie bereits im Anschlufi an Fig. 861 am Schlusse von 
§ 6 angegeben, bilden sich aus der Trennungsflàche hinter dem Tragfiügel 
zwei von den Flügelspitzen ausgehende Wirbel. An der Stelle, wo die Be- 
wegung begonnen hat, wurde ein Wirbel gemàÛ Fig. 880 erzeugt. > Dieser 
«Anfahrwirbel" und die seitlichen Wirbel bilden zusammen einen einzigen 
(meist etwas diffusen) Wirbelfaden. Der Tragflügel selbst mit seiner Zir- 
kulation, die mit derjenigen um den Wirbelfaden genau übereinstimmt, 
schlieOt das ganze Gebilde zu einer Art von Wirbelring, von dem allerdingg 
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ein Teilstück durch einen festen Kôrper gebildet wird. Man darf die Sache 
vom kinematischen Standpunkt ans so auffassen, daO ein Teilstück des 
Wirbelfadens im Innern des festen Kôrpers verlàuft, nach auüen hier nur 
eine Potentialstrômung mit Zirkulation erzeugend; vom dynamischen Stand- 
punkt ist allerdings festzustellen, daC für dieses Teilstück des Wirbelfadens 
wegen eeiner Eigenbewegung mit dem Kôrper der dynamische Helmholtz sche 
Satz nicht gilt, und daÛ insbesondere von seinen Enden ber den seitlichen 
Wirbelfâden immer neue Flüssigkeitsteile zugeführt werden. Das quantitative 
Studium dieser Wirbelbewegungen hat wichtige Aufschlüsse über das Ver- 
halten der Tragflügel geliefert, vgl. besonders Kap. XII, § 15 und 16. 

§ 12. Impulssatze für stationare Bewegungen. Die Impuissàtze 
der allgemeinen Mechanik, die unter dem Namen Schwerpunkts- und Flachen- 
satze sehr bekannt sind, finden eine eigenartige Anwendung auf die statio- 
nàren Bewegungen der Flüssigkeiten, wie auch auf Bewegungen nicht statio- 
nàrer Art, deren zeitliche Mittelwerte als stationare Bewegungen angesehen 
werdea kônnen. Der Wert der Impulssatze besteht darin, daÛ sie nur Aus- 
sagen über Zuatande an den Grenzf lache.n eines Gebietes enthalten, und 
man deshalb aus ihnen auch Schlüsse auf Vorgànge ziehen kann, deren Einzel- 
heiten man nicht vollstândig beherrscht. 

Unter Impuls oder BewegungsgrôCe einer Masse versteht man dasProdukt 
aus Masse und Geschwiudigkeit (der Impuls ist ein Vektor und hat daher 
genau wie die Geschwindigkeit drei Koraponeuten). Es ist die zeitliche 
Anderung des Impulses gleich der an der Masse angreifenden 
resultierenden Kraft. In der Mechanik wird nuu gezeigt, daC bei der 
Summierung über aile Massen eines mechanischen Systems aile inneren Kràfte 
des Systems sich nach dem Priuzip von Aktion und Reaktion fortheben und 
nur die âuÛeren (von nicht zum System gerechneten Massen herrührenden) 
Krâfte übrigbleiben. 

Die Anderung der BewegungsgrôÜe einer irgendwie abgegrenzten 
stationàr bewegten Flüssigkeitsmasse besteht nun allein darin, daü die 
Grenzeu der Flüssigkeitsmasse sich durch die Bewegung verschieben: im 
Innern ist jedes Flüssigkeitsteilchen au seinem Orte durch ein anderes ersetzt, 
das seine Geschwindigkeit angenommen hat. Was an den Grenzen vor sich 

geht, mag an einem Stromfaden gezeigt 
werden. Es gehôrt zum Wesen unseres 
Satzes, daÛ jede Teilmasse, die zurn System 
gehôrt, auch bei ihm verbleibt und 
auch andere Teilmassen nicht neu hinzu- 
kommen. Die zur Anwendung des Satzes 
gezogenen Grenzflàchen verschieben sich daher mit der Strômung, sie sind 
«flüssige Flàchen“. Bei unserem Stromfaden verschwindet daher in der 
Zeit dt bei A in Fig. 887 die Masse dmj = q FAnudi. Bei B tritt 
die Masse dm^ çFstVjBdt neu hinzu. Wegen der Kontinuitat ist 
dnii — dm^-= dm. Zur gesamten Irapulsânderung liefert der Stromfaden bei 


Fig. 887. 
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§ 12 . 

B in der Zeit dt den positiven Beitrag dm .Wb, in der Zeiteinheit also wb 
“ qFbWb^ (in der Richtung von WB)t i>ei ^ âhniich den negativen Beitrag 
— ^ ^ Richtung entgegengesetzt zu wa.)> Diese 

auf die Zeiteinheit berechneten Impulsànderungen kônnen unmittelbar als 
Kràfte angesprocben werden, die durch die FJâchen Fa wnd Fb hindurch von 
auBen auf die betrachtete Flûssigkeitsmasse ausgeübt werden. Will man 
nicht die Kràfte haben, die von auOen auf die Flûssigkeitsmasse ausgeübt 
werden, sondern die Gegenwirkung der Flüssigkeit auf die Gefâiiwànde, ihre 
„Reaktion“, so braucht man nur in den obigen Beziehungen die Vorzeichen 
umzukehren. Es entspricht also der Flüssigkeitsstrômung in Fig. 887 bei A 
eineReaktion von der oben genannten GroCe in der Richtung der eintretenden 
Stromung, bei B eine Reaktion entgegengesetzt der Richtung der aus- 
tretenden Stromung. 

Mit dieser Formulierung ist der übergang von der flüssigen Begrenzungs- 
flàche der betrachteten Flûssigkeitsmasse zu einer ortsfesten Flàche vollzogen, 
durch die hindurch die Impulsànderungen (bzw. ihre Reaktionen) und die Drücke 
übertragen werden. Um die Impulssàtze richtig anzuwenden, muC die fragliche 
Flûssigkeitsmasse zweckmàûig mit einer geschlossenen Flàche, der „KoDtroll- 
flàche“, umgeben werden (diese ist in einigen der folgenden Figuren durch •••• 
kenntlich gemacht), und es müssen für aile ein- und austretenden Stromfàden 
die vorstehenden Reaktionen gebildet werden. Die Reaktionskràfte müssen 
dann nach den Regel u der Statik mit sâmtlichen an der Flüssigkeit an- 
greifenden àuBeren Kràften ein Gleichgewichtssystem bilden, d. h. es muB 
sowohl die Kràftesumme wie auch die Momentsumme der Kràfte für aile 
Koordinatenachsen gleich Null sein. Sehr hàufig ist es übrigens nur eine 
Komponentengleichung, die bei den speziellen Aufgabeu interessiert. 

Anmerkung; Im Falle nicht stationàrer Bewegungen komrnt noch ein 
weiterer Beitrag hinzu, der von der Impulsânderung iin Innern der Flüssigkeit 
herrührt. Wenn, wie hàufig bei turbulenten Bewegungen, die nicht stationâre Be- 
wegung einen gleichbleibendeu Mittelwert der Bewegungsgrôlie besitzt, so heben 
sich die Beitràge des Flüssigkeitsinnern im Mittel weg und es lassen sioh deshalb die 
Impulssàtze wie bei stationàren Bewegungen an- 
wenden, nur mulî bei der Bildung dor Mittelwerte 
in der Kontrollflàche mit Vorsicht vorgegangen 
werden, vgl. § 14. 

Beispiele: a) Reaktion einer durch 
einen gekrümmten Kanal strôroenden 
Flüssigkeit. Die Flüssigkeit strôme (vgl. 

Fig. 888) mit einer Gescbwindigkeit w, und 
einem Drucke ein, dann ist nach dem oben 
Auseinandergesetzten der Impulstransport 
durch die Flàche = q F^ w‘i\ er ist gleich- 
bedeutend mit einer von der einstrômenden 
Flüssigkeit in ihrer Richtung ausgeübten Kraft. Dazukommt noch eineDruck- 
kraft in der gleichen Richtung gleich pi Fi. Eine entsprechende Kraft 
Fiiçw'i + P 2 ) findet man am Ausstrômungsende des Kanals, hier entgegen- 


Fig. 888. 
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gesetzt der Geschwindigkeit (also iniiner nach dem Jnnern der Kontrollfl&che 
gerichtet!). Durch die Résultante der beiden Krâfte ist die in Wirklichkeit 
durch Druckkrâfte an der Wand erzeugte Kraftwirkung des Flüssigkeits- 
stromes auf den Kanal gefunden. 

b) Reaktion ausfliellender Strahlen. Ein Strabl, der durch eine 
Ôffnung aus einem Raume mit dem Drucke pi in einen Raum mit dem Drucke 
ausstrômt, führt mit sich einen sekundlicben Iinpuls von der Grôfie J = Q 

wo Fg der Strahlquerschnitt ist; mit w = ^ (vgl. § 4, b) wird 

J = 2Fa{Pi ~ P 2 )t s-lso gleicb dem Zweifacheu der Kraft, die von dem Druck- 
unterschied pi — P 2 auf einen Kolben von der GrôCe des Strahlquerschnitts aus- 
geübt wûrde. Da dieser Irnpuls ein Âquivalent in der Druckverteilung haben 


Fig. 889. 



Segnersches Wasserrad. 


Fig. 890. 



muÛ, folgt hieraus, daÛ durch den Wegfall des Überdrucks auf die Ôffnung 
und die Druckabsenkung in deren Umgebung infolge der Zustrômung zur 
Ôffnung zusammen ein Ausfall an Wandungsdruck gegenüber dem ge- 
schlossenen GefâC entsprechend dem zweifachen Strahlquerschnitt entsteht. 
Dieser Druckausfall macht sich als Rückdruck, als „ Reaktion des ausfliefienden 
Strahles" bernerkbar. Diese Reaktion làBt sich unschwer nachweisen, wenn 
man ein GefaÛ mit seitlicher Ôffnung auf einen leicht beweglichen Wagen 
stellt. Das GefâC setzt sich dann in der dem ausflieCenden Strahl entgegen- 
gesetzten Richtung in Bewegung. Ein verwandter Versuch ist der mit dem 
„Segnerschen Wasserrad“ (Fig. 889), der nach dem Vorstehenden keiner 
besonderen Erklârung mehr bedarf. Mit Hilfe des ausflieCenden Wassers 
kann hier ein Gewicht gehoben werden, wie in der Figur, oder es kann eine 
andere Arbeit verrichtet werden. Solche Segnerschen Wasserrâder sind 
früher auch im groCen gebaut worden. 

In einem besonderen Falle, nâmlich dem der „Bordaschen Mündung^ 
(vgl. Fig. 890), lâCt sich aus der GrôCe des Impulses die sogenannte Kon- 
traktionsziffer, das ist das Verhàltnis des Strahlquerschnitts zum Lochquer- 
schnitt bestimmen. Da nâmlich hier auf allen Wandflâchen, deren Druck- 
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cr&fte Komponenten in der Strahlrichtung besitzen, der voile Überdruck 
lerrscht, muû der Wegfall des Überdrucks im Mündungsquerscbnitt F dem 
^trablimpuls gleich sein, also F(pi — pa) = — P 2 ) ^t'F— V 2 ‘ 


Fig. 891. 



c) Plôtzliche Erweiterung. Tritt ein Flüssigkeitsstrom mit der 
jfeschwindigkeit Wi ans einem zylindriachen Rohrstück in ein weiteres, eben- 
!alls zylindriscbes Rohr ein, so wird der 
5trahl sich, weil er labil iat (vgl. § 6), 
nit der umgebenden Flüssigkeit ver- 
miscben und nach der Vermischung un- 
^efâhr gleichfôrmig mit einer mittleren 
3eschwindigkeit abstrômen. Der 
[mpulssatz erlaubt hier die mit der Ver- 
mischung verbundene Drucksteigerung p^ — pi zu berechnen, ohne daû die 
Einzelheiten des Vermiscbungsvorganges bekannt wâren. Es ist für die 
in Fig. 891 gezeichnete Kontrollflàche, von der nur die beideii Stirnflâcben 
Beitrâge zu den Krâften liefern, 

dm 

Q i' 2 '^2 ‘ 


P, 

Plôtzliche Erweiterung. 


jder mit 


dt 


P 2 ^Pl = QW^iWi—Wi). 


Bei einer allmàhlich erweiterten Rôbre wàre nach der Druckgleichung P 2 — pi 
= 0 — ^ 2 ^)î durch die plôtzliche Erweiterung ist demnach ein Druck- 

verlustpj — P 2 entstanden, der, wie leîcht nachzuprüfen, die GrôCe '/a Q — Wa)® 
hat. Da diese Formel mit der für den Verlust an kinetischer Energie beim 
unelastischen StoC fester Kôrper übereinstimmt, hat man vielfach von einem 
„StoI5verlust“ bei der plôtzlichen Erweiterung gesprochen, obwohl hier 
keineswegs ein StoBvorgang vorliegt. Das mit dem StoCvorgang Gemeinsame 
liegt lediglich darin, daC hier wie dort eine Vermischung der Geschwindig- 
keiten eintritt. 


d) Sch webenderbalten von schweren Kôrpern in Luft. Um in 
ruhender Luft eine Last schwebend zu erhalten, ist es nôtig, fortwâhrend 
immer neue Luftmassen nach abwàrts zu beschleunigen. Ist w die erteilte 
Endgeschwindigkeit, die der Einfachheit halber als gleichfôrmig angesehen 

werden mag, und =rr M die in der Zeiteinheit in Bewegung gesetzte Masse, 
d t 


so ist, wenn nennenswerte Druckunterschiede in den nach abwàrts bewegteii 
Massen nicht verbleibeu, die erzielte Kraft gleich dem Impuls; F ~ Mw. 
Diese Betrachtung trifft z. B. auf eine frei schwebende Hubschraube mit 
groCer Annàherung zu, wenn die Hubschraube genügend weit vom Boden 
entfernt ist, Dann bildet sich ein senkrecht nach unten gerichteter Luft- 
strahl aus, der den Impuls Mw enthàlt. Der Luftstrahl wird sich bei hin- 
reichend groCemWege mit ruhender Luft aus der ürngebung vermischen und 
dadurch verlangsamen. Der Impuls bleibt dabei aber ungeàndert, da die 
bewegte Masse entsprechend vergrôOert ist. Der Strahl übertràgt scblieOlich 
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durch Aufprallen auf den Erdboden, wobei er seinen Itnpuls verliert, daa 
Gewicht der Hubschraube als Druckkraft auf den Boden. 

Beim Flugzeug werden die abwàrts bewegten Massen durch das in der 
Luft zurückbleibende Wirbelsystem (vgl. § ll)gebildet. Doch spielt hier auch 
ein Druckfeld eine Rolle, und die Verhaltnisse liegen daher verwickelter. Es 
kommfc hier auf die Gestalt der Kontrollflàche an, ob man das Aquivalent 
des Auftriebs als Impuls oder als Druck bekommt. Auch hier ergibt sich 
am Erdboden unter dem Flugzeug eine Druckverinehrung, durch die das 
Gewicht des Flugzeugs auf den Erdboden übertragen wird. 


§13. Weitcre Beispiele zu den Impulssatzen. a) Schaufelgitter. 
8atz von Kutta und Joukowski, Um die Wechselwirkung zwischen den 

Schaufeln einer Turbine oder den 
Flügeln eines Propellers usw. mit der 
an ihnen vorbeistrômenden Flüssig- 
keit zu studieren, pflegt mau zu- 
nàchst den einfacheren Fall des aus 
lauter gleich grofien, paraliel zuein- 
ander eingestellten unendlich langen 
Schaufeln bestehenden „vSchaufel- 
gitters^ zu betrachten. Hierliefern 
die Impulssàtze fur die zur Gitter- 
ebene parallelen und für die dazu 
senkrechten Krâftkomponenten zu- 
sammen mit der Bernoull ischen 
Gleichung und der Kontinuitàts- 
gleichung sehr wertvolle Aufschlüsse 
über die Schaufelkràfte iin Zu- 
sammenhang mit den Strôinurigs- 
geschwindigkeiten. Fig. 892 stellt 
ein solches Schaufelgitter mit der 
Strômung dar, wie sie einem relativ 
zu den Schaufeln ruhenden Beob- 
achter erscbeinen. Das abgebildete 
Schaufelgitter entspricht einem Pro- 
peller; das einer Turbine zeigt um- 
gekehrte Wôlbung der Schaufeln, und 
die Kraftkomponenten haben dieum- 
gekehrte Richtung; die folgende Rechnung gilt aber für beide Verwendungs- 
arten. Die Geschwindigkeitskomponente paraliel und senkrecht zu dem 
Schaufelgitter heifie u und v, die entsprechenden Krâfte auf die Lângeneinheit 
einer Schaufel X und Y (positiv in den in Fig. 892 angegebenen Richtungen). 
Der Index 1 bezieht sich auf den Eintritt, der Index 2 auf den Austritt. 

Der Impulssatz macht von dem Ümstand Gebrauch, dafi — Potential- 
bewegung vorausgesetzt — in einigem Abstand vor und hinter dem Schaufel- 
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gitter die Geschwindigkeit je praktisch konstant ist. Was zwischen den 
Schaufeln passiert, braucht dabei iiicht nâher bekannt zu sein, wenn nur 
sicher ist, daÛ sich dort keine groben Wirbel ausbilden (was bei unzweck- 
maCiger Form der Schaufeln vorkommen kann). Zunâchst liefert, mit 
a = Scbaufelabstand, die Kontinuitât 

Q z=i v^a = v^a 

{Q — sekundliche Flüssigkeitsmenge zwischen je zwei Schaufeln in einer 
Schicbt von der Dicke 1 parallel zur Schaufelachse). Es ist also = Vg! 
Wir schreiben daher von jetzt ab für beide Werte einfach v. Die Bernoulli- 
sche Gleichung gibt, mit (resuit. Gescbw.) ■= ^^2 

P\ -H 2 4- — î>2 + I W 4 

oder 

Vi—lh — 2 

Für den Impulssatz bilden wir eine Kontrollflâche, deren GrundriG aus zwei 
gleichgelegenen Stromlinien, die um eine Scbaufelteilung auseinander liegen, 
und aus zwei Geraden von der Lange a parallel der Gitterebene besteht 
(punktierte Linie in Fig. 892). Die Hôhe sàmtlicber Flâchen sei = 1. Durch 
die beiden Skromlinienflàchen strômt nicbts hindurch, und wegen ihrer über- 
einstimmenden Eigenschaften herrscht auf ibnen auch die gleiche Druck- 
verteilung; sie tragen daher weder zum Iinpuls, noch zu der Resultierenden 
aus den Druckkràften etwas bei. Es sind also nur die Beitrâge der Flâchen 
parallel der Gitterebene zu berechnen. Die sekundlich durchstrômende Masse 


ist — man erhàlt also 

X = 0 H- P — Mg) (2) 

«(p2-/>,)-h0 (3) 


Es ist DÜtzlich, in diese Formeln die Zirkulation um eine Schaufel einzufübren. 
Wir beniitzen für ihre Berechnung wieder die punktierte Linie und stellen 
zunàchst fest, daÛ die beiden Stromlinien in entgegengesetzter Richtung 
durchfahren werden und daher entgegengesetzt gleiche Beitrâge liefern. Die 
beiden geraden Stücke liefern aber au^ und — awg, also wird 

r— a(Mi— Mg) W 


Wenn man Gl. (1) berücksichtigt und beachtet, daü 

— ttg^ = (ttï — Wg) . (Wi + Mg) 

ist, so ergibt sich also aus (2) und (3); 

X = qFv (5) 

r==pr“-±“» . . (6) 

Die Proportion Y:X — : v besagt, wie durch Betrachtung der ent- 

sprechenden âhnlichen Dreiecke in Fig. 892 leicht ersichtlich ist, daO die 
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Resultierende ausfX und Y [senkrecht steht zu der aus ïiïid v ge- 

éi 

bildeten resultierenden Geschwindigkeit. Nennt man die resultierende Kraft iî 
und die resultierende Mittelgeschwîndigkeit Wfm so wird auCerdein 

E = Q Pwm (7) 

wie aus (5) oder (6) mittels âhnlicher Dreiecke leicht folgt. 

Von Gl. (7) soll nun noch ein besonderer Gebrauch gemacht werden. 
LâHt man den Abstand a zwiscben je zwei benachbarten Schaufeln immer 
mehr wachsen, wâhrend man F = a{uY — Wj) konstant hait, so wird die 
Dilferenz Ui — immer kleiner und kleiner, In der Grenze für a = oo 
wird sie Null, und die Geschwindigkeiten vor und hinter der einen Schaufel, die 
im Endlichen übrigbleibt, stimmen dann in genügender Entfernung von ihr 
überein, und für die resultierende Mittelgeschwindigkeit làCt sich jetzt 
auch Wqo setzen, was die ungestôrte Geschwindigkeit im Unendlichen bedeutet. 
Durch einen Wechsel im Bezugssystem erhàlt man eine mit einer Geschwindig- 
keit vom Betrage Woo bewegte Schaufel in einer im Unendlichen ruhenden 
Flüssigkeit Sei die Geschwindigkeit mit V bezeichnet, so ergibt sich nach 
Gl. (7) pro Langeneinheit eine Kraft von der Grôûe 

R z= qFV 


senkrecht zu F. Für ein Stück der Schaufel oder Tragflache von der Lange l 
erhâlt man daher eine Kraft („Quertrieb‘‘ oder „Auftrieb‘‘, Bezeichnung A) 
vom Betrage 


A = çFVl . 


( 8 ) 


Dies ist der Satz von Kutta und Joukowski. Er làÛt sich natürlich auch 
auf andere Art beweisen; Joukowski hat ihn z. B. dadurch abgeleitet, daÛ 
er den Impulssatz für eine Kontrollflàche anwendet, die aus einem Kreis- 
zylinder mit sehr groCem Radius um die Tragflachenachse als Zylinderachse 
besteht. Man bekommt hierbei die Hàlfte von A als Impuls, die andere als 
Resultierende von Druckkràften. Dieser Satz ist vor allem dadurch wichtig, 
daÛ er die zu êinem gegebenen Auftrieb gehôrige Zirkulation, durch die die 
Wirbel hinter der Tragflâche bestimmt sind, kennen lehrt. 

b) Impulsmomente; Eulerscher Turbinensatz. Entsprechend den 
Momenten von Krâften in der Statik kann man auch Momente von Impulsen 
bilden, und es gilt auch hier ein dem Schwerpunkts- 
satz analoger Satz; „Die zeitliche Ànderung des 
Impulsmoments ist gleich dem resultierenden 
Moment der Krafte." Dieser Satz führt auch den 
Namen „allgemeiner Flâcheneatz“, vgl. S. 695. Für 
stationâre Flüssigkeitsstrômungen geht er wieder 
analog dem früheren über in den Satz vom Gleich- 
gewicht der Momente der âuCeren Krafte und der 
nReaktionen** der Flüssigkeit. 

Als Beispiel mag die Ableitung der Ëulerschen Turbinengleichung ge- 
geben werden. Durch eine Turbine, Fig. 893, strôme eine sekundliche Wasser- 
masse M, Die absolute Eintrittsgeschwindigkeit sei ihr Winkel mit der 


Fig. 893. 
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Bewegungsrichtung des Rades der Ëintrittsradius das Wasser strômt 
durch das sich drehende Rad in einer durch die Schaufeln genàhert vorgegebenen 
Richtung. Die relative Austrittsgeschwindigkeit im Radius setzt sich mit 
der dortigen Umfangsgeschwindigkeit des Rades zur absoluten Austritts- 
geschwindigkeit mit der Richtung 1^2 zusammen, dann ist, gleicbviel, was 
im Innern des Rades vor sich geht, das Drehmoment, das vom Wasser auf 
die Turbine ausgeübt wird, gleich 

M (îVi Tl cos jil — W 2 r 2 cos /îg). 

Die günstigsten Arbeitsverhàltnisse ergeben sich dann, wenn der Austritt 
in radialer Richtung erfolgt, also cos ^2 = ^ (weil dann die verlorene 
kinetische Energie des austretenden Wassers am kleinsten ist. Die Arbeits- 
leistung für diesen günstigsten Fall erhalt man als Produkt des Drehmoments 
mit der Winkelgeschwindigkeit o des Rades, zu L = Mry^ow^cos^^. 

Anmerkung. Wendet man denselheu Satz auf eine kreisende Flüssigkeits- 
bewegung an, in der sich kein Turbinenrad befindet, so ergibt sich offenbar 

cos = IV2 ^2 cos ^2 

oder, wenn sâmtliche Winkel klein genug sind, daB cos ^ = 1 gesetzt werden 
darf, wr ~ const^ ein Résultat, das auf einem anderen Wege schon in §6, b er- 
halten worden ist. 

§ 14. Impulssatz für Strômungen mit Geschwindigkeitsschwan* 
kungen. In vielen praktischen Anwendungen kommt es vor, dafi in einem 
der Strômung angehôrigen Gebiet die Gescbwindigkeit betrâchtlichen und 
meist UDregelmàÛigen Schwankungen unterworfeu ist, dabei aber überall ein 
von dem gewàhlten Zeitintervall unabhângiger zeitlicher Mittelwert der Ge- 
schwindigkeit angebbar ist. Die Mittelwerte an den verschiedenen Orten 
stellen dann in ihrer Gesamtheit wieder eine stationàre Bewegung dar; 
man spricht dabei von einer schwankenden (^turbulenten^), aber „in 
Mittelwerten stationàren“ Bewegung. Der in § 12, c behandelte 
Vorgang ist ein Beispiel hierfür. Bezeichnet man die Mittelwerte der Ge- 
schwindigkeitskomponenten mit u, w und die augenblicklichen Abweichungen 
von den Mittelwerten mit u\v\w\ so dafi also die wirklichen Geschwindig- 
keiten: u u v v v\ w = w w' sind, so sind die Mittelwerte 

von u\ v' und w' definitionsgemàfi == 0; für Mittelwerte von Quadraten und 
Produkten von u', v\ w' gilt das aber nicht. 

Bei der Anwendung des Impulssatzes auf solcbe Bewegungen genügt es 
nun nicht, wenn der Impulssatz auf die stationare Mittelbewegung angewandt 
wird, sondern es mufi der Mittelwert aus den einzelnen, durch die feststehende 
Kontrollflàche hindurchgetragenen Impulsen (oder Reaktionen) gebildet werden. 
Dies soll hier für zwei Fàlle ausgeführt werden: 

1. X^Komponente des Impulses für ein Stück der Kontrollflàche, das auf 
der X-Achse senkrecbt steht. In einem Zeitabschnitt d < tritt durch die Flàchen- 
einheit die Masse çudt; sie führt mit sich die X-Komponente der Geschwindig- 

keit == w, also ist der Impuls für dt = çu^dt. Die Summenwirkung über 

T 

eine làngere Zeit T ist, auf die Sekunde gerechnet, oder 

0 
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kürzer geschrieben, wobei Mittelbildung durcb Überstreichen angedeutet wird, 
= Qu^. Nun ist ~ {ü -1- = U* 2 üu' u'^. Bei der Bildung des 

Mittels von ist zu beacliten, daÛ ü schon das Mittel von u darstellt und 
das Mittel von u = 0 ist. Daher wird 

P ^ M* -[- P w'2 (1) 

Es kommt also zu dem Impuls der stationaren Mittelbewegung (p ü'^) iioch 
der aus dem Mittelwert des Quadrats der Schwankung resultierende Impuls 
hinzu (als Reaktion gerechnet mit der Richtung von aufien nach innen, wie 
immer, also wie ein zusàtzlicher Druck wirkend). 

2. X-Komponente des Impulses für ein Stück der Kontrollflache, das auf der 
Ï'-Achse senkrecht steht. Die in der Zeit di durcb die Flâcheneinheit tretende 
Masse ist hier Qvdt; die X-Komponente des Geschwindigkeitsvektors ist 
wieder so daB also der bindurchgetragene X-Impuls — Quvdl ist. Die 
Mittelwertbilduiig liefert hier den Impuls für die Sekunde = Quv. Mit 
u ~ û u' und V = V -j- v' ist nv z= uv -\- uv' -{-ü'vAr oder wegen 
Nullwerdens der Mittelglieder 

QUV = Qu>vf ( 2 ) 

Audi hier kommt also zu dem Impuls der stationaren Mittelbewegung (pu?;) 
ein Beitrag durcb die Schwankung hinzu. Der Mittelwert des Produkts von 
u' und v' hrauclît nâmlicb nicht zu verschwinden, da z. B. positive Werte 
von u' überwiegend mit posi.tiven Werten von und négative von u' über- 
wiegend mit negativen von v' zusammentrefFen kônnen, wodurch beidemal 
überwiegend positive Produkte entstehen. Bei entgegengesetztem Zusammen- 
treffen (positive u' mit negativen v\ und umgekebrt) überwiegen die negativen 
Produkte. Die Kraft, die als Reaktion von QÛ*vf auf der Flâcheneinheit 
auftritt, ist eine X-Kraft an einer Flàche J F, also eine Schubspannung 
(vgl. Kap. VII, § 5). 

3. Es ist noch zu iintersuchen, ob die Flüssigkeitsmasse im Innern der 
Koutrolltlâche Beitràge liefert. Man sieht aber leicht, daC die zeitlichen 
Anderungen der Geschwindigkeit an ein und demselben Orte, wenn diese sich 
im Mittel nicht andern soll, eben starke positive wie négative Beitràge eut- 
halten inüssen, so daû im zeitlichen Mittelwert das Innere nichts beitrâgt. 
Ailes in allem zeigt sich also, daO bei im Mittelwert stationaren Bewegungen 
aus den Geschwindigkeitsschwankungen Impulsbetràge resultieren, deren 
Mittelwerte Spannungen von àhnlicher Art darstellen, wie sie in stark zàhen 
Flüssigkeiten (vgl. Kap. XII, $ 1) auftreten. Anwendungen von diesen Über- 
legungen werden in dem Abschnitt über turbulente Stromuugen (>5 4 von 
Kap. XII) gemacht werden. 

§ 15. Stromung mit erheblivhen YolumenünderuDgen. Druck- 
fortpflanzung, Schallgeschwindigkeit. Im folgenden sollen über die 
Strômungen eines Gases oder Dampfes mit wesentlichen Volumenânderungen 
einige grundsâtzliche Dinge mitgeteilt werden. Gemâû dem in der Vor- 
bemerkuDg zu diesem Kapitel Gesagten kommen Strômungen mit erheblichen 
Volumenânderungen einerseits vor, wenn es sich um groBe Hôhenerstreckung 
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handelt, andererseits, wenn die GeschwindigkeiteD sehr groO sind. Ëine Be- 
handluDg der Strômungen der ersteren .Ârt, die in das Gebiet der dynamischen 
Météorologie gebôren, mag hier unterbleiben, da die diesbezüglichen ünter- 
suchungen noch nicht sehr zahlreich und aucb wenig charakteristisch sind. 
Es wird sich also hier lediglich um das Gebiet der groOen Geschwindigkeiten 
handeln. Diesbezüglicbe Aufgaben treten einerseits bei maschinentechnischen 
Anwendungen, z. B. bei Dampfturbinen, andererseits auch bei der Bewegung 
von Geschossen auf, ferner auch bei Flugzeiigpropellern, die ebenfalls sehr 
hohe Geschwindigkeiten aufweisen. 

Für die besondere Art der Strômungen mit hohen Geschwindigkeiten 
spielt die Geschwindigkeit eine besondere Rolle, mit der sich irgendwelche 
Druckânderungen in einer Gasmasse fortpâanzen. Deshalb sei zunàchst 
dieser Fortpflanzungsvorgang naher betrachtet. 

Der Betrachtung der Druckfortpflanzung wird folgender einfache Fall 
zugrunde gelegt. In einer ruhenden Gasmasse, die in einem weiten Rohr 
eingescblossen sein môge, werde durch geeignete Bewegung eines Stempels 
eine Drucksteigerung erzeugt, die sich in der in Fig. 894 angedeuteten Weise 
in die ruhende Gasmasse hinein fortpflanzen solL 

Es sei dabei angenommen, da£ die Druckverteilung ohne Ànderung ihrer 
Gestalt mit der konstanten Geschwindigkeit c nach rechts weiterrückt. Da 
das Gas hierbei zusammengedrückt wird, muO der Teil, über den der 
Druckanstieg bereits hinweggegangen ist, eine Ge- 
schwindigkeit w nach rechts hin besitzen. Für die 
Rechnung sei angenommen, daO die Drucksteigerung 
Pi — Po klein gegen den Druck po dann wird 
auch die Dichteànderung — Po klein, ebenso wird 
auch w; klein, wie sich aus dem Folgenden noch ergibt. 

Über die Vorgànge in dem Übergangsgebiet von 
der Breite h (vgl. Fig. 894) lassen sich nun zweierlei 
Aussagen machen: 

1. betreffend die Kontinuitàt: Wâhrend das Gebiet b über eine Stelle 
hinüberrückt, steigt dort die Dichte vom Werte p© auf pj. Die zugehôrige 
Zeit ist r = b/c. Die in der Zeiteinheit i) erfolgende Massenzunahme im 
Übergangsgebiet ist danach gleich dem Volumen des Gebietes F. h mal der 


Dichtigkeitszunahme in der Zeiteinheit ^ also = F (pi — Po) • c. Diese 

Massenzunahme wird bewirkt durch die von dem verdichteten Gebiet her in 
der Zeiteinheit zuflieCende Masse pj Fw^ es ergibt sich also 

PiW =r (pi — Po)c (1) 


2. der Satz: Masse mal Beschleunigung = resultierende Kraft gibt die 
folgende Aussage. Innerhalb des Übergangsgebiets nimmt die Geschwindig- 
keit in der Zeit t von 0 bis w zu, die mittlere Beschleunigung ist also 

Man wâhlt fûr diese Überlegung zweckmâüig eine Zeiteinheit, die klein 
gegen die Zeit t ist. Da im Endergebnis die Zeit r nicht mehr vorkommt, be- 
deutet dies keine Einschr&nkung der Ableitung. 

Müllor-Poulllet I, 2. il. Aufl. 



Dr uck Welle im Rohr. 


Fig. 894. 
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^ = — • Die jeweils zu beschleunigende Masse ist Qm^h, wo Çm die raitt- 

lere Dichte ist. Die resultierende Kraft ist F(pi — po), also ergibt sich die 
dynamische Beziehung 

Çm«>C=p,—pi, (2) 


In Gl. (1) dürfen wir links nachtràglich durch Çm ersetzen, ohne einen 
grôHeren Fehler zu begehen, als er schon in den bisher gemachten Ver- 
nachlassigungen liegt. Dividiert man jetzt (2) durch (1), so wird nach Weg- 
hebung von Çrn 


c2 = 


Pi — Po 


Qi — 9o 

Der Ausdruck auf der rechten Seite hângt aber nur vom Kompressionsgesetz 

d P 

des Stoffes ab, wir schreiben fur ihu den Differentîalquotienten und 
erbalten so 


c2 


dp 

d ç 


(3) 


Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit für Druckànderungen wird also unter der 
Annabtne kleiner Druckànderungen unabhângîg von der Grôile der Druck- 
ànderung und von der Breite des Übergangsgebietes, und ist nur von dem 
Kompressionsgesetz des Stoffes abhàngig. Deshalb kônnen auch beliebige 
positive und négative kleine Druckànderungen aufeinanderfolgen, ohne sich 
gegenseitig zu stôren. Da der Schall aus solchen Folgen positiver und nega- 
tiver Druckànderungen besteht, die nach obigem mit der Geschwindigkeit c 
weiterlaufen, nennt man c die Schallgeschwindigkeit. 

Für Gase gilt nach dem Adiabatengesetz (vgl. Kap. X, § 6) p = const . ç”, 


also 

dp . 1 P 

= X, const. = X , 
dç P 

P I 

• mit P = — • — — (hier = Normaldichte beim Normaldruck pQ und 

pQ 1 -f- OîtT 

bei 0®C) wird daher 

c == l/x~-(l H- (4) 

r 9o 


Die Schallgeschwindigkeit ist also bei ein und demselben Gase lediglich mit der 


Temperatur verànderlicb. Für mittelfeuchte Luft ist 1/x = 334 m/sec in 

f 9o 

guter Übereinstimmung mit beobachteten Schallgeschwindigkeiten. 

Der für uns wicbtige Fall der Druckfortpflanzung in einer strômenden 
Flüssigkeit làOt sich dadurch auf den hier betrachteten Fall zurückführen, 
dafi man ein mit der Flüssigkeit mitbewegtes Bezugssystem verwendet. Daraus 
folgt, daO die Druckfortpflanzung relativ zu der Flüssigkeit mit der Ge- 
schwindigkeit c erfolgt. Relativ zu einem Raum, in dem die Flüssigkeit mit 
der Geschwindigkeit Wi strômt, erfolgt die Fortpflanzung stromabwàrts mit 
der Geschwindigkeit c -f stromaufwàrts mit der Geschwindigkeit c — Wi. 
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§ 16 . 

Man sieht leicht, dafi in dem Falle, daü w grôOer als c ist, stromaufw&rts 
überhauptkeineFortpâanzung von Druckanderungen stattfindet. Daher zeigen 
die Gase und Dampfe bei Strômungageschwindigkeiten, die die Schall- 
geschwindigkeit ûbersteigen, ein von dem gewôhnlichen wesentlich verschiedenes 
Verhalten. 

Anmerkung. Fine endliohe Druckànderung lâfit siob als’eine Folge von 
vielen kleinen Druckanderungen auffaesen. Nach Gl. (2) ist an den Orten bôheren 
Druckes eine ungefâhr dem Druckuntersohied proportionale Geschwindigkeit in 
der Fortpflanzungsriohtung vorbaoden (umgekehrt an Orten tieferen Druckes eine 
in der entgegengesetzten Èichtung). Nach der vorangehenden Darlegung ist dann 
die Fortpflanzangsgeschwindigkeit der auf eine Verdichtung folgenden weiteren 
Verdichtung — c-\~Wf also grôfier; entsprechend die einer weiteren Verdünnung 
kleiner, so daü man also scnlieBen muil, dail starke VerdicbtuDgen mit mehr als 
Schallgeschwindigkeit fortgepflanzt werden, starke Verdünnungen mit weniger als 
Scballgeschwindigkeit. Die exakte Théorie dieser Erscheinungen von 13. Riemann^) 
bestâtigt diese Überlegung. 


§ 16. Stationare Stromungen bei erheblichen Volumenünderungen. 

Hier gilt für einen Stromfaden die verallgemeinerte Bernoullische Gleichung 
[Gl. (3 b) von § 3]. Bei Yernachlâssigung der Schwere lautet diese, wenn wie 
in diesem ganzen Kapitel von Reibung abgeseben wird; 

P 4 - 2 = = -^1 ( 1 ) 


Die Druckfunktion P 


=1 


d P . 

— - ist dabei für die adiabatische Zustandsànderung 

1 

zu nehmen, die allein hier in Betracht kommt. Mit p = pj • ( — y wird durch 

\Pi/ 

Auswertung des Intégrais 


X p^/pYn 
X — 1 Qt\pJ 


( 2 ) 


Ist Pi der Druck, bei dem w = 0 ist, also z. B. bei AusfluHvorgàngen der 
Druck im Kessel, so wird — 

= ( 3 ) 

Man sieht leicht, da6 die Geschwindigkeit, die sich beim Expandieren des 
Gases bis in das auHerste Vakuum ergibt, endlich ist. Sie entspricht p -= 0 
in Gl. (3) und ist also 



Für Luft von gewôhnlicher Temperatur (rund 15°C) und Atmosph&rendruck 
als Ausgangszustand gibt dies, wenn in kg und m gerechnet wird: 


i 


2.1,406 10330 
0,406 ’ 0,125 


= 756 m/s. 


Die Kontinuitat liefert fur die stationare Strômung einer 
drückbaren Flûssigkeit (vgl. S. 1045): 

Fqw — const. 


zusammen- 
■ • • . ( 6 ) 


D Vgl. Z. B. B.Riemannund H. Weber, Die partiellen Differentialgleiohungen 
der mathematischen Physik, Bd. 2, S. 607, 5. Aufl. Braunsohweig 1912. 
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Die Nachrechnimg zeigt nun, daC dieses Mini- 


langs des Stromfadens. Der Verlauf des Stromfadenquerschnitts F mit dem 
Druck P làCt sich durch folgende Überlegung im AnschliiO an 01. (3) und (5) 
klarmachen: Wenn man mit p = beginnt, so ist zunàchst w = 0 und 
daher F = oc. Wenn p nun abnimmt, so wachst tv allmàhlich an, oh ne 
dafi ç sich vorerst viel andert, also muG F abnehmen. Ist jedoch p bereits sehr 
klein geworden, so nàhert sich w dèm Betrage andert sich also nicht 

mehr viel, ç nimmt aber mit unbegrenzt abnehmendem p ebenfalls unbegrenzt 
ab, also muQ F in diesem Oebiet zunehmen und gegen oo streben. 

Zwischen dem Oebiet, wo F abnahm, und dem, wo es zunimmt, muG 
offenbar ein Minimum von F liegen; es liegt da, wo die verhaltnismàGige Zu- 

nahme der Qeschwindigkeit geradeso groC ist wie die verhâltnismaOige 

Abnahme der Dichte — - • Die Nachrechnimg zeigt nun, daÛ dieses Mini- 

er 

mum gerade da liegt, wo die Strômungsgeschwindigkeit gleich der zu diesem 
Zustand gehôrigen Schallgeschwindigkeit ist. Wegen der erfolgten adiaba- 
tischen Abküblung ist diese Schallgeschwindigkeit nicht die des Anfangs> 
zustandes, sondern entsprechend der niedrigeren Temperatur kleiner (bei Luft 
von gewôhnlicher Temperatur im Ausgangszustand rund 300 m/sec). Die 
eben erwâhnte Beziehung làfit sich auch ohne aile Rechnung aus der 
Betrachtung des vorigen Paragraphen erschlieGen. Betrachtet man nâmlich 
den in Fig. 894 dargestellten Vorgang von einem Bezugssystem aus, das sich 
mit der Oeschwindigkeit c nach rechts hin fortbewegt, so erscheint das Oas 
dort, wo es in Rube ist, als mit der Oeschwindigkeit c von rechts nach links 
strômend, und die Druckwelle bleibt an ihrem Orte stehen. Von diesem 
Bezugssystem aus hat man also eine stationàre Strômung von der Besonder- 
heit, daÛ ein Druckunterschied in einer Strômung ohne Querschnittsànderung 
des Stromfadens besteht. Das ist aber auch gerade die kennzeichnende Eigen- 
schaft der Stelle in unserem Stromfaden, wo der Querschnitt ein Minimum 
hat, also dort weder zunimmt noch abnimmt. 

Nach Überschreitung des Minimums ist die Oeschwindigkeit somit grôOer 
als die Schallgeschwindigkeit. In einer solchen Strômung nimmt nach obigem 
bei Druckabnahme, also Oeschwindigkeitszunahme, der Querschnitt zu (statt 

abzunehmen, wie es bei volumenbestandigen 
Fig. 895. Flüssigkeiten der Fall wàre); bei Druçk- 

zunahme (Oescbwindigkeitsabnahme) nimmt 

— er ab. Hieraus resultiert ein stark von dem 

Oewohnten verschiedenes Verhalten solcher 
Tjivaldüse. Strômungen. Ein regelmâûigesAnwachsen der 

Oeschwindigkeit bis zu dem aus der Druck- 
gleichung sich ergebenden Ëndwert ist, wenn dieser Ëndwert grôGer ist als 
die Schallgeschwindigkeit, nur dann môglich, wenn die Rôhre, in der die 
Strômung erfolgt, sich zuerst verengt und hinterher sich um einen genau 
bestimmten Betrag wieder erweitert (De Lavalsche Dampfdüse, vgl.Fig. 895). 
Ist die Ërweiteruiig stârker oder schwàcher, so stellt sich in der Mündung 


Fig. 895. 
/min ^ . 
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eiii anderer Druck als der auBerhalb der Mundung vorhandeiie eio, namlich 
jener, der zu der Krweiterung gehôrt. Dieser geht dann auQerhalb der Düse 
iu charakteristischen Schwingiingen in den AuBeudruck über. 

Bei einer einfachen Üffnung olme Erweiterung kaim sich, eobald der 
üegendruck klein genug ist, uin Überscballgeschwindigkeit zu erzeugen, in 


Fig. K96. 

Wellen mit ausfliefionder Dnickluït 




der ()ffnung selbst nur noch derjenige Druck einstellen, der einer StrOmungs- 
geschwindigkeit gleich der Bchallgescbwindigkeit entapricht (bei Luft und 
anderen zweiatoinigen Gasen rund 0,53 des Druckes des rubenden Gaaes). 
Die AusfluCmenge ist dann von dem Gegendruck gauz unabbàngig. AuBer- 
balb der Miindung erweitert sicb der Querscbnitt des Gaastrables, und zwar 
durcb Tràgbeitswirkung so stark, daB in seinein Innerri Unterdruck entstebt. 
Infolge des Unterdruckes wird die Stromung dann wieder konvergent und 
verdicbtet sicb wieder ungefàbr auf den Mündungsdruck, worauf das Spiel 
von neuein })eginnt. Fig. 896') zeigt eine Aufnabme eines solcben Luftstrablea 
von E. Macb*) mit der Toplerscheu Scblierenmethode. 

Die quantitative Berecbnung der Gas- und Dampfstroinung durcb 
ôflnungen und Düsen ist ausfübrlicb in Band III, 1 bebandelt, so daB 
hier darauf verwiesen werden kann (Kap. XXII, 

S. 961 bis 979). 

Eine andere Erscbeinungsgruppe muB hier noch 
erwàhnt werden: Eine nionientane punktformige 
Stôrung an einer Stelle A (Fig. 897) breitet sich iu 
einer gleichformigen üasstromung in Fonu einer 
Kugelwelle aus, deren Mittelpuukt mit der Stromungs- 
geachwindigkeit weiterwandert. Eine andauernde 
Stôrung im Punkte A, wie sie etwa durcb ein dort 
befindliches kleines Hindernis dargestellt würde, kann 
aïs Aufeinanderfolge von moinentanen Stôrungen auf- 
gefaBt werden. Wenu die Strômungsgeschwindigkeit w kleiner ist als die 
Schallgeschwindigkeit c, ergibt sich eine Ausbreitung der Wirkuug des 

') Die Fig. 896 bis 898 und 900 sind mit freundl. Erlaubnis des Verlages 
Gustav Fischer (Jena) den Abhandlungen des Verfassers: „Über Gasbewegung” 
im Handwôrterbuch der Naturwissenschaften, Bd. IV, entriommen. 

‘‘‘) E. Mach, Sitzungsber. d. Wien. Akad. lia 98 , 1303, 1689 und 106 , 1025, 
1897; vgl auch H. Emden, Ann. d. Phys. u. Chem. (3) 69 , 264 u. 426, 1899 und 
L. Prandtl, Physik. Zeitscbr. H, 23, 1907. 


Fig. 897. 
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Hindernisses iiach allen Richtungen hin, wennschon in verschiedenen Rich- 
tungen mit verschiedener 'Stârke. Ist aber die Strômungsgeschwindigkeit 
grôCer als die Schallgeschwindigkeit, so erfüllen aile Kugelwellen nur 
einen Kegel hinter dem Punkte A (vgl. Fig. 898). Der Raum vor 
dem Kegel bleibt vôllig frei von jeder Einwirkung des Hindernisses. 
Für die Bewegung eines Kôrpers (z. B. eines Gescbosses) durch eine ruhende 
Gasmasse gelten ganz entsprechende Beziebungen. Im Falle, daC die Geschoû- 

geschwindigkeit grôCer ist als die Schall- 
geschwindigkeit, erstreckt sich die Wirkung 
imr auf einen Kegel entsprecbend Fig. 898 
[E. Mach] 1). 

Der Winkel an der Kegel spitze ergibt 
sich folgenderraaCen: Im Verlauf einerkleinen 
Zeit T ist eine punktformige Storung zu 
einer Kugel voin Radius c.r angewachsen, 
deren Mittelpunkt hat sich um w.t entfernt; 
der Kegel berührt die Kugel, also ist 

sma — ^ (6) 

w .T w 

Man nennt oc den Machschen Winkel. 

Die Schlierenbilder, die man von mit Überschallgescbwindigkeit bewegten 
Geschossen erhàlt [vgl. Fig. 899, die von C. Cranz stammt]*^), lassen sich in 
ihren Hauptzügen so verstehen: Ans dem Winkel der Kopfwelle làfit sich 

die Geschoiigeschwindigkeit ziemlich 
genau berechnen, wenn rnan die 
weiter von dem GeschoC entfernten 
Teile dieser Welle benutzt. Ganz 
nahe am GeschoC sind die Druck- 
unterscbiede so grofi, daû hier die 
Kopfwelle sich mit Überschall- 
geschwindigkeit fortptlanzt und da- 
her der Winkel cc grôCer ist. Auch 
bei Düsenstrôinungen kann man 
solche schragen Wellen beobachten, 
wenn die Düsenwànde llnebenheiten 
aufweisen. Fig. 900, ebenfalls mit 
der Tôplerschen Schlierenmethode 
gewonnen, zeigt eine solche Strômung; an der Abnahme des Machschen 
Winkels von links nach rechts ist deutlich die von links nach rechts zu- 
nehmende Gescbwindigkeit zu erkenneu. 

D E. Mach, Sitzungsber. d. Wien. Akad. Ha, 96, 164, 1887; 98, 1310, 1889; 
106 , 605, 1896. 

*) Nach C. Cranz, Lehrb. d. Ballistik 2 , 461. Mit freundl. Erlaubnis des 
Verlages Julius Springer, Berlin 1926. 


Fig. 899. 



Schlierenbild eines liiegendon Jnfanterie- 
geschosses nach Cranz. 


Fig. 898. 




Wellen auf einer freien Flüssigkeitsoberflâche. 


§17. 
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Auf weitere Einzelheiten soll hier mit Rücksicht auf die schon erwâhnte 
auaführliche Darstelluug unter Einbeziehung der thermodynamischen Be- 
ziehungen in Band III, 1 (Kap. XXII, § 9 bis 16) nicht eingegangen werden. 

Fijç. 900, 


HchliorPnbild der Strbmung durch eine erweiterte Diise uaeh Prandtl. 



§ 17. Wellen auf einer freien Flüssigkeitsoberflâche. Vernach- 
làssigt man, wie meist zulassig, die Masse der von der Flüssigkeit mit in 
Beweguüg gesetzten Luftteile gegenüber der der Flüssigkeit, so ist die Be- 
dinguug für die freie Oberflache einfach die, daC dort der Druck gleich dem 
Luftdruck j)osein muû. Durch Beobachtung weiû man, daC bei der einfachsten 
Wellenbewegung die einzelnen Teilchen der Wasseroberllàche angenâhert 
Kreisbahnen beschreiben, Vou einem Bezugssystem au s, das sich mit der 
Fortschreitungsge.schwindigkeit der Wellenberge und -tàler mit den Wellen 
mitbewegt, ergibt sich offenbar eine statio- 
nâre Htrôrnung, auf die die Bernoulli- 
sche Gleichuug angewandt werden kann, 

Ygl. Fig. 901. Ist die Fortschreitungs- 
geschwindigkeit der Wellen = e, der 
Radius des Bahnkreises eines an der 
OberÜâche gelegenen Teilchens = r und die Umlaufszeit = 2\ also die 

* 80 wird in dem genannten Bezugs- 


Fig. 901. 



W elle obe wegn ng. 


Geschwindigkeit auf dem Kreise ~ 
System die Strôiiiungsgeschwindigkeit 


T 


Inr 
T ’ 


im Wellental = c 


'2nr 


auf dem Wellenberg ~ c — 

Der Hohenunterschied ist h — 2r, also gilt wegen der Druckgleichheit 

^ 2 gh = ^gr. 

Die Ausrechuung der linken 8eite gibt Suer T. Damit wird 


271 


( 1 ) 


und r fàllt heraus, d. h. die Wellengeschwindigkeit hàngt von der Hohe der 
Wellenberge nicht ab. Wenn nicht die Schwingungszeit T, sondern die 
Wellenlange X gegeben ist, so ist noch die Beziehung zu benutzen, daC bei 
dem Fortschreiten der Wellenberge und -taler mit der Geschwindigkeit c zum 
Durchsebreiten einer Wellenlange gerade die Schwingungszeit verbraucht 
wird, also 


X ^ cT 


(2) 


§ 17 . 
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Durch Wegschaffen von T ans (1) und (2) ergibt sich 


i/^ 

f 27t 


( 3 ) 



Iin Gegensatz zu den Schallwellen ergibt sich also bel den Wasservrellen eine 
starke Abhàngigkeit der Wellengeschwîndigkeit von der Wellenlânge. Lange 

Wellen laufen schneller 
Fig. 902. kurzen. Die 

Wellen kônnen sich,ohne 
sich wesentlicb zu stôreu, 
gegenseitig überlagern. 
Kurze Wellen werden 
von den langen auf den 
Rücken genommen, aber 
aie bleiben dabei gegen diese zurück. Die Stromlinien der Wellenbewegung 
in einem relativ zum ungestôrten Wasser rubenden Bezugsystem zeigt Fig. 902. 

Anmerkung; Die genauere Théorie ergibt, daû Formel (3) nur für flache 
Wellen gilt. hier unabhàngig von der Wellenhôhe; bei hohen Wellen ist die 
Wellengeschwîndigkeit jedocn etwas grôfier. Dort sind auch die Bahnen der 
Wasserteilchen nicht mehr gescMossen, sondern das Wasser kommt im Wellenberg 
raehr vorwarts, als es im Wellental wieder zurûckschwingt, vgl. die Nebenfigur 
rechts von Fig. 902. Es findet also in der Welle ein Wassertransport statt. 

Von der Geschwindigkeit, mit der die Wellenkôpfe fortschreiten, hier 
Wellengeschwîndigkeit (c) genannt, ist wobl zu uuterscheiden die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit einer Wellengruppe, die sogenannte Gruppen- 
geschwindigkeit c*. Man studiert diese Aufgabe am bequemsten durch 
Überlagerung zweier Wellen mit gleicher Amplitude, aber ein wenig ver- 
schiedener Wellenlânge. Die Betrachtung, die nicht nur für Wasserwellen, 
sondern ganz allgemein für Wellen gilt, deren Wellengeschwindigkeit von der 
Wellenlânge abhângt, die also eine ^Dispersion** haben, geht von einer ein- 
fachen Sinuswelle 

y = Asm (ftoj — Vf) 

2n 2 JT 

aus. Wird x um — vermehrt, oder t um , so nimmt der Sinus denselben 
fl V 

2 JC 2 TC 

W^ert wie voiher an, also ist k = — die Wellenlânge und T = -- die 

V 

Schwingungs zeit. Für fix — vt = const, also x — const t ist das 

Argument des Sinus zeitlich konstant, also auch ^ zeitlich konstant, was so viel 

V 

heiüt, daH die ganze Wellenform sich mit der Geschwindigkeit c = nach 

rechts verschiebt. Wir überlagern damit eine zweite Welle y' von derselben 
Amplitude, aber etwas geândertem fi und das wir mit fl' und v' bezeichnen, 
also y = Asm (fl' a? — v'f), dann gibt 

y y* z= A [sin (fix — vO "h sin (fi'a? — v'ü)] 
das Résultat der Überlagerung an. An den Stellen, wo beide Schwingungen 
gleichsinnig wirken, wird die Amplitude = 2 A, an denjenigen Stellen, wo sie 
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eich entgegenwirken, wird aie = 0; dieser Vorgang wird als eine Schwebung 
bezeichnet. Durcb Anwendung der bekannten Formel 


1 a n « 4 - OC — I 
stn a stn P = 2 stn — co8 - -- 


wird hier 


ÿ + ÿ" — 2A s«n X — ^ cas ^ ^ ^ — ^^2^ *) ' 


In dieser Formel stellt der Faktor sin (...) eine Welle mit dem Mittelwert 
von ft und p' bzw. v und v' dar, der Faktor 2 A cos (. . .), der sicb bei kleinem 
P — p' und V — V* nur langsam 
&ndert, kann als verànderlicbe Ampli- 
tude angesprocben werden, vgl. 

Fig. 903. Die „ Wellen gruppe‘‘ ist 
da zu Ende, wo der Kosinus = 0 ist. 

Die Fortscbreitungsgescbwindigkeit 

dieser Stelle, die Gruppengescbwindigkeit c*, ist also gemâÛ dem Früberen 
V — v' 

-= , oder für lange Gruppen (langsame Schwebung) genau genug 

P ^ P 




Schwebung. 


* 

^ dp' 

Für Wasserwellen wird nun gemàO Gl. (1) 


nach Gl. (3) ist aber 


daber ist 
also ist 



(4) 


Die Wellengruppen pflanzen sicb also mit der Geschwindigkeit i/jC fort oder, 
anders gesagt, in der Gruppe laufen die Wellenkôpfe mit der doppelten 
Geschwindigkeit der Gruppenfortpdanzung; es bilden sicb immer am hinteren 
Ende der Gruppe neue Wellen und verschwinden am vorderen Ende wieder. 
Bei den Wellen, die ein in rubiges Wasser geworfener Stein hervorbringt, ist 
dies sehr gut zu beobacbten. 

Sind zwei Flüssigkeiten von verscbiedenem Gewicbt übereinander- 
gescbicbtet, so kann die Grenzflâche ebenfalls Wellenbewegungen ausführen. 
Strômt die obéré Flüssigkeit mit einer Geschwindigkeit ûber die untere 
binweg, so sind nur die làngeren Wellen stabil, die kürzereu sind àbnlicb 
labil, wie dies in § 6 für die Bewegung zweier Flüssigkeitsstrôme langs einer 
Trennungsscbicbt gezeigt worden ist. Dies fübrt dann gegebenenfalls zu 
einer Vermischung der beiden Flüssigkeiten in der Zwisobenzone, wodurcb 
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wieder Stabilitàt der Strômung eintritt. Mit dem Anwachsen der Geschwindig- 
keit %Oi verscbiebt sich die Grenze zwischen Labilit&t und Stabilitàt nach den 
grôfieren Wellenlangen. Für die Bewegung von Luft über einer Wasserflë-che 
gilt Entsprecbendes, nur dafi statt einer Vermiscbung ein Überscblagen 
(Scbaumen) der Wellen eintritt. Zu jeder Windstârke gebôrt eine grôûte 
Wellenlânge, auf die der Wind labilisierend, also verst&rkend einwirkt. Die 
Amplituden der langeren Wellen werden nicbt vom Wind verst&rkt, diese 
treten daber gewôbnlicb gar nicbt in Erscbeinung. Zwiscben zwei Luft- 
schicbten verscbiedener Dicbte, wie sie in der Atmospbare vorkommeu, sind 
aucb Wellen der erwàbnten Art môglicb, die mancbmal durcb Wolken- 
bildungen sichtbar werden (Helmboltzscbe Luftwogen). 

Die im vorstebenden angegebenen Formeln gelten für Wellen in tiefem 
WasBer. Die Beziebungen ândern sicb, wenn die Wassertiefe klein gegen die 
Wellenlânge wird. Bei Wassertiefen gleicb einer balben Wellenlânge sind 
dabei die bisherigen Formeln nocb genügend genau. Für eebr kleine Tiefen, 
oder aber für sebr groQe Wellenlânge, wo die Wasserteile an der Oberflâcbe 
im wesentlicben wagerecht bin und ber geben mit im Vergleicb dazu sebr 
mâûigen Hebungen und Senkungen, mufi eine andere Recbnung Platz greifen. 

Man kann sie ganz analog derjenigen aus- 
fübren, die in § 15 für die Scballwellen 
angegeben worden ist. Es werde an- 
genommen, daH sicb ein „Scbwall“, in dem 
die Wasserbôbe über dem ebenen Grund 
Scbwall auf der Wasseroberflftche. von kj auf ansteigt, mit einer Gescbwindig- 

keit c nach rechts fortpdanze, vgl. 

Fig. 904. Vor der Ankunft des Schwalls seî das Wasser in Kube, nacb Er- 
hôhung des Wasserspiegels habe es die Geschwindigkeii w nacb rechts bin. 
Die Kontinuitât erfordert 

h^w = {hi — hi)c . (5) 

Die dynamische Gleicbung kann unmittelbar aus § 15 entnommen werden, 
wenn man P 2 — Pi = 7(^2 — setzt. Dies darf man, wenn es sich um 
einen sebr flacben Scbwall bandelt, bei dem die vertikalen Beschleunigungen 
vernacblâssigt werden kônnen. In diesem Falle darf man aucb für kj und 
wo sie als Faktor auftreten, einen Mittelwert einführen, ohne die Ungenauig- 
keit zu vergrÔÜern gegenüber der, die durcb die erste Vernacblâssigung scbon 
begangen wurde. Aus Gl. (2) von § 15 wird dann (mit y — ç g) 


wc = g{hi — h^) (6) 

In beiden Gleichungen ergibt sich tv proportional (kj — A, ). Dividiert man 
beide Gleichungen durcbeinander, so bleibt 

= gh (7) 


übrig. Durcb aufeinander folgende positive und négative Schwalle ergeben 
sicb aucb hier Wellen. Die Fortpâanzungsgescbwindigkeit solcher Wellen 
ergibt sicb gemâÜ Gl. (7) von der Gestalt der Welle uuabbângig (also 


Fig. 904. 




Wellen auf einer freien Flüssigkeitsoberfl&che. 


§17. 
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ebenso wie bei den Schall wellen keine Dispersion). Flache Wellen schreiten 
also mit der Geschwindigkeit c = fort. 

Diese Wellen- und Schwallgeschwindigkeit macht sich bei der Art 
des Fliefiens des Wassers in einem Flufilauf in àhnlicher Weise bemerkbar 
wie die Schallgeschwindigkeit bei Gasstrômungen. Ist die Strômungs- 
geschwindigkeit kleiner als die Scbwallgescbwindigkeit, dann macht sich ein 
Stau im FluO (durch ein Wehr oder dergleicben) fluBaufwàrts durch eine 
Spiegelhebung geltend; ist die vStrômungsgeschwindigkeit aber grdfier als 
die Geschwindigkeit kleiner Schwalle, so stellt sich am Wehr oder etwas 
davor ein stationârer endlich boher Scbwall ein (ein „Wassersprung“); 
stromaufw&rts von diesem ist aber der Lauf des Wassers in keiner Weise 
durch den Stau beeinâuBt. Irgendwelche Unebenbeiten am Rande des 
Gerinnes geben zu kleinen scbrâgen Schwallen AnlaÛ, die den in § 16 er- 
wàbnten scbrâgen Schallwellen sebr àbnlicb sind. Man bat die beiden 
Bewegungsarten eines Wassergerinnes mit Strômungsgescbwindigkeit kleiner 
oder grôfier als Wellengescbwindigkeit „Strômen“ und „SchieCen“ ge- 
nannt. 


Recbnet man für eine gegebene Strômungsmenge Qi für die Breiten- 
einbeit die zu wacbsenden Geschwindigkeiten gehôrigen Wassertiefen aus, so 
ergibt sich folgendes (vgl. Fig. 905); Die Spiegelsenkung vom ruhenden 


Spiegel aus ist h = ~ • Die zum Durch- 
2g 

6u6 der Menge Qi in der Ëinbeit der 
Breite nôtige Ôrtlicbe Wassertiefe ist 
Q 

a = ^ ; der Abstand des zugebôrigen Ge- 

w 

rinnepunktes unter dem ruhenden Spiegel 
ist danacb 


Fig. 905. 



Überstromen über einen Wehrrücken. 


2g^ w 


LâBt man nun w aile Werte von 0 bis oo durcblaufen, so beginnt e 
wegen des zweiten Gliedes mit oo und geht wegen des ersten Gliedes wieder 
auf oo zurück. Dazwischen muB also ein Minimum liegen, geradeso wie bei 
dem Stromfadenquerscbnitt einer Gasstrômung in § 16. Für dieses Minimum 
ergibt sich durch DifPerenzieren : 

y — -^ = 0, also M>=:yç,ÿ; 

damit 

Damit ist aber w ■=z ^ga^ d. h. gleich der Scbwallgescbwindigkeit der Wasser- 
tiefe a! Diese Rechnung ergibt also folgendes: Strômt Wasser über einen 
flacben Wehrrücken, so ist über der bôcbsten Stelle des Wehres die Wasser- 
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tiefe a — Vs Tiefe z des Wehrrückens unter dem rubenden Spiegel, und 
die GeBchwindigkeit ist dort|/ygj8r. Die DurchfluOmenge ist daher 

2 t / 2 

= aw == jz y- gz (8) 


Unterhalb des Webrrückens bat man scbieOeade Bewegung, die meist auf dem 
Wege ûber einen Wassersprung wieder in die strômende übergebt. 

Bei starker gekrümmten Wehren darf man nicbt mebr die Annabme 
macben, daO im ganzen Querscbnitt die gleiche Strômungsgescbwindigkeit 
berrscbe, die qualitativen Beziehungen bleiben aber dieselben wie bier^ vgl. 
auch § 9 des nâcbsten Kapitels. 



Zwôlftes Kapitel. 

Stromende Bewegnng der Fliissigkeiten nnd Base. II. 


Bewegung zâher Flûssijgkeiten; Turbulenz; Widerstânde; 
technische Anwendungen. 

§ 1. Zfthigkeit (innere Reibung). Aile wirklichen Fliissigkeiten be- 
sitzen eine gewisse y,Zahigkeit‘‘, die sich durch innere Reibung bei der Form- 
anderung âuCert. Besonders zahe Fliissigkeiten sind z. B. Honig, Glycerin, 
dicke ôle u. a. m. Zum Verstândnis des Wesens der Zâhigkeit sei zunachst 
folgendes einfache Beispiel betrachtet: Von zwei parallelen Platten, zwischen 
denen sich Flüssigkeit befîndet, bewege sich 
die eine mit der Geschwindigkeit V in ihrer 
Ëbene, wàhrend die andere in Ruhe ist . 

(vgl. Fig. 906). Unter der Wirkung der 
Reibung stellt sich dann in der Flüssigkeit 
ein solcher Bewegungszustand ein, daÜ die 
unmittelbar an den Platten befindlichen Schichten dieselbe Geschwindigkeit 
haben wie die Platten (an den Platten ^haften*^), die zwischenliegenden 
Schichten aber mit Geschwindigkeiten w, die dem Abstand von der ruhenden 
Platte proportional sind, übereinander weggleiten; 

M — r---. 

a 

Die Flüssigkeitsreibung auÜert sich dabei durch eine Kraft, die der Bewegung 
der oberen Platte Widerstand leistet und die für die Flàcheneinheit der Platte 
y 

die Grôüe t = a* - hat. In etwas allgemeinerer Formulierung ist die bei 
a 

dem Übereinander weggleiten erzeugte Schubspannung 




(Das Symbol Xy soll die X-Kraft pro Flàcheneinheit auf einem Flachenstûck 
bedeuten, dessen àufiere Normale parallel zur Y-Achse ist.) Die Qrôûe ^ 
heiUt Koeffizient der Flüssigkeitsreibung oder ZâhigkeitsmaC, auch 
kurz Zâhigkeit ^). 


D Bi® Bezeichnung /j. ist bei den Hydrodynamikern ûblich, nach dem Vorbild 
englischer Forscher. Die Physiker bezeicbnen die Zâhigkeit meist mit r} (Dimen- 
sion im CGS-System = gom~’ s'D- 
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Die Kenotnis dieser Tatsache genûgt bereits, um einige einfache Falle 
zu behaudeln, bei denen die Bewegung ebenfalls in einem einfachen Über- 
einanderweggleiten von Schichten besteht (sogenannte ^Laminarbewegung**, 
von lamina = Schicht). Hierher gebôrt die Bewegung einer reibenden (z&hen) 
FlûBsigkeit in einem geraden Rohr von Kreisquerschnitt. Der Druckunter" 
schied Pi — bewirkt an einem zylindrischen Flüssigkeitskôrper vom Radius y 
(Fig. 907) eine Kraft (pj — die Gegenkraft besteht aus der Reibung 


Fig. 907. 



auf der Manteldàche 2 7tyl, die pro Flâcheneinheit = tt, im ganzen also 
= 2nylx ist. Durch Gleichsetzen beider Krâfte ergibt sich 


J 2 


( 2 ) 


du t 

Aus Gl. (1) ergibt sich - ; 

dy (i' 


durch Intégration wird hieraus, wenn man 


gleich noch die Intégration skonstan te so bestimmt, dail die aullerste Flüssig. 


keitsschicht an der Rohrwand haftet, also in Rube ist, 


( 3 ) 

(r = Rohrradius). Die DurchfluOmenge l&üt sich nun auch berechnen. 
Es ist 

Q = ^2aÿdÿu = (*) 

0 


Diese Formel ist fur die Ërkenntnis des Reibungsgesetzes von grundlegender 
Bedeutung gewesen, da sie sich durch den Versuch mit groBer Genauigkeit 
nachprûfen laÛt; sic ergibt auch die besten Bestimmungen des Zë.higkeits- 
maCes p. Ihr Ergebnia, dafi die Durchflufimenge dem Druckgefâlle auf die 
L&ngeneinheit und der vierten Potenz des Rohrhalbmessers proportional ist, 
wurde von G. H âge n 1839 durch Versuche festgestellt *). Es wurde unab- 
hàngig davon noch ein zweites Mal von Poiseuille gefunden *). Gewohnlich 
wird es nach seinem zweiten Entdecker benannt, da die VerôfFentlichung von 
Hagen, der Ingénieur war, in Physikerkreisen anscheinend unbeachtet blieb. 
Es ist aber richtiger, es wenigstens „Hagen-Poiseuille sches“ Gesetz zu 
nennen *). Es sei hier scho'n bemerkt, dall das Hagen-Poiseuille sché 

Minuszeichen, da r hier entgegengesetzt wirkt alg im ersten Beispiel. 

G. Hagen, Poggendorfls Annalen 46, 423, 1839. 

<) Poiseuille, C. R. 11, 1840; 12, 1841; Mém. des Savants étrangers 9. 1846. 

Diese Ehrenrettung verdankt man Wolfg. Ostwald, Kolloid-Zeitscor. 86, 
99, 1925. 
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Gesetz nur in engen Rôhrchen bei allen praktisch erreichbaren Geschwindig- 
keiten zutrifft. In weiteren Rôhren tritt bei den grôfieren Geschwindigkeiten 
ein anderes Gesetz an seine Stelle. Diese Abweicbung rührt indes keineswegs 
von einer Ungenauigkeit des Reibungsgesetzes ber, dieses, sowie die Tatsacbe 
des Haftens an der Wand ist vielmehr durcb Versncbe mit engen Rôbren bei 
den meisten Flüssigkeiten mit aller Genauigkeit bestâtigt. 

Anmerkung: Nacb der Auffassung der kinetischen Gastheorie ist die 
Zàbifçkeit als ein Vorgang von Impulsaustausch benacbbarter verscbieden scbneller 
FJüssigkeitsscbicbten, beryorgerufen durcb die Ëigenbewegung der Molekeln, an- 
zuseben. Der Gescbwindigkeitsausgleicb benacbbarter Schicbten ist danacb als 
eine Art Ditiusionsvorgang (Diffusion von Impuls) anzuseben, und nacb den im 
vorigen Kapitel (§ 14, 2). abgeleiteten Beziebungen zu beurteilen. — In bocb- 
verdânnten Gasen, wo die „freie Weglânge“ nient mehr vernacblâssigbar klein 
gegen die Gefâfiabmessungen ist, bat man eine sebeinbare Gleitung an der Wand 
festgestellt, die dadureb zustande kommt, daS die aus der stromenden Flüssigkeit 
kommenden Molekeln im Mittel eine endlicbe Gescbwindigkeitskomponente parallel 
der Wand mitbringen, wàbrend die von der Wand zurückprallenden eine regellose 
Verteilung mit der mittleren Tangentialkomponente Null aufweisen, Der Mittel- 
wert der Tangentialgesobwindigkeit aller Teilcben ist dadureb von Null verscbieden. 
Bei Gasen von gew^nlicben Drucken, und noeb mebr bei tropfbaren Flüssigkeiten, 
ist die freie Weglange so klein, daü diese Ërsebeinung unmerklicb wir^ Fine 
ecbte Gleitung soheint gemâU neueren Beobaobtungen ûber Abweiebungen vom 
Hagen-Poiseuillescben Gesetz bei gewissen Schmierôlen vorzukommen. Diese 
ist durcb eine einigermaÜen regelmàJBige Réflexion der sebr groflen Molekeln an 
der Wand (im Gegeiisatz zu der ganz regellosen bei kleinen, in die molekularen 
Unebenbeiten der Wand eindringenden Molekeln) zu erklàren '). 

Die allgemeine Tbeorie der Flûssigkeitsreibung lebrt, dafl durcb die 
Formanderung der einzelneu Flüssigkeitselemente Spannungen von âbnlicber 
Art entsteben wie bei den elastiseben Kôrpern, nur mit dem Untersebied, dafi 
diese Spannungen niebt den Formânderungen, sondern den Formànderungs- 
gescbwindigkeiten proportional sind. Die Formeln für die neun Spannungs- 
komponenten (je drei auf den drei zu den Koordinatenaebsen senkrecbten 
Flàcben) lauten demnacb gemâfl den Lehren der Elastizitatstbeorie: 



Haben diese Spannungen an allen Stellen eines Gebiets denselben Wert (wie 
es bei affiner Formanderung des Gebiets der Fall ist), so balten sie sich 
ohne weiteres gegenseitig das Gleicbgewicht. Sind sie aber (bei allgemeinerer 
Art der Formanderung) von Ort zu Ort verscbieden, so entsteben durcb die 
ôrtlicbe Versebiedenbeit im allgemeinen Krafte, die, auf die Volumeneinheit 
bezogen, die Komponenten X* Y' Z' baben môgen. Nacb den in der Ëlasti- 
zitâtstheorie entwickelten Lebren ist 


^ Xgt , 0 -Xy 0 Xz 
'àx ày ^ cz 

und entsprechend für Y* und Z\ 


( 6 ) 


^) Mûndliobe Mitteilung von v. Kârmàn. 
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Duroh Einsetzen der Werte y on usw. aua Gl. (5) in Gl. (6) èrbait man 


X' = n 



der zweite Âusdruck in dieser Oleichung verschwindet, wenn die Strômung volumen- 
bestàndig verlâuft. Für Y' und Z* gelten entsprecbende Ansdrücke. 

Solcbe Krafte wie X* usw. treten bei den zâhen Flüssigkeiten zu den 
in § 3 des vorigen Kapitels erôrterten Kràften durch Druckunterscbiede (und 
gegebenenfalls den Massenkràften) binzu und bestimmen mit ihnen zusammen 
die Beschleunigung des Flüssigkeitsteilchens. 

Durcb Hinzafûgung der Ansdrücke (7) auf der recbten Seite der Enler- 
scben Gleicbungen (MaÜieroatiscbe Ergânzung zu Kapitel XI, § 3) entstehen die 
nNavier-Stokesscben Differentialgleicbungen der zâben Flûssigkeit. 

Im Falle einer Strômung, bei der âbnlicb wie bei den oben behaudelten 
die u-Komponente vorherrscht und sich in der Y-Richtung am stàrksten 
ândert, ist Xy [= r von Gl. (1)] die hauptsâcblicbste Spannung, und es wird 


0 X" 

daber von der Kraft X' der Anteil ^ - am meisten hervortreten. Dieser 


dy 


d^u 


wird dann nacb Gl. (5) im wesentlichen durch [i wiedergegeben; er tritt 
dann [vgl. etwa Gl. (2) von § 3 des vorigen Kapitels] hauptsachlich mit dem 
Druckgefâlle — und der „Trâgheit8kraft“ i) — 

benenfalls àhnlichen Gliedern) in Wecbselwirkung. Die Recbnungen sollen 
jedocb hier nicht weiter verfolgt werden, da ihre Durcbführung bis zum End- 
resultat im allgemeinen auf sehr groüe Schwierigkeiten stôÜt. Statt dessen 
soll hier eine Betrachtung über mechaniscbe Àhnlichkeit durchgeführt werden, 
die zur Gewinnung eines allgemeinen Überblicks von groüem Nutzen sein wird. 


§2. Mechaniscbe Ahnlichkeit; Reynoldssche Zabi. Es handelt 
sich hierbei um die Frage, wann wird bei geometrisch àhnlichen àufieren 
Umstànden (geometrisch àhnlichen Kanàlen, geometrisch àhnlichen Kôrpern 
in der Flûssigkeit usw.) auch die Bewegung der Flûssigkeit geometrisch 
àhnlich verlaufen? Man kann die Antwort zunàchst so formulieren, daÛ hierzu 
in den zu vergleichenden Fàllen an àhnlich gelegenen Stellen das Verhàltnis der 
drei Krafte Druckgefâlle, Reibungskraft und Tràgheitskraft das gleiche sein 
muC. Da zwischen den drei Kràften die Bedingung des Gleichgewichthaltens be> 
steht, brauchen nur zwei von ihnen weiter betrachtet zu werden, als welche Trâg- 
heitskraft und Reibungskraft gewàhlt werden, da das Druckgefâlle — wenigstens 
bei volumenbestàndigen Strômungen — nichts genûgend Charakteristisches an 
sich hat. Die verschiedenen geometrisch àhnlichen Strômungen sollen nun 
durch irgend welche charakteristische Lângen Zj, ?2 (z. B. Durchmesser 

oder Lange eines Kôrpers, lichte Weite eines Kanals oder dergleichen) und 
durch charakteristische Geschwindigkeiten Vj, Vg, usw. (z. B. Bewegungs- 
geschwindigkeit eines Kôrpers oder mittlere Geschwindigkeit in einem be- 


Unter „Tràgheit8kraft‘‘ ist der Widerstand einer tràgen Masse gegen Be- 
schleunigung zu verstehen, sie ist also = — Masse X Beschleunigung, vgl. Kap. IV, 
§ 24. 
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stimmten Kanalquerschnitt) gekennzeichnet werden. Die Dichten und Z&hig^ 
keiten kônnen auch verscbieden sein und pg usw., bzw. fij, fi^ usw. beiCen. 
Die Komponenten der Tràgbeitskràfte, von denen eine (siebe oben) 


P d (u^) 

2 ex 


— QU 


du 

dx 




lautet, müssen sicb bei den àbnlicben Strômungen wie die Produkte p j ver- 

l 

halten, da der angenommenen Àbnlicbkeit wegen die u-Werte an entsprechen- 
den Punkten und daber aucb kleine Differenzen davon sicb wie die cbarak- 
teristiseben Gescbwindigkeiten Vj, v^y und die Làngen x und y und aucb kleine 
Differenzen davon wie die cbarakteristischen Lângen 1^, verbalten. Die 


Reibungskrâfte dagegen werden sicb entsprecbend dem Ausdruck /i 


02 m 


^ verbalten. (02 m bedeutet eine von der zweiten Ordnung kleine Ge- 

scbwindigkeitsdilîerenz, verbàlt sicb also wie die Gescbwindigkeit v, 0i/2 ist 
aber das Quadrat einer kleinen Lângendifferenz und verbâlt sicb wie Py wenn 
âbnlicb gelegene benaebbarte Punkte berangezogen werden.) Unsere Forde- 

rung der mecbaniseben Abnlicbkeit kommt also darauf hinaus, daO und 


V 


l 

in den verglicbenen Fallen in einem festen Verbâltnis steben. Seiner 

Bedeutung nacb (Verbâltnis zweier Krâfte pro Volumeneinheit) muÛ dies 
VWbâltnis eine reine Zabi sein. Es ist 


P P V 

~ ~~ * tT 


QVI 

H' ’ 


die iTiecbanische Àbnlicbkeit zweier Système 1 und 2 ist also zu erwarten, wenn 




== * - =r const. 

P2 


( 1 ) 


ist. Man nennt diese Zabi, die das Verbâltnis der Trâgheitskrâfte zu den 
Zâbigkeitskrâften cbarakterisiert, zu Ebren des Entdeckers dieses Àbnlicbkeits- 
gesetzes, Osb orne Rey nolds'), die Reynoldsscbe Zabi. Das Verbâltnis 
ft/p (Zàbigkeit : Dicbte) wird kinematisches ZàbigkeitsmaC genannt und 
mit V bezeiebnet. Es bat die einfacbe Dimension L^JT. 

Irgend ein Strômungszustand einer reibenden Flüssigkeit kann dureb den 

O “V 1/ V Jf 

seiner Reynoldsscben Zabi ^ : 


Wert 


cbarakterisiert werden. 

fl V 

Dabei bedeutet kleine Reynoldsscbe Zabi überwiegende Zahigkeitskrâfte, 
und groHe Reynoldsscbe Zabi überwiegende Trâgbeitskràfte. Wie noeb ge- 
zeigt werden wird, sind die Bewegungsgesetze der Flüssigkeiten und die 
Gesetze für die Bewegungswîderstànde für diese beideu Fâlle sehr verscbieden. 
Wie man aus dem Bau der Formel (1) erkennt, ist neben dem Zàbigkeits- 
maû aucb die GrüÜe der Raumabmessungen und Gescbwindigkeiten von ent- 


D O. Reynolds, Fbil. Trans. 1883 = Papers II, 61. 
MttII«r-Poaillet I, a. 11. Âufl. 
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Bcheidendetn Ëinâufi. Bei sehr winzigen raumlichen Abmessungen werden 
die fur kleines geltenden Gesetze für aile praktisch vorkommenden Ge- 
schmndigkeiten gelten, fûr groÜe Abmessungen dagegen nur bei sehr kleinen 
Geschwindigkeiten oder bei sehr zâhen Flüssigkeiten. Es ist noch von 
Interesse festzustellen, dafi bei Ëinhaltung der Àhnlichkeit (gleiches 0? bei 
geometrisch âbnlichen âufieren Umstànden) die bei der Bewegung auf- 
tretenden Druckunterschiede sich wie ç v* oder, was wegen (1) dasselbe ist, 


wie verhalten. 


Hier môgen einige Werte des kineuiatischen Zàhigkeitsmafies ange- 
geben werden: 


Wasser von 0® 

n « 200 

« ” 50« 

» « 1000 

Quecksilber „ 0® 

« » 1000 

Glycerin „ 20® 

Luft „ 0® und 760 mm 

„ „ 100® „ 760 „ 

» » 0® „ 7,6 „ 


V — 0,0178 cmVsec 

V = 0,0100 „ 

V ^ 0,0056 „ 

V — 0,0030 

V = 0 00125 „ 

V = 0,00091 „ 

V = 6,8 

= 0,133 „ 

V = 0,245 

V = 13,3 „ 


§3. Bewegung von Korpern in zâhen Flüssigkeiten. Stokessclie 
Formel. Grenzschichten. Die mathematische Behandlung der Bewegung 
von Kôrpern in einer zàhen Flüssigkeit bat sich als so schwierig erwiesen, 
daÛ bisber nur Grenzfâlle sich der Behandlung zugànglich erwiesen haben, 
nàmlich einmal der Grenzfall sehr groCer Zàhigkeit, also sehr kleiner Rey- 
noldsscher Zabi, und der sehr kleiner Zàhigkeit, also sehr groOer Reynolds* 
scher Zahl. 1. Bei starkem Überwiegen der Zàhigkeit, wie es eiiier- 
seits in sehr zàhen Flüssigkeiten (z. B. flüssigem Leim), andererseits bei sehr 
winzigen Abmessungen auch in gewohnlichen Flüssigkeiten vorhanden ist, 
kann jede Tràgheitswirkung als klein gegen die Zàbigkeitswirkungen ver- 
nachlàssigt werden, und man bat nun an jedem Flüssigkeitsteil Gleichgewicht 
zwischen dem Druckgefàlle und der Reibungskraft anzusetzen. Die Reibungs* 
kràfte an der Volumeneinheit sind nach den Ausführungen von § 2 für geo- 

u V 

metrisch âhnliche Fàlle proportion al , die Druckkràfte folgen wegen des 


Gleichgewichts derselben Beziehung, so daü hier geometriscbe Ahnlichkeit 
auch immer mechanische Àhnlichkeit nach sich zieht; vergleichbare Volumina 
verhalten sich wie Z®, so da6 die gesamten Widerstandskrâfte sich wie das 
Produkt ^ivl verhalten müssen. Man hat an einigen einfachen Kôrper- 
formen die Strômung berechnen konnen und dabei auch den Bewegungs- 
widerstand ermittelt. Am bekanntesten ist die Stokessche Lôsung für die 
Bewegung einer Kugel, die einen Widerstand 


W — 


( 1 ) 


ergibt und die für die Fallbewegung kleiner Trôpfchen von Bedeutung ist 
{v = Geschwindigkeit, a = Radius). Es ist hier der Widerstand gleich 
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Gewicht minus Auftrieb zu setzen, also wird, mit Qi = Dichte des Tropfens 
und Oj = Dichte der umgebenden Flüasigkeit, 


4 Jt 

6ntiva= 3 (Pi— pa)ÿo*, 


was ein« Fallgeschwiudigkeit 




g 


( 2 ) 


ergibt. Die Formel gilt nur für Reynoldssche Zahlen, die klein gegen 1 
sind, (Für Wassertrôpfchen in Luft ergibt sich v = 1,3. 10* a*, wobei a in 
Zentimetern einzusetzen ist; die Formel ist gültig für Trôpfchen, deren Radius 
kleiner als Yio(,mm ist. Solche Trôpfchen kommen in feinem Nebel vor.) 

Man kann diese ganze Gruppe von Flüssigkeitsbewegungen als „schlei- 
chende Bewegungen" bezeichnen. 

Der Grenzfall der aehr groQen Reynoldsschen Zabi oder der aehr 
kleinen Reibung würde durch ein vôlliges Zurücktreten des Reibungs- 
einflusaea gekennzeichnet sein, also einfach die in § 3 bis 11 des vorigen 
Kapitels behandelte Bewegung der reibungslosen Flüasigkeit ergeben, wenn 
nicht die Bedingung des Haftens an der Wand hinzukame, die von der 
reibungsfreien Flüssigkeitsbewegung nicht erfüllt werden kann. Eine nahere 
Unterauchuug zeigt nun, daû die wenig reibende Flüasigkeit 
sich zwar da, wo keine Wande sind, so gut wie eine reibungs- 
lose Flùssigkeit verhàlt, daû sich aber an den Wànden unter 
dem Einfluû der Reibung eine dünne „Grenz8chicht“ ausbildet, 
in der die Geachwindigkeit von dem Wert, der der reibungs- 
freien Bewegung entspricht, auf denjenigen übergeht, den 
das Haften an der Wand erfordert. Die Grenzachicht ist 
dabei um so dünner, je kleiner die Zâhigkeit ist. Die 
Reibungskràfte pro Volumeneinheit sind dann zwar im Innern 
der Flüasigkeit aehr klein, in der Grenzachicht dagegen sind in Wandnahe. 
aie von der Grôûenordnung der Tràgheitakrafte, da ja hier 
durch die Reibungskràfte die Geschwindigkeiteu um endliche Betràge geàndert 
werden. Fig. 908 stellt die Geschwindigkeitsverteilung in einer Grenzschicht 
dar. Ist die Dicke der Grenzschicht von der Grôûenordnung Ô und die 
Kôrperabmessung in der Strômungsrichtung von der Grôûenordnung l, so ist 


Pig. 908 




U 

die Reibungskraft senkrecht zur Oberflàche) von der Grôûenordnung 

uv QV^ 

die Tràgheitskraft wie früher von der Ordnung -y ; die Gleichsetzung 


dieser beiden Ausdrücke liefert 



Eine Abschâtzung mit demselben Ëndergebnis gewinnt man auch durch die 
folgende Impulsbetrachtung für eine Strômung entlang einer ebenen Flatte. 
Die Lange der Flatte sei ?, die Breite b, die Geschwindigkeit der Strômung tr, 

70 * 
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die ungefahre Dicke der Grenzschicht ô (Fig. 909), dann ist die sekundlich 
in die Grenzschicht geratene Masse gbÔw (das Zeichen bedeutet pro- 
portional); diese Masse, die mit der Geschwindigkeit w ankam, verliert in der 
Grenzschicht einen bestimmten Bruchteil davon; der Impuls, der dem ent- 
spricht, ist Masse x Geschwindigkeitsverlust und ist sonach proportional 
Qbô .w^. Dem Impuls muB gleich sein die durch die Reibung an der Wand 

auf die Flüssigkeit ausgeübte 
Kraft. Nach GI. (1) von § 1 
kann diese gesetzt werden 
w 

^lb^‘ Aus der Propor- 

tionalitât der beiden Ausdrücke 
folgt, daB wie oben 

. . (3) 

f QtO W 

Das Verhàltuis y ist demnach 

sr Reynoldsschen Zabi. Diese 

Beziehung gilt in gleicher Weise für aile stationâren Grenzschichten. Man 
kann in vorstehende Formel auch die Zeit einführen, wàhrend der das einzelne 
Flüssigkeitsteilchen an dem Kôrper entlangstrômt. Für Teilchen, die nicht 
allzu nahe an der Oberflàche liegen, ist diese Zeit von der GroOenordnung 
I 

< ~ , 80 daC roan auch 

w 

d (4) 

schreiben kann. Diese Formel kann auch für Bewegungen, die erst vor einer 
kürzeren Zeit t aus der Ruhe beraus begonnen baben, Verwendung ônden 
und lehrt, daS die Grenzschicht am Beginn der Bewegung proportional der 
Wurzel aus der Zeit zunimmt. 

Es ergibt sich also, daC jeder in schwach reibenden Flüssigkeiten be- 
wegte Kôrper eine dünne Flüssigkeitsschicht mit sich schleppt. Für Flüssig- 
keitsstrômungen durch kürzere Kanàle usw. gilt das gleiche. Bei langeren 
Kanalen wird nach Gl. (3) die Grenzschicht mit der Wurzel aus der Ent- 
fernung vom Kanaleinlauf wachsen und daher bei genügender Kanallange 
das ganze Innere erfûllen, d. h. die Reibungswirkungen werden sich über den 
ganzen Kanalquerschnitt verbreiten *). Diese Verbreitung erfolgt übrigens 
in vielen Fàllen viel schneller, als nach Formel (3) zu erwarten ist, durch 
einen Vermischungsvorgang, der als Turbulenz bezeichnet wird, vgl. § 4. Der 
Strômung gemâB Fig. 908 entsprechen Schubspannungen an der Wand, die 
sicb zu einem Reibungswiderstand zusammensetzen. Bei der Flatte von 

D Vgl. hierzu die Ausführungen S. 1132. 


Fig. 908. 



■i 


V 1 . . 

, = also eine reine Funktion é 
wl 



§4. 


Turbulenz. 


1109 


Fig. 909 ergibt sich hierbei folgendes: Die Schubspannung t ~ 
hier abschâtzend 


T ~ ft- 




du . , 
Il wird 
oy 


ist b die Breite der Flatte, so ist die gesamte Oberflâche O = 2 b l, der 
Widerstand ist daher 

W 2bl.t ~ Z&h\. b ^ y, QÏw^ (5) 

Man vgl. hierzu auch die Ausführungen S. 1148. 


§ 4. Turbulenz. Bei der Strômung einer zàhen Flüssigkeit durch 
lange gerade Rôhren macht man die Beobachtung, daO bei hôheren Geschwin- 
digkeiten das in § 1, Formel (4) angegebene Hagen-Poiseuillesche Gesetz 
(Druckabfall proportional mit der DurchduBmenge) von einem anderen Gesetz 
abgelôst wird, bei dem der Druckabfall nahezu der zweiten Potenz der Durch- 
flufimenge proportional ist. Gleichzeitig wird festgestellt, dal5 die Strômung, 
die im Bereich des Hagen-Poiseuilleschen Gesetzes ganz glatt und gerad- 
linig erfolgt, bei den hôheren Geschwindigkeiten von uuregelmàihg wirbelnden 
Mischbewegungen durchsetzt ist. Dies ist bei der Strômung durch Glasrohre 
sehr deutlich zu sehen, wenn man mittels einea dünnen Rôhrchens etwas ge- 
f&rbte Flüssigkeit in den Strom bringt. Diese bildet bei den kleinen Ge- 
schwindigkeiten einen sauberen geraden Faden, bei den grôQeren wird der 
Faden eine kürzere oder langere Streoke hinter dem Ëinlauf zerrissen, und 
die Farbe erfüllt die Flüssigkeit von da ab fast gleichfôrmig. Man nennt 
die glatte Bewegung „laminar“, die wirbelnde „turbulent“ i). Durch die in 
§ 2 behandelte Ahnlichkeitsbetrachtung war O. Reynolds in den Stand ge- 
setzt, vorauszusagen, daC, wenn man Rohre verschiedener VVeite und ver- 
schiedene Flüssigkeiten untersucht, der Umschlag von dem laminaren zum 

w T 

turbulenten Zustand immer bei demselben Zahlwert von erfolgen muC 

\w ~ mittlere Geschwindigkeit, r = Rohrhalbmesser] *). Dies trifft, wenn 
die Bedingungen für das Zustrômen zum Rohr auch genügend gut überein- 
stimmen, in der Tat zu, Zum Beispiel ergibt sich für ein Rohr, das mit 
scharfer Kante an ein Gefâû mit ebener Wand anschlieÛt, die „kritische 
w T 

Reynoldssche Zahl“ ~ = 1400®). Bei guter Abrundung des Einlaufs und 


In dem Schrifttum der Ingenieure findet man dafür auch die Bezeichnung 
„gleitande^ und „âiellende" Strômung, und auch die andere: ^Bandstrômunff*^ una 
^Flechtstromung**. Der letztere Ausdruck ist nicht gerade glücklich gewahlt, da 
ein Geflecht im allgemeinen ein sehr regelmafiiges Gebilde ist, die turbulenten Be- 
wegungen aber gerade sehr unregelmafiig sind. 

®) Die Ingenieure setzen gewôhnlich in ihre Formeln nicht den Halbmesserr, 
sondern den Durchmesser d des Rohres ein. Da d — 2r ist, ist natürlich auch 

= 2*^^* Um die beiden Arten von Reynoldsschen Zahlen zu unterscheiden, 

V V 

14) T 14) d 

soll = Üli und = Süg geschrieben werden; es ist also 31a = 2 81i. 

®) L. Schiller, vgl. Fufinote S. 1131. 
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guter BeruhiguDg des Flûssigkeitsinhalts des GefâOes geht — bis 20 000 und 

hôher, bei sehr unregelmaOigem Einlauf geht es bis etwa 1160^) herunter. 

Der Aufklàrung der Frage nach Entstehung der Turbulenz ist schon 
viel Scharfsinn, besonders von mathematischer Seite gewidmet worden, ohne 
dafi bisher eine wirklich befriedigende Ërklàrung gefunden worden wâre. 
DaB aber durcb die einmal vorhandene Turbulenz eine Vermebrung der 
Reibung eintritt, ist nach den Darlegungen von § 14 des vorigen Kapitels 
wohl verstàndlich. Dort war gezeigt, daB îm Falle von Geschwindigkeits- 
schwankungen aus den durch die Schwankungen resultierenden Impuls- 
betràgen scheinbare Spannungen resultieren, so z. B. eine Schubspannung 
r' “ — çu' v\ wo tt' und v* die Abweichungen der Geschwindigkeitskompo- 
nenten u und v von ihreiri zeitlichen Mittelwert u und v bedeuten. üm zu 
einer praktisch verwendbaren Formel zu gelangen, muB versucht werden, die 
GrôBe der Geschwindigkeitsschwankungen u' und v' durch andere GrôBen 
auszudrücken. Es zeigt sich, daB hierfür eine Lange wesentlich ist, die man 
als Durch messer der jeweils einheitlich bewegten Flüssigkeitsballen deuten 
kann, aber auch als den Weg, den diese Flüssigkeitsballen relatîv zur übrigen 
Flùssigkeit zurücklegen, bevor sie durch Vermischung mit der umgebenden 
turbulenten Flüssigkeit ihre Individualitàt wieder einbüBen. Man kann nicht 
von vornherein sagen, daB diese beiden Lângen einander genau gleich waren, 
es ist aber zu erwarten, daB sie einander im wesentlichen proportional sind. 
Es sei nun eine Stromung angenommen, in der die Geschwindigkeit quer zu 
den Stromlinien veranderlich ist. Wird nun — vgl. Fig. 910 — eine 
Flüssigkeitsmasse von einer Stelle y, wo die mittlere Geschwindigkeit -^u^y) 
ist, in der Richtung quer zur Stromung um den Betrag l verschoben, so 
unterscheidet sich ihre Geschwindigkeit von der des neuen Ortes um 

Ü{y-\-l) — ü{y\ wofür in erster Nàherung geschrieben werden kann. 

Cy 

Dieser Wert gibt — zum wenigsten der GroBenordnung nach — den Betrag 
der Schwankung u' an. Der Betrag von v' ergibt sich aus der Annahme, 
daB zwei Flüssigkeitsballen, die von verscbiedenen Seiten in die fragliche 
Schicht eingetreten sind und sich nun hintereinander her bewegen, sich mit 
'ô il 

der Relativgeschwindigkeit 2 l nâhern oder voneinander entfernen, was 

Cy 

AnlaB zu Quergeschwindigkeiten gleicher GroBenordnung gibt. Es mu B also 

auch v* von der GroBenordnung l sein. Bei der Bildung des Mittelwerts 

u' v' komrat es noch auf die Vorzeichen der gleichzeitig zusammentreffenden 
u- und ^^;-Komponenten an. Man sieht aber leicht, daB beim Durchschreiten 
der in Fig. 910 gestrichelt gezeicbneten Kontrollüache die aufwârts bewegten 
Teile zu langsam sind, die abwàrts bewegten dagegen zu schnell, es gehôren 
also zu positivem v' négative u\ zu negativem v' positive u'. Das Produkt u' 


L. Schiller, vgl, Fuûnote 8 . 1131. 



Einzelheiten turbulenter StrQtuungen. 


ist daher beidemal negativ, die scheinbare Schubspannung daher positiv und 

jedenfalls von der Grôfienordnung Q * VVenn man die auftretenden 

unbekannten Proportionalitâtafaktoren willkürlich = 1 setzt, so verschiebt 
sich nur die Bedeutung von l noch einmal etwas. Damit in der Formel 

0 Û 

richtig zum Ausdruck kommt, daÛ positivem ^ — eine positive Schubspannung, 

0 U 

und negativem eine négative Schubspannung entspricht, mufi die Formel 
nun geschrieben werden: 


r' = QP 


du dû , 


^ dy ' ^ ' 

Aus dieser Formel, die, wie erwàhnt, nur einen Nàherungsausdruck darstellt, 
ist zu entnehmen, daC die scheinbaren Spannungen, die durch turbulente 
Mischbewegungen hervorgebracht werden, sich bei 
GrôGenànderung der Geachwindigkeit proportional dem 

Quadrat der Geachwindigkeit andern. In der Tat , 

zeigenalle hydraulischen Widerstânde im wesentlichen -ff 

dieses Verhalten. Die Lange ï, die wir nun „MischungS“ "" 

weg** nennen wollen, hat eine gewisse Verwandt- 
schaft zu der freien Weglânge der kinetischen Gas- y///////^//7y/// 7 / 
théorie (vgl. Band 111, 2, Kap. I, § 11). Dort wird der 

durch die Molekularbewegung hervorgerufene Impulstransport in ganz ent- 
sprechender Weise betrachtet, wie das hier mit dem Impulstransport 
durch die grobe („molare“) Bewegung ganzer Flüssigkeitsballen der Fall 
war. Die Abweichungen des Geschwindigkeitsmittels der von unten oder 
, . , ^ , . ... » , 0 w ^ 


oben kommenden Teilchen ist wie hier u' 


die Geschwindig- 


keit des Quertransports v' ist dort aber nicht proportional sondern 
sie ist gleich der Geachwindigkeit der Molekularbewegung c. Damit werden 
die durch Molekularbewegung hervorgebrachten Schubspannungen, die wir 
schon als Zàhigkeitsspannungen kennen, proportional der ersten Potenz von 

- — usw. Die freie Weglânge ist bei Gasen umgekehrt proportional der 

à y 

Dicbte, so daÛ hier der die Zàhigkeit darstellende Faktor, in dem das Produkt 
P II vorkommt, unabhângig von der Dichte ist. 


§ 5. Einzelheiten turbulenter Stromungen. Der Mischungsweg l 
der turbulenten Bewegung ist im allgemeinen von Ort zu Ort veràuderlich. 

a) Bei solchen Vorgàngen, wie bei der Vermischung eînes freien Strahles 
mit der ihn umgebenden ruhenden Fiüssigkeit, empfiehlt es sich und ist auch 
ganz plausibel, den Mischungsweg in Jedem Querschnitt proportional der 
dortigen Strahlbreite zu setzen: I = oc b. 

1) |a| = „Betrag von a" heiüt, dafi der Betrag von a positiv einzusetzen ist, 
gleichviel ob a positiv oder negativ ist. 
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Unter h kann man z. B. den BasishalbmeBser einer parabolischen oder para- 
boloidischen Geschwindi^keitaverteilung Terstehen, deren HôchstgeBohwiadiÿeit 
und Strômungsmenge mit der der wirkliohen Strômung ûbereinstimmen. Ëine 
derartige Festsetzung ist erforderlioh, da die wirkliohe Strômung ohne greifbare 
Grenze diffus in die âuüere Flüssigkeit ûbergeht. Mit solcber Festsetzung ergeben 
sioh Werte fûr a, die um 0,12 herum liegen. 

Die Beobachtung zeigt, daB die Ausbreitung solcber freien Strahlen in 
einera genügend grofien von ruhender Flüssigkeit erfûllten Raum so vor sich 
geht, daB, abgesehen von der nâchsten Umgebung der AusBuBstelle, die Strahl- 
breite sehr genau proportional der Entfernung von der AusfluBstelle ist. Die 

Geschwindigkeit nimmt dabei mit 
Fig. zunehmender Entfernung ab. In 

f I k ganzen Strahl herrscht ziemlich 

^ genau der Druck der Umgebung'). 

W Die Gescbwindigkeitsabnabme mit 

/I 1 ^ zunebmender Entfernung wirddaher 

lediglicb durch die Reibungsspan- 

Di® Ge- 

schwindigkeitsabnabme bestimmt 
sich dabei nicht so, daB durch aile Querschnitte dieselbe Menge strômt; dies 
ist auch nicht der Fall, da beim Weiterstrômen immer neue ruhende Flüssigkeit 
mitgerissen wird. Wegen des konstanten Druckes ist vielmehr der Impuls 
des Strahles, J == q jju^dF^ konstant (vgl. voriges Kapitel, ^ 12). Es wird 
J = Zabi . P 2 . 52 ^ wo Ui die grôBte Geschwindigkeit in dem Querschuitt 
ist. Daraus, daB J konstant ist, folgt also Ui proportional mit 1/b, also auch 
mit l/x. Die Strômung verlàuft etwa nach Fig. 911. 

Mit diesem Verhalten von b und ist die Formel (1) von § 4 im besten 
Einklang. '>Maa kann, ausgehend von dieser Formel, nicht nur dieses Verhalten 
herleiten, sondern auch die Geschwindigkeitsverteilung im einzelnen berecbnen, 
wobei nur die Konstante « oder eine ihr entsprechende willkürlich bleibt. Das 
oben geschilderte beobachtete Verhalten des sich ausbreitenden Strahles bildet 
also einen Beweis für die Zulassigkeit von Formel (1) des § 4. Wie man ohne 
eigentliche Durchfuhrung der Rechnung eine Abschatzung erhalten kann, die be- 
reits die wesentlichsten Beziehungen liefert, sei hier kurz dargelegt. 

Es sei wie oben l = ab gesetzt. Der Impulssatz liefert Mj b = const = C. 
Für die Schubspannung t' = — (Vorzeichen gilt für positive y) erhàlt 

man einen Mittelwert über den Querschnitt, wenn durch — ^ angenàhert wird. 
Damit wird 




Die Kraft auf die Volumeneinheit ist gemaB Formel (6) von § 1 = ; t nimmt 

von der Mitte aus von Null bis zu einem Maximum zu und dann wieder bis auf 


') Bei der Behandlung des gewôhnlichen FlüBsigkeitszerstâuberB ündet man 
gelegentlich die Behauptung, daB in dem Strahl nach dem Bernoulli schen Satz 
bei der Gesohwindigkeitsabnabme ein Druckanstieg stattfande und daher an der 
AufifluBstelle ein Unterdruck vorhanden sei, durch den die Flüssigkeit angesogen 
würde. Das ist unrichtig; der Bernoullische Satz gilt nur für Abwesenheit von 
Reibungsspannungen, hier aber sicher nicht. Das Ansaugen erfolgt vielmehr durch 
das Umstrômen der senkrecht in den Strahl hineinragenden Eohrmündung. 
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Einzelheiten turbulenter Btrômungen. 
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dr' 

Null ab, ^ ist also erst negativ, dann positiv; in dem ersteren Gebiet wird die 

Hauptstrômung verzôgert, in dem zweiten die mitgeriasene Luft beschleunigt. Für 
Ô 

die mittlere Strômung kann ~ gesetzt werden. Die Gleichung: Masse X Be- 
schleunigung = Kraft liefert also für ein Volnmenelement der mittleren Strômung 


du dt* 
dx " dy 


— Q 


a 

b 


wobei auoh links îi = geschrieben werden kann, also 


dux 

A 

ô X 

Mit Mj = G/h (Impulssatz) und = 


__ «2 i/j 

" ô * 
G db 
■ P dx 


wird 


db 

dx 


also b u^Xf entsprechend der experimentellen Feststellung. 

b) Bei Strômungen entlang von Wânden mufi der Mischungsweg bei 
Annâherung an die Wânde gegen Null gehen; dies geht aus seiner Bedeutung 

0 U 

unmittelbar hervor. Hieraus ergibt sich, daÛ ^ - im Innern der Strômung 

sehr klein wird, in der Nâhe der Wânde aber grofie Werte annimmt. Fig. 912 
zeigt eine turbulente Geschwindigkeitsverteilung im Rohr im Gegensatz zur 


Fig. 912. Fig. 913. 



Geschwindigkeitsverteilung der tuibu- (Jeschwindigkeitsverteilung der laininaren 

lenten Strômung in einem Rohr. Strômung in eiuem Rohr. 


laminaren, Fig. 913. Derartige turbulente Gescbwindigkeitsverteilungen lassen 
sich weitgehend durch Potenzgeaetze darstellen, so weist die Strômung làngs 
einer glatten Wand bei nicht allzu groOen Reynoldsscheu Zahlen Gescbwindig- 
keiten proportional der siebenten Wurzel aus dem W’andabstand auf ï). Bei 
grôÜeren Reynoldsscheu Zahlen ist die achte Wurzel beobachtet. Bei 
rauhen Wânden ergeben sich niedrigere Wurzeln, z. B. die fünfte. Diesen 
Gescbwindigkeitsverteilungen entsprechen Mischungswege nach Formel (1), 
die proportional bzw. y’/» bzw. sind, wo y den Wandabstand bedeutet. 
Diese GesetzmâQigkeiten, für die keine theoretische Begrûndung vorhanden 
ist, müssen einstweilen als Interpolationsformeln angesehen werden. 

Aus den Yersuchen über den Druckabfall in Rohren, vgl. § 9 Gl. (4), lâüt 
sich fur Reynoldssche Zahlen bis etwa 40000 die Nâherungsformel für die Schub- 
spannung an der Wand angeben: 

..... = J'-î’G;)'" (■) 

wobei die Geschwindigkeit in der Mitte, r den Rohrradius and ^ eine Zabi 
ungefâhr von der Grôfie 0,046 bedeutet. Ist u die Geschwindigkeit an irgend einer 


D Vgl. V. Kàrraàn, Zeitsohr. f. angew. Math. a. Mech. 1, 238 and 
Prandtl’Betz, Ergebnisse der Aerodyn. Yersachsanstalt za Gôttingen, IlI.Lieferang 
1927, S. 1 ff. 
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Stelle und y der zugehôrige Wandabstand) und wird nach früherem u propor- 
tional y^h gesetzt, so Tâfit sioh für Formel (1) auch sohreiben 


‘ / V y/i 
\y u) 


es ist dann nâmlich ^ ~ Konstante, die Wandreibung also, wie 

es sein muB, unabhângig von den willkûrlich gewâhlten y ^). Die Formel (2) bat 
den Vorteil, dafi in ihr der Kohrradius und die Mittengeschwindigkeit nicht mehr 
vorkommt, sie ist daber wertvoll für die übertragung der bei der Rohrreibung 
festgestellten GesetzmâBigkeit auf andere Strômungen. 

Die letzte Flüssigkeitsschicht an der Wand haftet auch bei turbulenter 
Strômung an der Wand fest, und es bildet sicb zunàchst der Wand eine dünne 
Schicbt aus, in der die Strômung laminar verlàuft, so zwar, dafi dort, glatte 
Wand vorausgesetzt, in Abweichung von der vorstehenden Beziehung 

J ist. Bei grôfieren Reynoldsschen Zablen ist wegen der heftigen 

d y 

Vermischungsbewegung im Inneru ‘rwamJ sehr betràcbtlicb, daber erfolgt der 

Anstieg ungemein rascb, die laminare Grenzschicht ist also sebr dünn; 

a y 

bei oberflàchlicher Betrachtung macben daber die turbulenten Bewegungen 
den Eindruck. ala ob bereits an der Wand selbat eine endlicbe Gescbwindig- 
keit herrscbte. 


Bei rauben Oberflâchen hàngt die Wandreibung sehr stark von der Art 
und Grôfie der Raubigkeiten ab, so dafi sicb schwer allgemeine Angaben 
macben lassen. Die Wandreibung ist hier im groÛen und ganzen proportional 
dem Quadrat der Geschwindigkeit und ist im übrigen eine Funktion der 
„relativen Raubigkeit**, d. h. des Verhaltnisses Buckelgrôfie : Robrradius 8). 

Bei Versuchen mit Platten, die nach Art von Fig. 909 angestrôint sind, bat 
sicb gezeigt, dafi auch hier bei genügend grofier Ueynoldsscher Zabi wl/v turbu- 
lente Strômung in der die Flatte begleitenden Reibungsscbicbt eintritt. Die 
kritische Reynoldsscbe Zabi ist hier etwa wl/v •= 500000; diese bobe Zabi lafit 
sicb so verstàndlicb macben, dafi hier die Grenzscbicbtdicke vor Eintritt der 
Turbulent die entsprechende Rolle spielt, wie bei den Rohren der Rohrradius. Es 
ist mit der Formel für à [Gl. (3) von § 3J 


wb w \ vl \ wl J 

-- y - = y ™ rund 700. 

V V ! w J V 

Unsere Abschatzung batte die Zahlenfaktoren vernachlàssigt. Bei ricbtiçer Ein- 
fûgung dieser Faktoren wird obige Zabi wesentlich vergrôfiert, so dafi die Über- 
einstimmung mit dem Rohre sebr gut wird. 

Die Impulsbetracbtangen im Anscblufi an Fig. 909 lassen sicb fùr das turbulente 
Reibungsgesetz nach Gl. (2) wiederbolen. Man erbalt dabei eine proportional mit 
wachsende turbulente Reibungsschicht {x = Abstand von der Vorderkante) und 

einen Widerstand proportional (v^) Wenn am Anfang der Flatte die 

Strômung laminar bleibt, wie das bei zugescbàrften Platten der Fall ist, so ver- 
ringert sicb der Widerstand gegenüber der Formel um etwas®), um so mebr, je grôfier 
der Anteil des laminar bestrômten Stûckes ist. Über Yersuchsergebnisse vgl. §13. 


1) Aus dieser Unabbàngigkeit konnte die Proportionalitàt der Geschwindigkeit 

7 . 

mit Vy auf Grund der Gl. (1) vorausgesagt werden. 

*) Vgl. etwa Hopf und Fromm, Zeitscbr. f. angew. Matb. u. Mecb. 1923, 
S. 329 u. 339 und Hopf, Handb. d. Phys. Bd. VII, 8.146 u. f. 

Vgl. Z. B. L. Prandtl, Ergebnisse der aerodynamiscben Versucbsanstalt, 
III. Lief., S. 4 und 87. München und Berlin 1927. 
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Auch bei anderen Kôrpern beobacbtet mao, daJB bei genügend groiSen 
Reynoldssohen Zahlen in der Reibungsschicht, die den K^ôrper umgibt, Turbulenz 
auftritt (vgl. § 7). 

§ 6. Wirbelbildung. Die durch die Wirkung einer kleinen Z&higkeit 
an der Kôrperoberdâche sich bildenden verzôgerten Reibungsschichten, sowohl 
die schlicht wie die turbulent strômenden, haben noch eine âuUerst wichtige 
Eigenschaft, die nun besprochen werden soll. Sie geben un ter gewissen 
Bedingungen den Anlafi zur Bildung von freien Trennungsscbichten und von 
Wirbeln (vgl. voriges Kapitel, § 6 und 11). Wenn in der àuiSeren Flüssigkeit, 
die an die Reibungsschicbt grenzt, irgendwelche beschleunigende oder ver- 
zôgernde Druckunterscbiede vorbanden sind, so wirken diese Druckunterscbiede 
aucb auf die Flüssigkeit der Reibungsscbicbt ein. Wird die âuÜere Stromung 
durcb ein Druckgefâlle in der Bewegungsricbtung bescbleunigt, so erfabren 
aucb die Flüssigkeitsteilcben in der Reibungsscbicbt, die langsamer strômeu, 
einen Ântrieb in der Bewegungsricbtung, die Stromung wird daber in allen 
ibren Teilen ihren Weg lange der Kôrperoberfîàche fortsetzen. Besteht da- 
gegen ein Druckgefâlle entgegen der Strômungsrichtung, das die àuûere 
Stromung verzôgert, so werden dadurch die bereits langsameren Teilcben der 
Reibungsscbicbt nocb stârker aufgebalten und werden daber nach vôlliger 
Aufzebrung ihrer kinetischen Energie zur Umkebr gebracbt; wàbrend also 
die mit grôCerer Energie begabte âuÜere Stromung weiter vorwârts fliefit, 
ergibt sich jetzt zunâcbst der Wand eine Rückstrômung. Da nun immer neues 
Flüssigkeitsmaterial làngs der Wand, das stromaufwàrts eine Bremsung er- 
fabren bat, dasselbe Scbicksal erleidet, sammelt sicb in kurzer Zeit immer mebr 
abgebremste Flüssigkeit zwiscben der Wand und der âuCeren Stromung an, 
so daC sich der rücklâufige Strom rascb verbreitert und durch ihn die âufiere 
Stromung mehr und mehr von der Wand abgehoben wird (sich von dieser 
„ablôst‘‘). Die auf diese Weise entstandene Trennungsschicbt rollt 
sich nun rasch in der in § 6 des vorigen Kapitels bescbriebenen Weise 
zu einem Wirbel zusammen. Das gebremste Material, das durch die 
Reibung in Rotation versetzt ist, bodet sich dabei zum Teil in dem end- 
lich ausgedebnten Wirbelkern wieder. Die hier bescbriebenen Vorgânge 
werden durcb Fig. 914 1) und 915 gut illustriert, die aufeinanderfolgende 
Stadien der Stromung um einen Kreiszylinder wiedergeben Beim Bewegungs- 
beginn stellt sich der Théorie entsprecbend die Potentialstrômung ein, die sich 
hinter dem Zylinder ebenso schlieCt, wie sie sich vor ihm geôffnet batte, 
Wâhrend aber auf der Vorderseite, wo die Stromung beschleunigt verlâuft, 
dieser Zustand andauert, stellen sich auf der Rückseite, wo die Flüssigkeit lângs 
der Wand verzôgert strômt, sehr bald Rückstrômungen und in deren Gefolge 
ausgeprâgte Wirbel ein. Die Trennungsschioht, die aus ursprünglich an der 
Zylinderwand befindlichen Wasserteilcben besteht, ist dabei durcb eine (durcb 

D Die Figuren 914, 915 und 917, 918 sind mit freundl. Ërlaubnis des Yer- 
lages R. Oldenbourg. München, dem Werke «Ergebnisse der Aerodynamisoben 
Versucbsanstalt zu Gôttingen‘^, III. Lieferung. von Prandtl und Betz, entnommen. 

0 Entnommen aus kinematograpbiscben Aufnabmen, vgl. Tietjens, Naturw. 
18, 1050, 1925. 
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Kapillarkràfte verursachte) Anhàufung der auf das Wasser gestreuten 
Aluminiumflitterchen auf mehreren Bildern deutlich zu erkennen. Die letzten 
Bilder der Keihe zeigen, wie die Wirbel, die inimer neue Stücke der Trennungs- 
scbicht in sich aufnahmen, immer mehr anwachsen, bis aie achlieûlich, 
instabil werdend, zerfallen und einern mehr oder minder regelmàÛigen Wechsel 
von rechts und links ausgebildeten Wirbeln Platz machen (vgl. auch S. 1143). 

Die wesentliche Erkenntnis ans dem Vorangehenden ist also die, dab in 
einer Strômung mit in der Stromungsrichtung zunehmender Geschwindigkeit 



Kntwicklung des Wirbelsysterns hinter einern nicht rotierenden Zylinder. 


die Flüssigkeit immer an der Wand anliegend vorwàrts strômt, dall aber in 
ei n er Stroin ung mit in der Strômungsrich tung abnehmender Ge- 
schwindigkeit durch die Umkehr der inneren Teile der Reibungsschicbt 
eine Ablôsung der auÛeren Strdrnung von der Wand und eine Bildung 
betrâchtlicher Wirbel entstehen kann; aie wird aicher eintreten, wenn die 
Geachwindigkeitsabnahme stark genug iat; bei achwacherer Abnahme kann 
aie aber auch ausbleiben, vgl. § 7. 

Die in § 6 des vorigen Kapitels beachriebene Ablôsung der Strômung an 
einer umatrômten scharfen Kante unter Bildung einer Trennungaschicht kann 


§7. 


Verhütung der Wirbelbildung. 
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YOD dem neuen Gesichtspunkt aus so veretanden werden, dalS man zunàchst 
eine abgerundete Kante betrachtet. Die GeschwiDdigkeit der Potential- 
strômung ist innerhalb der Rundung am grôCten und nimmt stromabw&rts 
von ihr rasch ab. Die Bedingung für die Rückstrômung und für die Aus- 
bildung der Trennungsschicht ist also hier wieder auf Grund der Reibungs- 
vorgânge gegeben, die Trennungsschicht wird von der Rundung ihren Ausgang 
nehmen. LâQt man nun in Gedanken die Rundung immer kleiner und kleiner 
werden, so àndert sich nur so viel, dafi wegen der schroffer werdenden Ge- 
schwindigkeitsunterschiede die Ausbildung der Rückstrômung und ihrer 
Folgeerscheinungen immer rascher vor sich gehen wird. So gelangt man^zu 
dem SchluÜ, daü an scharfen Kanten sich âuBerst schnell eine Trennungs- 
scbicht ausbildet, daÜ also die Annahme von § 6 des vorigen Kapitels sehr 
wohl begründet war. 

Erfâhrt eine Flüssigkeit, die entlang einer Wand strômt, eine seitliche Ab< 
lenkuug parallel zu der Wand, so werden noter dem zugehôrigen Druckgefülle die 
wandnahen Schichten wegen ihrer geringeren Geschwindigkeit stârker abgelenkt 
als die schneller strômenden, weiter von der Wand entfernten Flüssigkeitsteile : 
ihre Strômungsrichtung wird daher noter Umstânden stark von der Ricbtung der 
Kernstrômuog verschieden sein. Kreist z. B. Flüssigkeit in einem zylindrischen 

Fig. 916 a. 

Fig. 916 b. 


Sekundârstrômungen. 

Gefàfi mit flachem Boden, so ist die Strômung in der bodennahen Schioht einwârts 
eriohtet (ihre „Zentrifugalkraft“ ist kleiner als die der darûberliegeoden Schichten, 
ie den Druckverlauf bestimmen). Bine alltagliche Beobachtnng lehrt, daü kleine, 
auf dem Boden eines solchen Gefâües behndliche Kôrperchen nach der Gefaümitte 
hingesohleppt und dort angehâuft werden. Die erwahote Bodenstrômuog, die in 
Fig. 916 a veranschaulicht ist, liefert die Ërklàruog für diesen Yorgaog. Strômt 
Flüssigkeit durch eine gekrümmte Rohrleitung, so sucht die Kernstrômung mit der 
grôüten Geschwindigkeit môglichst geradeaus zu gehen, die Randschicbten werden 
aber um so stârker abgelenkt, streben also der Innenseite des Bogetis zu. Ës über- 
lagert sich deshalb in der gekrûmmten Rohrstrecke der Strômung parallel der 
Rohrmittellinie eine „Sekundàrstrômung“, die in der Rohrmitte nach auüen, 
in der Nâhe der Rohrwand aber nach innen verlâuft (vgl. Fig. 916 b). Die Sekundâr- 
strômung hat zur Folge, daü die Stelle grôüter Geschwindigkeit nahe an den 
âuüeren Rand verschoben wird. Bei den natürlichen FluQlàufen hat die Sekundâr- 
strômung in den FluJBkrûmmungen die Wirkung, dafi die Ablagerungen von Sand, 
Kies U. dergl., die mit der Bodenstrômung wandern, von der âufieren Seite der 
Krümmung weggeholt und auf der inneren angehâuft werden, wodurch das Bett 
auüen vertieft und innen verâacht wird. Dies führt dazu, daü die Flufikrûmmung 
sich immer mehr verstàrkt. Deshalb zeigen die natürlichen Flüsse ûberall, wo 
die Môglichkeit dazu vorhanden ist, stark gekrûmmten Lauf („Mâanderbildung^). 

§ 7. Yerhütung der Wirbelbildung. In den Betrachtungen von § 5 
ist der Vereinfachung wegen ein Umstand uuerwàhnt geblieben, durch den 
die Wirbelbildung bei schwacheren Verzôgerungen der Strômung unterbleiben 
kanu. Ës handelt sich um folgendes: Die Reibungsschicht wird nicht nur 
durch ihre Berührung,init der Wand gebremst, sondern aie wird auch durch 





1118 Stromende Bewegung der Pliissigkeittni und Gase. II. Kap. XII. §7. 

ihre Berühriing mit der àuÛeren Stromung wieder angetrieben. Wenn daher 
die Verzogeruiig iiur sehr allmahlich eingeleitet wird, daim kaim dieaer Antrieb 
genügen, um Rückstroniung zu vermeideu, und dann wird auch die Ablosung 
ausbleiben. Bei den schlicht strômeiideii Grenzschichten ist der Antrieb der 
àuûeren Stromung auf das Grenzschichtmaterial allerdings ziemlich gering; 
viel stàrker ist er bei den turbulenten Reibuugsschichten infolge des lebhaften 
Impulsaustaiisclies durcli die Mischbewegung. Durch diesen Umstand wird 
auch bewirkt, daB bei binten stumpf abgerundeten Korpern (z. B. Kugelri) die 





Kiitwicklnng der BtrÔinung uni eineii rotiercuden Zylinder. 


Ablôsungsstelle wesentlicb weiter binten liegt, das Wirbelgebiet also kleiner wird, 
wenn die Reiliungsschicbt turbulent ist (vgl. § 13, Widerstand einer Kugel). 

In der Tecbnik ergibt sich die Aufgabe, trotz Druckanstiegs eine Ab- 
Ibsung der Stromung zu vermeideu, weil nur so die Strômungsverluste klein 
gebalten werden kônnen. Die Aufgabe wird in der Weise geldat, daB die 
Form der Kôrper genügend scblank gebalten wird, um déni Antrieb der auBeren 
Stromung das Übergewicbt über den Druckanstieg zu ermoglicben. Die Losung 
gelingt aber im allgemeinen nur in dem Falle befriedigend, daB die Reibungs- 
scbicbt in dem verzogerten Telle turbulent stromt. 




Verhiitung dor Wirbelbilduug. 


nt9 


Man kann im übrigen die Reibungsschichten auch kûnstlich so beein- 
flussen, daB die Ablosung verhindert wird. LàBt inan z, B. einen quer an- 
gestrôinten Zylinder so rotieren, daB die Umfangssgeschwindigkeit gleich oder 
grôBer als die grôBte Strôrnungsgeschwindigkeit ist, die am Zylinderumfang 
auftritt, so wird auf derjenigen Seite, wo die ï'iüasigkeit iind die Wand sich 
gleichsinuig bewegen, überliaupt keine Breinsung der Reibungsschicht ent- 
steheu, diese wird vielmehr durch die voreilende Wand beschleunigt; dadurch 


Fig. 91 y. 



(iowôhnliche St riHimiig in cinom st.irk Kanul, 


Fig. 920. 



Htrbrnung iii einoni stark erweiterteii Kanal mit Ab^augung an deu Wanden. 

wird sie mehr als die àuBere Strdinung befàhigt, verzôgernde Druckaustiege 
zu überwindei), und es koiiimt daber auf dieser Seite nicht zur Rückstromung 
und daher auch nicht zur Ablosung der Strdinung. Auf der anderen Seite 
bewegt sich die Wand der Flüssigkeit entgegen und bremst die dortige 
Reibungsschicht, so daB hier erst Rückstromung und danu Ablosung eines 
krMtigen Wirbels entsteht. Gleichzeitig mit dern VVirbel entateht, wie in 
§10 des vorigen Kapitels dargelegt wurde, eine dem Wirbel gegenlâufige 
Zirkulation um deu Zylinder, und es eiitsteht der Quertrieb des ^Magnus- 
effekts”, wie er in § 10 beschrieben wurde. Die groBte Geschwindigkeit arn 
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Zylinderumfang ist bei der gewôhnlichen Potentialbewegung = 2 v, kommt 
noch eine Zirkulationsbewegung von 2v hinzu, dann wird auf der einen Seite 
die Geschwindigkeit = 0, auf der anderen = 4f. Die Versuche mit rotierenden 
Zylindern zeigen, dafi dieser Zuatand ungefàbr das Maximum des Magnus- 
effekts ergibt und dann eintritt, wenn die Umfangsgeschwindigkeit u rund = 4 v 
gewàhlt wird. Die Wirbelbildungsvorgànge bei w = 4v sind in Strômungs- 
aufnahmen von Fig. 917 1) und 918 dargestellt. 

Ein anderes Mittel der Beeinfiussung der Reibungsscbicbt bestebt darin, 
daC man an den Stellen, wo sich sonst rûckwârts strômende Flüssigkeit an- 
sammeln würde, durch Schlitze oder durch Poren der Wand Flüssigkeit nach 
dem Kôrperinnern zu absaugt. Wenn dadurch die Ansammlung gebremster 
Flüssigkeit verhindert wird, so unterbleibt auch die Ablôsung der Strômung. 
XJnterstützend kommt hinzu, daC durch das Absaugen der Druck in der 
Strecke unmittelbar vor dem Schlitz erniedrigt und so hier eine Ablôsung ver- 
hindert wird. Man kann auf diese Weîse nicht Widerstand sparen, aber man 
kann noch bei wesentlich kürzeren oder plumperen Kôrperformen eine Strômung 
ohne nennenswerte Wirbelbildung erhalten, als es sonst môglich wàre. 

Fig. 919 und 920^) zeigen eine Strômung in einem erweiterten Eanal, in 
dem sich bei anliegender Strômung die Flüssigkeit des zunehmenden Quer- 
schnitts wegen stark verzôgern muû, einmal ohne, ein mal mit Absaugen an 
den Seitenwànden. Nur im letzten Falle liegt die Strômung an, im ersteren 
Falle bildet sich ein Strahl. 

Eine dritte Art der Beeinfiussung der Reibungsschicht besteht darin, daO 
man den Antrieb durch die àuJBere Strômung vermehrt. Dieses Mittel ist im all- 
gemeinen weniger wirksam als die beiden anderen; es wird aber z. B. bei dem 
Düsenflügel nach Handley Page und Lachmann er- 
folgreich angewandt. Die Reibungsschicht des ersten 
Flügelteils in Fig. 921 wird in die âufiere Strômung 
hinausgetragen und die am zweiten Teil ausgebildete 
durch den Strom, der durch den Schlitz flieUt, an- 
getrieben. Man erreicht mit diesem Flügel ein An- 
liegen der Strômung bis zu wesentlich grôfieren Anstellwinkeln, als dies 
sonst môglich ist, und damit einen erheblich grôOeren Auftrieb, allerdings auf 
Kosten eines stark vergrôûerten Widerstandes. 

§ 8. Stromungeii mit Uberwiegender Zfihigkeit. Wie bereits in § 3 
auseinandergesetzt wurde, kann bei stark überwiegender Zâhigkeit dieTràgheit 
gegenüber den Reibungskràften vernachlàssigt werden. Diese „8chleichenden 
Strômungen" weisen das gemeinsame Merkmal auf, daÛ die Bewegungs- 
widerstànde proportional der ersten Potenz der Geschwindigkeit sind. Das 
Kennzeichen, daC die Zâhigkeit überwiegt, ist bei den stationàren Bewegungen 
eine sehr kleine Reynoldssche Zabi, die entweder durch sehr groOe Zâhigkeit 
oder sehr kleine Geschwindigkeit oder sehr kleine Raumabmessungen erhalten 

D Nach Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motorluftschiffahrt 1927 mit freundl. Er- 
laubnis des Verlages R. Oldenbourg, München. 


Fig. 921. 



Spaltflügel. 



BtrOmungen mit überwiegender Z&higkeit. 


liai 


§ 8- 


werden kann (aucb der Fall der aehr geringen Dîchte ist zu erwâhnen, der 
bei der Strômung eines Qasea in atark evakuierten Rohrieitnngen Anwendung 
findet). Drei Beiapiele aolcher Bewegungen môgen hier nâher besprochen 
werden. 

a) Ein praktisch wichtiges BeUpiel aolcher Strômungen bildet die 
Strômung von Waaaer und Luft durch Sand, Gerôlle u. dgl.; die 
hierfür ermittelten Gesetze werden z. B. bei der rechnerisçhen Ermittlung 
von Grundwaaserètrômungen im Erdboden angewandt. Die Strôinung, die 
hier in Wirklichkeit in den Zwischenrâumen zwischen den einzelnen Sand- 
kôrnern erfolgt, lâût aich im groÛen ao verfolgen, daQ man die Menge angibt, 
die jeweila sekundlich durch die Flâcheneinheit eines durch die Sandmaase 
gezogen gedachten Schnittes flieÛt. Dieae GrôÛe ist eine Geschwindigkeit und 
kann durch die Komponenten w, w (Ergiebigkeiten für Flàchen senkrecht 
zur Z-, r- und .Z-Achae) angegeben werden. Dieae Geschwindigkeit kann 
bei der schleichenden Bewegung gemâS dem oben Gesagten oder in Analogie 
zu dem Hagen-Poiseuilleschen Gesetz für Rohre proportional dem Druck- 
gefalle gesetzt werden, alao in Komponenten 


0 *’ 


I = — A; 


dp 

d'ï 

Aus der Kontinuitâtsgleichung (Kap. XI, § 2): 




de 


( 1 ) 


du dv dw 

0^ + 0ÿ+ 0^ 


die hier unverandert angewandt werden kann, ergibt sich gemàfi (1): 

cap 0ap , 0>p _ ^ 

0j!sT"0yîT' 0^ 


( 2 ) 


Der Druck p folgt alao denselben Beziebungen wie das Flûssigkeitspotential O 
in § 8 und 9 des vorigen Kapitels, und w werden hier (bis auf das 

hierfür unweaentliche Minuazeichen) aus p ebenso abgeleitet wie bei den 
reibungslosen Potentialbewegungen aus 0, Ein wesentlicher Unterschied ist 
aber, daC p seiner phyaikalischen Natur nach ûberall eindeutig soin und stetîg 
verlaufen muû, wàhrend 0 an Trennungaflâchen unstetig sein darf, bei den 
Strômungen mit Zirkulation sogar mehrdeutig ist. 

Man kann mit den vorstehenden Gleichungen das Strômen des Grund- 
wassers in verachiedenen typischen Fâllen verfolgen, so z. B. die Verhàltnisse 
untersuchen, die sich in der Uragebung eines Brunnens einstellen, aus dem 
Wasser weggepumpt wird. Doch soll hier nicht nàher darauf eingegangen 
werden. 

b) Mit den Grundwasserstrômungen in gewisser Weise verwandt sind die 
Strômungen zwischen zwei parallelen Platten. Im einzelnen hat man 
hier eine der Hagen-Poiseuilleachen Strômung àhnliche Strômung mit 
parabolischer Geschwindigkeitaverteilung, vgl. Fig. 913 in § 5. Der MitteD 
wert der Geschwindigkeit ûber die Spaltwoite kann aber bei genûgend kleinen 

Müller-Pouillet I, a. 11. Aufl. 



1122 Strômende Bewegung der Flüssigkeiten und Gase. IL Kap. XIL §8. 

Geschwindigkeiten wieder dein Druckgefàlle proportional gesetzt werden, also 
in Komponenten 


u=-kl^; 

ox 


Die Kontinuitàtsgleichung 


liefert hier also 


c^p _ 

dx^' à 


Fig. 922. 


wieder in Analogie zu dem Potential der ebenen reibuugslosen Strômuug. 
Man kann daher die Stromlinien der reibungslosen Potentialstrômung im Falle 
_ des eindeutigen und stetigen Potentials durch einen 

Versuch mit stark überwiegender Reibung nachahmen. 
Dies ist zuerst von Hele vSbaw^) gemacht worden. 
Er führte in die zwiscben Glasplatten strômende 
Flüssigkeit (Wasser, Glycerin) Streifen von gefarbter 
Flüssigkeit ein ; diese gaben die Stromlinien der ver- 
scbiedensten Potentialstrômungen sehr schôn wieder. 
Ein neuerer Apparat dieser Art, der mit Wasser und 
Tinte arbeitet, ist von R. P obi angegeben worden; 
— Fig. 922 ist mit diesem Apparat gewonnen worden. 

ürastromung oines Zylinders F. Prasil bat àhnliche Strômungen iu einem 

nach Piihl, ^ 

groÛen flachen Becken erbalten, das wenige Millimeter 

hoch mit Wasser gefüllt war und in das kleine Kristalle von Kalium- 
permanganat gestreut waren; vgl. Fig. 923*) die eine Quellsenkenstrômung 



Fig. 923. 




Quell-Senkenstrôniung nach Prasil. 

darstellt (Eintritt durch das linke, Austritt durch das rechte Loch). Da 
die Druckverteilung gànzlich anderer Art ist wie bei schwacher Reibung, 

^) Nach Prasil, Nature 58, 34, 1898; l'roc. Roy. Soc. 16, 49, 1899. 

2) Technische Hydrodynamik, 2. Aufl. Mit freundl. Erlaubnis des Verlage» 
Julius Springer, Berlin 1926. 
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nâmlich immer Druckgefâlle in der Strômungsrichtung^), sind hier nirgends 
Rückstrômungen zu beobachten. Es mag daber ausdrücklich hervor* 
gehoben werden, dail die in der beschriebenen Weise erhaltenen Strômungen 
auf derselben Linie stehen wie die ans den Formeln gerechneten Potential- 
strômungen. Über die wirklichen Strômungen bei grofien Rejnoldsschen 
Zahlen geben aie keinen Âufschlufi. Strômungen mit Trennungsââchen kônnen 
allenfalls mit einem solcben Apparat erbalten werden, wenn man die Trennungs- 
dâche durch eine Scheidewand verwîrklîcht und die strômenden Flüssigkeits- 
mengen beiderseits geeignet reguliert. 

Es mag hier noch bemerkt werden, daC bei den hier beschriebenen 
Strômungen Abweichungen der Bahnen der inneren und âuBeren Flüssigkeits- 
schichten eintreten, wenn die FlüSHigkeitsschicht zu dick oder die Qeschwin- 
digkeit zu groû ist. Die Bahnen der wandnahen Schichten sind dann stàrker 
gekrümmt, die der inneren Schichten gestreckt (Sekundàrbewegungen, vgl. 
das Kleingedruckte am Schluü von § 6). Bei den Versuchen ist darauf zu 
achten, daQ dieser Vorgang vermieden wird. 

c) Ein weiteres Beispiel von Strômungen mit überwiegender Zâhigkeit 
bilden die technisch sehr wichtigen Vorgânge in den geschmierten 
Lagern und Führungen von Maschinen. Es hat sich gezeigt, da3 — 
besonders bei rascher Bewegung — zwischen den beiden gegeneinander 
bewegten Maschinenteilen (Zapfen und Lager bzw. Gleitschuh und Führung) 
eine selbst in strômender Bewegung beündliche dünne Ôlschicht vorhanden 
ist, die die beiden festen Kôrper vôllig vor gegenseitiger Berührung schützt 
Die Fâhigkeit eines Zapfenlagers und einer Gleitschuhführung, groBe be- 
lastende Kràfte bei kleiner Reibung aufzunehmen, muB also aïs Ergebnis 
eines Strômungsvorganges der Ôlschicht verstanden werden. Hier mag als 
besonders einfaches Beispiel der Gleitschuh auf ebeuer Führung behandelt 
werden, wobei zur weiteren Vereinfachung noch angenommen werden soU, daB 
die gleitenden Flâchen in der Richtung senkrecht zur Bewegung sehr aus- 
gedehnt sein soUen, so daB man, zum mindesten in der mittleren Zone, eine 
ebene Bewegung annehmen darf^). Damit wir eine stationare Bewegung 
erhalten, wollen wir ein Bezugssyatem wàhlen, in dem der Gleitschuh ruht 
und die (wesentlich làngere) Führung mit der Geschwindigkeit v nach rechts 
bewegt wird. Als Vorarbeit sei die Strômung durch einen Spalt von der 
Hôhe h unter der Annahme untersucht, daB die obéré Wand des Spaltes (der 
Gleitschuh) ruht, und die untere Wand (die Führung) parallel zur oberen mit 
der Geschwindigkeit v bewegt wird, und daB gleichzeitig in dieser Richtung 
ein Druckanstieg oder «gelâlle herrscht. Die X-Achse sei in die Bewegungs- 
richtung gelegt, die T-Achse sei senkrecht zu den Wànden. Der Druckanstieg 

Ô Bei der reibungslosen Potentialstrômung dagegen Druokgefâlle in der 
Richtung des Gradienten von ^ ! 

^) Diese zweidimensionale Théorie ist erstmalig von O. Reynolds entwickelt 
worden (nioht nur für den Gleitschuh, sondern auoh fûr den Zapfen im Lager), 
vgl. Phil. Trans. Roy. Soc. 1886, Part I = Papers II, S. 228 = Ostwalds Klassiker 
Nr. 218, S. 39. 
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§ 8 . 


ist dann , wofür zur Abkürzung ^ gesohrieben werden soll, p' darf 

ôx 

dabei wegen der geringen Schichtdicke h als unabh&ngig von ^ angeseben 
werden. Die Strômungsgeechwindigkeit, die hier in die X-Achse fâllt, sei u 
(auch im allgemeineren Falle nicht vôllig paralleler Wande ist die Geschwin- 
dîgkeifc durch die X-EompOnente u hinreichend charakterisiert. Die Y-Koin- 
ponente hat nur fûr die Kontinuitât Bedeutung). Gemâü den Bemerkungen 
am Schluû von § 1 ist hier bei Vernachlâssigung der Trâgheit und unter der 
Annahme, daC in der X-Richtung der Zustand sich nur langsam àndert 
(langsam gegenûber den starken Anderungen nach ÿ, was zur Vernachlâssigung 
.... 

von gegen g— fuhrt): 


Durch Intégration folgt daraus 


und weiter 


/ I r* 
,.^=Pÿ + C, 


fiu — !>' ^ + Cl y 4- Cj. 


Die Forderung, daH für y = 0 u = v sein soll, wird erfüllt durch 
fûr y =. h soll w = 0 werden; dîes ist erfüllt, wenn 
- _ (pv ^ p'hs 


gesetzt wird. Damit wird 




^ 2 ; 


'hy)^-~{h- 


Die Reibungskraft pro Flâcheninhalt an der oberen Wand wird 

2 

(Die Reibungskraft an der unteren Wand ist entsprechend Tq = Ci 
=r — dieser Ergebnisse ist zu beachten, 

dafi einem Druckanstieg in der Richtung der positiveu X-Achse ein positives p' 
entspricht; ein négatives p* bedeutet ein Druckgefàlle. Weiter interessiert 
noch die strômende Flüssigkeitsmenge, die wir im folgenden zur Formulie- 
rung der Kontinuitât brauchen. Die Menge in der Hôhe h wird für die 
Lângeneinheit in der Breitenrichtung 

h 

Q =z j udy. 

0 

Die sehr einfache Ausrechnung gibt 

vh 

« = 

Nach diesen Vorbereitungen kônnen wir uns der eigentlichen Aufgabe zu* 
wenden. Es soll eine solche Lôsung gefunden werden, bei der der Druck p, 
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von dem Luftdruck beginnend, mit x stark anwâ.chBt und hinterher wieder 
auf Pq abnimmt, denn der ^Gleitschub** soll ja Lasten tragen kônnen, was nur 
bei einem derartigen Druckverlauf môglich ist. Mit einem konstanten Wert 
der Spalthôhe h gelingt dies nicht, denn wegen der Kontinuitat muli 
Q =r const gesetzt werden. v ist die Geschwindigkeit des Gleitschuhes, also 
konstant; damit wird aucb der Druckanstieg p' konstant. Wir müssen also 
h mit X verànderlich annebmen; dann liefert Gl. (3) 



woraus durch Intégration erhalten wird. Die Bedingung, dafi fur Anfang 
und Ende des Gleitschuhes p = Pq sein muB, liefert dann den bis dahin noch 
unbekannten Wert von Q. Damit ist aber der Verlauf vonp bekannt, und es kann 

nun durch weitere Integrationen die resultierende Druckkraft des Gleitschuhes, 

i i 

für die Einheit in der Breitenrichtung ^ pci x, sowie das Moment ^pxdx 

0 0 

berechnet werden. Die Reibungskraft wird unter Benutzung von Gl. (2) 
i 

== j Tjda;, so daÛ damit die resultierende Kraft auf den Gleitschuh nach 

0 

Grôfie und Richtung für jeden gegebenen Verlauf der Spalthôhe h ermittelt 
werden kann. Meist ist die resultierende Druckkraft gegeben, woraus dann 
eine Angabe über die Spalthôhe folgt. 

Der einfachste Fall einer verânderlichen Spalthôhe wird erhalten, wenn 
man Gleitschuh und Führungsflàche eben, aber gegeneinander um einen 
kleinen Winkel d geneigt annimmt. Der 
Gleitschuh reiche von x = 0 hia x = l; 
die Hôhe sei 

h = (a — a;) . d (5) 

was bedeutet, daü die Schnittkante der 
beiden Ebenen in der Entfernung a von 
der Vorderkante des Gleitschuhes {x = 0) 
liegt (vgl. Fig. 924). Damit wird 


Fig. 924. 



und 


also wird 


2ax--x^ 
2d®a®(a — xÿ 


f da? __ 1 / 1 __ _ 

J “ 2d8\(a~a;)2 aO ~~ 

0 

X 

J h* d* \ a — X a) d* a (a — a?) ’ 

0 

6fta; / C(2a--a;)\ 

P d2a(a — x) \ da(a — xj ) 


lia — x) y à a {a — x) J 

Nach Gl. (6) ist für a; = 0 p = j?©; damit auch für x = l p — Pq wird, 
mufi die Klammer in (5) verschwinden, also 

v.da(a — l) 
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sein. Nach leichter Vereinfaohung ergibt sich hiermit, wenn noch fûr d (a — x) 
wieder h gesetzt wird: 

« — « J- ta\ 

P— J>«+ jj(2a_{) 

Zur Absch&tzung des mittleren Druckes mag zunachst der Druck pi in der 

Mitte des Gleitschuhes ^x = angesehrieben werden. Dieser ist zwar nicht 

das Druckmaximum, da h gem&Û Gl. (5) mit x verânderlich ist, aber er wird, 
wenn diese Verânderlichkeit nicht allzu stark ist, die GrôjQenordnung dieses 
Maximums noch richtig angeben. Es ist gemâC Gl. (8) 

3 fivl* 

Pi—Po — J *1(2 O - l) ■ 

Nimmt man eine angenâhert parabelfôrmige Verteilung des Druckes an' so ist 
der mittlere Überdruck genàhert = (pi — p©)» also 

/«s 

Pm — U* n 

«m (2 U — l) 


Diese Formel zeigt deutlich, daS auch bei verhàltnismâfiig kleinem durch 
sehr kleine mittlere Schichtdicke hm sehr groÜe Drucke erzielt werden kônnen. 

Das Druckmaximum liegt gem&6 Gl. (8) wegen der 
Abnahme von h in der Strômungsrichtung hinter 
der Mitte, daher liegt auch die resultierende Kraft 
hinter der Mitte. Fig. 925 zeigt eine solche Ver- 
teilung gemaC Formel (8). Darunter ist die zu- 
gehôrige Geschwindigkeitsverteilung angedeutet, aus 
deren verschiedener Krûmmung die Druckunter- 
schiede deutlich sichtbar werden. Die besondere 
Art der Druckverteilung hangt dabei noch von dem 
Verhàltnis l/a ab; die Lage der resultierenden 
Druckkraft ist nur von l/a abhangig. Mitchell 
gab den Gleitschuhen des nach ihm benannten 
Lagers eine gelenkige Befestigung etwas hinter der 
Mitte der Gleitâache (vgl. Fig. 926) und erzielte da- 
durch ein unter allen Belastungen gleichmâGig 
gutes Arbeiten. Es stellt sich automatisch eine 
bestimmte Schr&glage (genauer ein bestimmtes a) 
ein, denn bei stârkerer Neigung liegt der Druckmittelpunkt weiter hinten, 
bei Bchwacherer weiter vorn; die richtige Lage weist daher eine starke 
Stabilitât auf. 

In Wirklichkeit strômt bei solche a Gleitschuhen von der an der Eintritts- 
kante erfafiten Ôlmenge ein gewisser Teil an den Seitenkanten aus ; dadurch 
erfahrt der Druck im Innern eine wesentliche Abschwachung^); qualitativ 
bleibt der Vorgang jedoch von der beschriebenen Art. 



Gleitschah. 



D Vgl. A. 6. H. Mitchell, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 62, 123, 1905 = Ost- 
walds Klassiker Nr. 218, S. 202. 



StrOmungen mit überwiegender Zàhigkeit. 


1127 


Die ScbubspaDDungen am Qleitscbub sind wegen des Druckfeldes am 
Ëintritt kleiner, am Austritt aber grôfier als die einfache SpaltreibuDg, aber 
sie bleiben docb im allgemeinen von derselben GrôQenordnung. In unserem 
Beispiel wird, wie sicb leicbt ans Gl. (4) und (7) ergibt: 

,aâ(a-l) \ 


h \ ) 


V 

wobei die Ver&nderlicbkeit von h gemâ2 Gl. (5) noch zu berücksicbtigen ist. 

Beim Zapfen im Lager sind die Verhaltnisse «weniger «einfacb, da hier 
in der Spaltweite s bei zentriscber Lage des Zapfens (Differenz des Lager> 
halbmessers r -{- und des Zapfenhalbmessers r), aucb ^Lagerspiel** genannt, 
eine neue, fest gegebene Grôûe auftritt, zu der durch Verschiebung de« Lager- 
mittelpunktes in wagerechter und senkrecbter Richtung noch zwei Unbekannte 
hinzutreten. Im wesentlicben kommt es aucb hier darauf binaus, da2 ein 
keilfôrmiges Ôlpolster gebildet ist, durcb das das Ô1 von dem rotierenden 


Fig. 927. 


Zapfen von der weiten Seite zur engen durchgeschleppt 
wird (vgl. Fig. 927). Die Rechnungen sind hier sehr 
umstàndlich, sie werden aber einfacber, wenn man 
annebmen darf, daQ die Zapfenexzentrizitàt e klein 
ist gegen das Lagerspiel s. Dies trifft bei in Ô1 
badenden, scbnell laufenden und màHig belasteten 
Zapfen zu. Man kann in diesem Falle h = s e cos 
{(p a) setzen ((p = Zentriwinkel) und in den Formeln 
die Nenner binomisch entwickeln. Bei dieser Rech- 
nung, deren Durchführung ganz analog derjenigen für den Gleitschuh ist, 

worin pm den 



Lager. 


wird ^ proportional der dimensionslosen GroCe L ^ 

s p>vr 

mittleren Lagerdruck, r den Zapfenradius und v die Umfangsgeschwin- 

digkeit bedeutet. Der Bau dieser „Lagerbelastung8zahl“ oder kürzer „Lager- 

zahl" lâût sicb im ûbrigen aucb an Hand unserer Formel (9) für den Gleit- 

schub einsehen, die aucb so gescbrieben werden kann; 



2« — l pvl 


Die linke Seite dieser Gleichung ist rein geometrischer Natur und bat eine 
ganz verwandte Bedeutung wie e/s; recbts tritt'b,» stalt s auf und l statt r. 

Im allgemeineren B^alH) eines nicht kleinen e/s erweist sicb diese Grôfie 
als eine Funktion der Lagerzabl X, ebenso der Winkel et zwischen der Kraft- 
richtung und der Richtung der Verbindungslinie Zapfenmittel — Lagermittel. 
Dieser Winkel ist meist in der Nâbe von 90®; der Punkt des kleinsten Ab- 
standes zwischen Zapfen und Lager liagt dabei gegen die Richtung des Zapfen- 
drucks in der Drehriebtung voraus. 

Der ËinfluQ versebiedener Lagerbelastung, verschiedenen Lagerspiels, 
versebiedener Olzâbigkeit und Umfangsgeschwindigkeit kommt in der Lager- 


D Vgl. 0. Reynolds, 1. o.; Â. Sommerfeld, Zeitiobr. f. Math. u. Phys. 60, 
97, 1904 = Ostwalds Klassiker Nr. 218, 8. 108. 
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zahl richtig zum Ausdruck, es erweist sich deshalb auch richtig, Versuchs- 
ergebnisse noter Zuhilfenahme dieser GrôHe zu ordnen^). 

Bei den vorstehenden Aueführuogen war natürlich stillschweigende Voraus- 
setzung, daB durch reichliche Ôlzufuhr und nicht zu kleine Geschwiodigkeit 
bzw. nicht zu groBe Lagerbelaatung ein die ganze Lagerüàche bedeckender 
vorhanden ist, der jede metallische Berührung verhindert. Mit Rtick- 
sicht darauf, daB der Genauigkeit, mit der sich Lager und Zapfeu bzw. Gleit- 
schuh und Führung herstellen lassen, Grenzen gezogen sind, ist bei zu kleiiier 
Spaltweiteh eine metallische Berührung nicht mehr zu vermeiden, und es treten 
dann Zustânde ein, die durch die gewôhnliche Reibung der festen Kôrper 
besser erklart werden kônnen. Auch der Fall, daB im ôlfilm grôBere négative 
Drucke eintreten, muB bei Benutzung der Formeln ausgeschlossen werden. 
In diesem Falle ist statt dessen ZerreiBen des Olfilms zu erwarten; dies àndert 
zum mindesten die Berechnungsgrundlagen. 


Fig. 928. 


§ 9. Stromung durch gerade Rohren und Kanftie von gleich* 
bleibendem Querschnitt. Das in § l angegebene Hagen-Poiseui 11 esche 
Gesetz, wonach der Druckabfall proportional der Geschwiodigkeit wâchst, gilt 
nur unterhalb der kritischen Geschwindigkeit 
(vgl. §4). Oberhalb der kritischen Geschwindig- 
keit, also bei turbulenter Stromung, ist der 
Druckabfall, wie in § 4 schon erwàhnt, mehr 
oder minder genau proportional der zweiten 
Potenz der Geschwindigkeit. DieSchubspannung 

an der Waiid kann dann = A' p -- geschrieben 


.4goc«i 



werden, wo A' eine von den nàheren ümstànden, besonders von der Wand- 
rauhigkeit abhangige Zahl und w die mittlere Geschwindigkeit ist. Der 
Druckabfall in einem Rohr- oder Kanalstück von der Lange l muB den Schub- 
spannungen an der VVandâàche das Gleichgewicht balten, vgl. die an Fig. 907 
anknüpfende Betrachtung in § 1. Es ist daher mit F = Querschnittsflâche 
und U == „benetzter Querschnittsumfang“ *) 


also 


(Pi—P,) F = Tlü = K'q 1 ü, 


l F 2 


( 1 ) 


Man uennt F/ U = Th den hydraulischen Radius. Bei einem un ter der 
Wirkung der Schwere flieBenden Gewàsser, z. B. einem FluB, wird gewôhnlich 

das Spiegelgefàlle i = ~ ^ angegeben, vgl. Fig. 926, das mit dem Druck- 


Über Einzelheiten vgl. etwa Gûmbel-Ëverling, Reibung und Schmierung 
im Maschinenbau. Berlin 1025. 

*) Bei einem offenen Gerinne (FluB oder Kanal) gehôrt der freie Spiegel nicht 
zu dem „benetzten ümfang". 
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gefâlle l&ngs einer wagerecbten Linie durch die Beziehung Pi — = p p (ej — z^) 

zusammenhângt (Kapitel X, §9); damit wird i = ^ ^ z= ^ • 

Durch Umkehrung ergibt sich bieraue 

w = |/ r* i. 

In der Anwendung auf Flüsse und Kanale wird diese Formel meist 

w G ^Tki (2) 

geachrieben und als Chézysche Formel bezeichnet, Der Wert von C, der 
noch als eine Funktion des hydrauliscben Radius und der Wandrauhigkeit 
angesehen werden muÛ, schwankt für Wassertiefen von 0,5 bis 3 m von 
SOm^ as"'^ bei Kanalen aus glattem Holz oder glatt geputztem Mauerwerk bis 
30 bis 50 bei Erdwànden und 24 bis 40 bei Gerôlle. Es siud vîelfach Formeln 
vorgescblagen worden, die die Beobachtungen genauer wiedergeben sollen, 
Z. B. kann G bei gleicher Wandbeschaffenbeit etwa der 6. bis 8. Wurzel aus 
dem hydrauliscben Radius proportional gesetzt werden, jedocb bestebt immer 
die Scbwierigkeit, die gerade vorliegende Wandrauhigkeit richtig einzuscbfttzen. 
Der EinduC verschiedener Querschnittformen wird durch den hydrauliscben 
Radius in befriedigender Weise wiedergegeben , was darauf hindeutet, dali 
wirklich, wie in obiger Ableitung stillschweigend angenommen, die Schub- 
spannung an allen Wandstellen ungefâhr gleich grofi ist. 

In 17 des vorigen Kapitels wurde erwàhnt, daB die Geschwindigkeit \gfh 
mit der ein niedriger Schwall fortscbreitet, die Grenze zwischen „Strômen“ und 
-SchieBen^ bilde. Setzt man h ~ r., was bei breiten FluBlàufen zutrifft, so ist im 
Grenzfall 

w = c = y^cj, 

also 

I l - 0/C^', 

für C = 50m^i2 8— 1 ist also z. B. = 1/260. Für i < /j findet Strômen, für 
i > f 1 SchieBen statt. 

Für Rôhren von Kreisquerschnitt (Radius r) ist 

F r 

U - 27 tr~~ 2 ' 

Schreibt man Aj für 2 A', so wird aus Gl. (l) 

Pi—Pi __ A, 

l ' r 2 ^ ^ 

A^ helBt Widerstandsziffer. Es muB dabei bemerkt werden, daB die Ingenieure 
meist statt des Radius r den Durchmesser d = 2r in die Formel einsetzen, 
wodurch die Widerstandsziffer Aa, um dasselbe Zahlenergebnis zu erhalten, 
doppelt so groB wie hier, also Aj = 2 Aj = 4 A^ gesetzt werden muB. 

Eine Âhnlichkeitsbetrachtung ergibt für rauhe Rohre, daB man die- 
selben Zahlenwerte für A bei zwei Rdhren verschiedenen Durchmessers er- 
warten kann, wenn die Abmessungen der Rauhigkeiten sich wie die Rohrweiten 
verhalten. Hopf und Fromm') fanden, daB, wenn k eine Langenabmessung 

D Zeitsohr. f. angew. Math. u. Mech. 8, 329 a. 839, 1923. 
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der Rauhigkeit (z. B. ihre Hôhe) îst, k fûr geometrisch âhnliche Rauhigkeiten 
/ k 

proportional ( — ) ist. — Durch Vergleich mit Gl. (2) ergibt aich 

\^h / 

diea gibt fûr die obigen Werte von G A^-Werte von 0,006 

bis 0,068. 

Über das Verhalten der turbulenten Strômung in glatten Robren liegen 
ausgedebnte und zum Teil sehr genaue Versuchsreihen vor. Vom theoretischen 
Stand punkt laût sioh nur sagen, daO die Widerstandsziffer X in solcben F&Ilen 
deneelben Zablwert baben muQ, wo die Reynoldsscbe Zabi 0^ der Strômung 
(vgl. § 2) denselben Wert bat. X kann daber nocb eine Funktion von sein. 
In der Tat zeigt sicb eine Abnabme von X mit wacbsender Reynoldsscber 

Zabi. Bis etwa ^ = 40000*) kann 

V 


Al = 0,1333 (4) 

gescbrieben werden [Blasius*), nacb Versucben von Sapb und Soboder]. 
Versucbe, die bis über 0îi = 200 000 ausgedebnt wurden, zeigten neuerdings, 
daO die Formel 

X, = 0,0036 + O,24 0e7‘>>3'' (6) 

den ganzen Bereicb besser darstellt [Le es, nacb Versucb von Stanton und 
Pannel*), ferner Jakob und Erk nacb eigenen Versucben]*). Ein 
Überblick über den Verlauf von Ai iür glatte Robre ergibt sicb^us folgenden 
in runden Werten angegebenen Zablen. Es wird 

Al = 0,020 0,015 0,010 0,008 0,006 

far 81. = — = 2000 (5000 32000 88000 500000 

* V 


Aus der Blasiusscben Formel (4) ist durcb Berecboung der Scbubspannung 
an der Wand die Formel (1) in § 5, b erbalten worden, in der nur durch Anbringung 
eines Zablenkoeffizienten von der mittleren Geschwiudigkeit zur Gesohwindigkeit 
in der Kobrmitte ûbergegangen ist. Aus der Annabme, dafi die Scbubspannung 
an der Wand von der Strômung an der Wand, nicht aber von der Entfernung der 
Kobrmitte von der Wand abhangen mu8, ist die Form (2) der Gleiohung für die 
Scbubspannung in § 5 gewonnen worden. Aus der Unabhàngigkeit des 
von y kann, wie dort erwahnt, auf u^k/y^i = const fûr ein und dieselbe Strômung 
oder U proportional yV? geschlossen werden. 

Das Hagen-Poi seuillescbe Gesetz, das mit w = Qlnr* aucb in 
der Form 

Pi—Pt_8liw 

~ f - ri ( 6 ) 


*) In der Literatur fiudet man als die Lange, die in die Reynoldsscbe Zabi 
von Rôhrenstrômungen eingefùbrt wird, sowobl den Halbmesser r wie den Durch* 
messer d, seltener den bydraulischen Radius rf^ Hier wird, entsprecbend dem 

physikalischen Brauehe, r bevorzugt. Zur ünterscbeidung wird — 9li und 
z= 91, gescbrieben (9t, = 2 9li). 

*) Forschungsarbeiten des Ver. Deutscb. Ing. 1913, Ueft 131. 

^) Phil. Trans. Roy. Soc. London (A) 214, 199, 1914 ; Proc. Roy. Soc. London (A) 
91, 46, 1916. 

*) Forschungsarbeiten des Ver. Deutscb. Ing. 1924, Heft 267. 
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$9* StrOmung dnroh gerade Bdhren and Kan&le usw. 


geschrieben werden kann, l&Ût sich ebenfalls unter dieForm von Gl.(3) bringen, 
wenn man 


2 16 1 6 

setzt. Das Diagramm Fig. 929 stellt A| als Funktion von S'îj dar, 
sicb aus den Beobacbtungen ergibt. 


.(6 a) 
wie es 


W T 

Die kleinste Rey no Id sache Zabi 9^1 = , bei der eine turbulente Be- 

^ V 

wegung in einem genügend langen geraden Robr nocb besteben kann, ist nacb 
L. Schiller^ % = 1160. Die grôHte Reynoldssche Zabi, bei der die 


PIg. 929. 



Laminarstrômung nocb besteben kann, ist abh&ngig von der Grôfie der 
StÔrungen, mit denen der ZufluH der Flûssigkeit zum Robr bebaftet ist oder 
die an der Robreintrittsstelle (durcb scbarfe Kanten oder dergleicben) erzeugt 
werdeii. Bei gut abgerundetem Einlauf und gut beruhigtem Wasser im Be- 

W T 

bàlter l&6t sich leicht — 10000 und mehr erbalten. Die Ursachen für 
V 

die Entstebung der ersten Turbulenz in einem solcben Falle sind nocb nicht 
hinreichefid geklart. Wahrscheinlich geben schwache Wirbel mit Acbse parallel 
der Robrachse, die durcb geringe nocb vorhandene Strômungen im Beh&lter 
verursacht werden, zunâcbst AnlaQ zu labilen Gescbwipdigkeitsverteilungen im 
Robr; diese führen dann einen raschen Zerfall der Strômung unter Bildung 
heftiger Quer wirbel hervor, die dann nicbt mehr verschwinden, da sie immer 
wieder Anlafi *zu neuen instabilen Geschwindigkeitsverteilungen geben. Bei 
scbarfkantigem Einlauf bildet sicb dort eine Trennungsscbicht, die leicht in 
Wirbel zerf&llt und dann Turbulenz bervorruft. Ist das Robr in eine ebene 
Wand so eingesetzt, dafi es mit scbarfer Xante an diese anscbHellt, so erh&lt 
man den Übergang zur turbulenten Strômung etwa bei == 1400. 

Der Verlauf des DruckabfalU in einem Robr, wie er durcb die Gl. (6a) 
und (4) bzw. (5) und durcb die Fig. 929 dargestellt ist, wird nur erbalten, 
wenn die nMefistrecke**, an deren Anfang und Ende die Drucke (durcb An- 
bohrungen, vgl voriges Kapitel, § 7) gemessen werden, genügend weit, z. B. 


^) Forsobuogsarbeiten des Ver. Deutsob. Ing. 1922, Heft 248, S. 16. 
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§ 10 . 


100 Durchmesser, vom Einlauf entfernt sind, und selbst dann kônnen sich im 
laminaren Zustand noch gewisse Abweichungen zeigen. MiUt man nâber am 
Einlauf, oder mifit man etwa den Druckabfall vom Bebâlter bis zum Rohr- 
ende, so kommen die Anlaufvorgànge noch wesentlich mit in Betracht. 
Zunâchst bat man, abgerundeten Einlauf vorausgesetzt, einen Druckabfall 


"T 


zur Erzeugung der Geschwindigkeit w im Eintrittsquerschnitt des 


Rohres. Die Geschwindigkeit ist zunâchst im Querschnitt praktisch gleich- 
fôrmig verteilt, da jedes Teilchen dasselbe Druckgefalle durchlaufen hat. Die 
Bremsung durch Reibung setzt von der Wand her ein, und es bildet sich eine 
wachsende Schicht verzôgerter Flüssigkeit, vgl. Fig. 930. 
Die Geschwindigkeit der KernstrÔmung in der Rohrmitte 
muC dabei in dem Malle zunehmen, daD durch jeden Quer- 
schnitt dieselbe Menge flieüt; dieser Beschleunigung der 
KernstrÔmung entspricht ein Druckgefalle lângs der Rohr- 
achse gemâU der auf die Kernstromung angewandten Ber- 
profit de r^Aulauf noullischen Gleichung. Dieses Druckgefalle, durch das auch 
stromung. die Randzone einen Antrieb erfàhrt, ist grôBer als das der 
Hagen-Poiseuilleschen Stromung. Beim Weiterstrômen stellt 
sich durch Ausbreiten der Reibungszone allmâhlich der normale Strômungs- 
zustand der Hagen-Poiseuilleschen StrÔmuug her. Der Übergang vollzieht sich 
nach Rechnungen und Beobachtungen von L.Schiller^) etwa nach einerStrecke 
rS %!) 

ïj = 0,12 = 0,12r.9îi. Bei = 1000 bzw. 10000 wird demnach 

V . 


Pig 930. 



îj = 120 bzw. 1200r, also 60 bzw. 600 Rohrdurchmesser ! Bei kurzen, an 
der Eintrittsstelle abgerundeten Rohrstûcken ist daher, wenn die Reynoldssche 
Zabi nicht ganz klein ist, keine Rede davon, daB die Geschwindigkeit nach 
Gl. (3) von § 1, also nach einem Paraboloid verteilt wàre. Die Geschwindig- 
keit ist, wenn die Flüssigkeit aus einem grôBeren Raume kommt, hier viel- 
mehr in der Hauptsache gleichfôrmig verteilt, und nur eine Randschicht ist 
durch Reibung verzôgert. 

Die turbulente Stromung bildet sich in verhâltnismaBig kürzeren Strecken 
aus, wenn durch scharfé Kanten, durch Umlenken um eine Ecke oder der- 
gleichen beim Eintritt in das Rohr fûr die nôtigen Wirbel gesorgt ist. Bei 
glattem Einlauf bildet sich zunâchst ein laminares Stûck aus, am Ende dessen 
die Turbulenz einsetzt. Für groBe Reynoldssche Zahlen und stôrüngslosen 
Zustrom kann diese Lange etwa ïj = 500000 vjw = 500000 r/dîi gesetzt 
werden (vgl. Plattenwiderstand, § 13). 


§ 10. Strëmung durch Kanflle mit Querschnittsfinderungen. a) Der 
einfachste hierber gehôrige Fall ist der AusfluB aus Mündungen. Soweit keine 
hydraulischen Verluste dabei auftreten, ist die Aufgabe schon in § 4 des 
vorigen Kapitels behandelt, insbesondere ist dort béton t, daB vermôge der 

Forschungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing., Heft 248; Zeitschr. t angew. 
Math- u. Mech. 2, 96, 1922. 
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Sti’($mang dnrcli Kanille mit Querachnitts&ndemtigen. 
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Strahlkootraktion der Strahlquerschnitt meist nicht mit dem Locbquer- 
Bcbnitt {F) übereinstimmt: Strablquerscbnitt = aF, wo a die Kontraktions- 
ziffer heiCt (bei scbarfrandigen Ôffnungen in ebener Wand etwa « = 0,61). 
Die Geschwindigkeit in der Strahlmitte ist beim AusfluÛ ans einem Gefâfi, 
dess en Qu erscbnitt grofi gegen den Lochqnerschnitt ist, meist sehr genau 
= '^2 g h; aber in der Randzone wîrd durcb die Reibung der auf das Loch 
zufliessendeD Flüssigkeit an der Wand eine GeBchwindigkeitsverminderung 
gefunden, die bei den Mündungen nach Fig. 847 grôCer ausfâllt aie bei 
solcben nach Fig. 846. Die mittlere Geschwindigkeit wird somit etwas kleiner 
als die tbeoretisobe und kann w = 2gh geschrieben werden, mit (p == Ge- 
scbwindigkeitsziffer. Die Geschwindigkeitszilfer ist bauptsâcblicb bei kleinen 
Offnungen und kleinen Gescbwindigkeiten (bei kleiner Beynoldsscber Zabi!) 
merklich von 1 verscbieden; bei groûen Ôffnungen und Gescbwindigkeiten ist 
aie fast immer ganz nahe an 1 (vorausgesetzt, daÛ der GefâBquerschnitt auch 
hier groû gegen den Lochqnerschnitt ist). Der ÂusfluBvorgang eignet sich 
zur Mengenmeasung. Man braucbt nur den Lochquerscbnitt F und die 
Flüaaigkeitahôhe h zu messen, dann ist Q=za(pF^ 2g h die aekundliche 
Menge. Das Produkt a ip p6egt zu der ^Ausflnfiziffer" g, zusammengefaQt zu 
werden: a g) :=r g. Zur F^rmittlung von g kann mau die in festgestellter 
Zeit ausgeflossenen Flüsaigkeitsmengeti wâgen. 

b) Bei scbarfkantig an die Wand anschlie&enden Ansatzrôhren, wie z. B. 
Fig. 931, werden dagegen erhebliche Verluste festgestellt. Man hat zunàchst 
eine Kontraktion àhnlich yri® .bôi einer Ôff nung .in dûnner 
Wand, dann aber Wiederausbreitung unter 'Vermiachung Fig. 931. 

mit dem Totwasaer, das den Strahl umgibt (in Fig. 931 I // 

punktiert). Für diese Vorgânge ergeben sich gemaB der 
Théorie im vorigen Kapitel § 12, c, folgende Beziebungen: 

Ist w die mittlere AusfluBgeschwindigkeit am Ënde des 
Anaatzrobres, so ist die Geschwindigkeit an der engaten 




w 


Stelle = ^ ; es kommt also zu der Druckhôbe w^l2g 
noch die Verlusthôhe ( 1 ^ hinzu. Die Summe 


ïl;', 


Scharfkantiges Ansatz- 
rohr. 


a? Va / 

beider Hôben ist gleich der Wasserhôhe im GefaB zu setzen. Lôst man nach 
der Geschwindigkeit auf, so ergibt sich eine Geschwindigkeitsziffer 

<p z=z - ^ . Fig. 932. 

y 1 — 2 a -f 2 a* 

Für a = 0,61 ergibt sich (p = 0,84. 

c)Plôtzliche Verengungen in einem Rohr, 

332, bringen neben dem Bernoulli* 

Bchen Drückabfall einen Druckverlust analog 
dem hier behandelten, da auch hier eine Kontraktion eintritt. Die 

( F \* 

augenommen 

werden. 



Scharfkantige Verengung. 

Kontrak- 
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Folgt auf die Verengung wieder eine plôtsliche Erweitening (vgl. Fig. 933), 
80 ist eotaprechend der Druckverlust 

Pi, P> — 2 - Ij • 

Der Druckunterschied pQ — pi, 


Fig 933. 


fb.Po 


P2 


Drosse Ischeibe. 


Po—Pi = 




der grôfier ist, wird vielfach zur 
Mengenmegsung yerwendet ; er ist 
nach Bernoulli (wenn von kleinen 
Verlusten abgesehen wird, siebe 
unten bei Fig. 934) 

KJ,)’-} 


Ist po ^pi durch Druckmessung vermittelst je eîner Anbohrung vor und 
hinter der Verengung („Drossel8cheibe“, „Staurand“) gemessen und a durch 
anderweitige Versuche bekannt, so folgt aus der Gleichung Wq und damit 
die sekundliche Menge = FqWq. 

Enierohre und kurze Krümmer kônnen auf ganz ahnlicher Grundlage 
beurteilt werden wio die Rohre Fig. 933; auch hier ergeben sich bei den 
raschen Umlenkungen Kontraktionserscheinungen mit darauf folgendem 

Wiederausgleich der Geschwîndigkeiten. Der Druckhôhenverlust wird t 

2g 

geschrieben, wo Ç eine empirisch £ür jeden Einzelfall zu ermittelnde Wider- 
standsziffer ist. Über die Zahlwerte fûr typische Fâlle geben die Ingenieur- 
handbücher Auskunft, vgl. z. B. Hûtte, Bd. I, 25. Aufl., S. 359 u. f., ferner 
Mitteilungen des Hydraulischen Instituts der Technischen Hochschule München, 
Heft 2, 1927. 

d) Allmâhliche Verengungen bringen sehr kleine Strômungsverluste mit 
sich, wesentlich grôÜere dagegen die allmàhlichen Erweiterungen, da hier 
Neigung der Strômung zur Ablôsung von der Wand besteht. Immerhin sind 

die Druckwiedergewinne wesent* 
lich hôher als bei plôtzlicher Er- 
weiterung. Der Druckhôhen- 
verlust Po — Pi in Fig. 934 kann 

= 5 ^ W — ^ 2 ) geschrieben 

werden, mit f = 0,15 bis 0,2. Ein 
Rohr nach Art von Fig. 934 wird Venturirohr genannt und wird ebenfalls zur 
Mengenmessung verwandt. Beobachtet werden po nnd pj, die Rechnung ist 
ganz entsprechend der früheren, nur dafi hier a bei guter Formgebung = 1 
gesetzt werden kann. Die Geschwindigkeitsziffer ist dagegen nicht genau = 1, 
und auch die Ungleichfôrmigkeit in der Zustrômung ist von Einfluü, so daü 
sich eine empirische Eichung empfiehlt, wenn hôhere Genauigkeitsansprüche 
gestellt werden. Für die Drosselscheiben nach Fig. 933 gilt das gleiche. 

Die Drucksteigerung p^ — Pi in einem plôtzlich oder allmahlich erweiterten 
Rohr wird in den Strahlapparaten nach Fig. 935 dazu verwendet, andere 



Venturi-Düse. 
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Flûssigkeiten anzusaugen und fortzuschaffen. ünter den Anwendungeii sind 
zu nennen die Wasserstrahlluftpumpe, mit der man betr&cbtliche Luftleere 
herstellen kann (damit — pi gleich einer Atmosphare wird, mufi Wi etwa 
20m /sec sein), ferner der Bunsenbrenner , bei dem der ans einer Düse ans- 
tretende Gasstrahl Luft ansaugt und sich mit ihr mischt. Eine andere An- 
wendung îst das Lokomotivblasrohr, bei dem der aus dem Zylinder strômende 


Fig. 935. 



Strahlpumpe. 


Dampf die Verbrennungsgase aus der Rauchkammer absaugt und so die Ver- 
brennung unterhàlt. Eine sehr merkwürdige Anwendungsform ist der 
Injektor, der mittels Dampf aus einem Dampfkessel kaltes Wasser ansaugt 
und es in denselben Kessel pumpt (die Wirkung ist durch die Dichte- 
vermehrung zu erklàren, die der Dampf bei seiner Kondensation auf dem 
Wasser erfàbrt; ein groCes Volumen wird dem Kessel entnommen, ein viel 
kleineres zurückbefôrdert). Auf die Théorie des Strahlapparats , die sich 
auf dieselben Beziehungen aufbaut wie die der vorgenannten Apparate, kann 
hier nicht nàher eingegangen werden. 

e) Für offene Wasserlàufe ist der „Überfall über ein Wehr“ (vgl. Fig. 936) 
ein sehr brauchbares Mittel zur Mengenmessung. Eine Abschâtzung der über- 


fallenden Wassermenge, soweit es sich um den 
Bau der Formel handelt, ist bereits durch die 
Betrachtungen am Ende des § 17 des vorigen 
Kapitels gewonnen worden. Man kann diese 
Formel aber auch aus einer ganz anderen, 
soheinbar nur entfernt verwandten Aufgabe 
gewinnen : AusfiulS aus einem schmalen 8enk< 
rechten Schlitz in der Wand eines offenen 
Gewàssers (vgl. Fig. 937). Hier kann ohne 
Bedenken der AusfluOquerschnitt in Elemente 


Fig. 9.36. 



Überfall über ein scharfkantiges 
Wehr. 


hdh zerlegt werden; durch ein solches Elément 

flielît eine Menge abdh^2(jh. Die Intégration von 0 bis Fig. 937. 


hi liefert dann die Gesamtmenge 

Ç =:|abV'*V27, 

was mit der Formel in § 17 übereinstimmt, wenn oe = 



gesetzt wird (für hj steht dort 0 ). Die formale Übereinstimmung hàngt damit 
zusammen, dafi die Abmessungen des Überfalls in die Formel aus Dimensions- 


gründen gar nicht anders eingehen kônnen. Der Versuch zeigt nun aber, dad 
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selbst die Zahlwerte für den seokrechten Überfall nacb Fig. 936 und den Spalt 
nach Fig. 937 fast genau übereinstimmen. Für Überfâlle zwischen parallelen 
Wànden (Überfâlle ohne Seitenkontraktion) mit scbarfkantiger senkrechter 
Überfallwand und mit Luftzufuhr unter dem Strahl liegen besonders sorg- 
fàltige Meesungen vor. Naçh Rebbock^) ist hierfür 


a = 0,605 + 


3 (fei — h') ' 


wobei /»' eine vermutlicb mit Kapillarwirkungen zusatnmenhângende kleine 
Hôbe von 2,85 mm und a den Abstand der Überfallkante von dem Boden des 


Zulaufgerinnes bedeutet. //j ist die Überfallhôhe, d. h. die Hôbe des Ober- 


Fîg. 938 . 



wasserspiegels über der Webrkante, gemessen in einiger 
Entfernung vom Webr; die Messung gelingt z. B. mit 
einem Gérât nacb Fig. 938 mit guter Genauigkeit, da man 
das Austaucben der Metalispitze ans dem Wasser sebr 
scbarf feststellen kann (besser als das Ëintaucben einer 
nacb unten gericbteten Spitze). 

Bei Webren mit Hacher Wehrkrone wird durch die 


Vorrichtung zur 
Wasserppîegel- 
tnessung. 


Versuche der theoretiscbe Wert von a = 
(siehe oben) gut bestâtigt. 


,î- = 0,677 
]/3 


§11. Widerstand von Korpern in Flüssigkeit. a) Allgemeine 
Vorbemerkungen über die Widerstandsf ormel. Für den Widerstand, 
den eine Flüssigkeit der Bewegung eines in ihr befindlichen Kôrpers ver- 
môge ibrer Trâgheit entgegensetzt, hatscbon Newton den ScbluC gezogen, 
daQ dieser Widerstand proportional der Flâchenausdehnung des Kôrpers quer 
zur Bewegungsrichtung {F), ferner proportional der Üichte der Flüssigkeit (p) 
und dem Quadrat der Geschwindigkeit (v) sein muÛ. Dieses Ergebnis lâÜt 
sich durch eine sebr einfache Betrachtung nachprüfen: Der Kôrper mufi 
sekundlicb eine Flüssigkeitsmasse M = ç F, v aus seiner Bahn râumen und 
erteilt dabei jedem Massenelement eine Geschwindigkeit, die seiner Geschwindig- 
keit proportional gesetzt werden kann.’ Der Widerstand ist gleich der 
sekundlich erteilten Bewegungsgrôfie, also proportional mit 
Mv Q FvK 

Die nâheren Einzelheiten der Newton schen Théorie, die den Flüssigkeits- 
widerstand nacb den Gesetzen des elastischen StoÛes behandelt (Newton 
dachte sich das Medium als aus frei schwebenden ruhenden Massenteilchen 
bestehend, die von dem bewegten Kôrper in regelmâCiger Weise reflektiert 
werden), haben sich allerdings nicht halten lassen; an Stelle der Newton- 
schen Auffassung ist die bydrodynamische Auffassung getreten, nach 
der der Widerstand aus den bei der Umstrôraung des Kôrpers entstebenden 
Druckdiflerenzen und Reibungsspannungen besteht. Ein prinzipieller ünter- 

0 o^wa die Rehbocksche Abhandlung in De Thierry und Matsohoss, 
Die Wasserkraftlaboratorien Europaa, S. 104. Berlin 1926. 
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schied zwischen den Ergebnissen der alten und der neuen Auffasaung ist der, 
daû bei der alten nur die Geetaltnng der nach vorn gekehrten Flâchen des 
Kôrpers in Betracbt gezogen wird, wàhrend man jetzt weiÛ, daiS die eigent- 
licben Widerstandsvorgânge hinter dem Kôrper zu suchen sind, und dafi 
daher die Ausbildung der hinteren Teile von grôfiter Bedeutung sein kann. 
Auch ist hervorzuheben, daQ die alte Théorie den Widerstand irgend eines 
Kôrpers durch einfache Summierung ûber aile Flàchenelemente (unter Ver- 
wendung eines fur ebene Platten gewonnenen Gesetzes) erhalten wollte, 
wâhrend nach der hydrodynamischen Anschauung sofort einzusehen ist, dafi 
dies unzul&ssig ist. Das folgende Beispiel mag dies erlâutern: die Strômung 
um ein Dieder, vgl. Fig. 939, muÛ einen ganz anderen Verlauf nehmen, als 
die um zwei entfernt stehende, gleich geneigte Platten, da 
im letzteren Falle die Flüssigkeit zwischen den beiden 

Platten durchstrômen kann, im ersteren aber nicht. Nach ' ^ 

Versuchen von Eiffel ') ist denn auch der Widerstand \ / 

eines aus zwei quadratischen Platten mit Winkeln von \ \/ / / 

30° gegen die Bewegungsrichtung bestehenden Dieders \ /\^ 

<etwa 60 Proz. des der einzeln stehenden Platten, wâhrend 
nach der alten Théorie beide Objekte den gleichen Wider- 
stand haben müOten. Ein anderes sehr auffâlliges Bei- 
spiel ist das folgende: Eine Kreisscheibe, ein Kreiszylinder Dieder. 

von einer Lange gleich dem Durchmesser und einer von 
einer Lange gleich dem Anderthalbfachen des Durchmessers (aile senkrecht 
zur Kreisflâche bewegt) haben nach Eiffel®) (Fallversuche am EifFelturm) 
eine Widerstandsziffer 1,12, 1,10, 0,80. Die Zahlen sind in der Gôttinger 
Modellversuchsanstalt (künstlicher Luftstrom) nacbgeprüft und bestâtigt 
worden. DaÛ der lângere Zylinder weniger Widerstand hat als der kürzere, 
kann nur so erklârt werden, daD in diesem Falle das Wirbelsystem durch 
Anlegen der Strômung an die Mantelflâche des Zylinders kleiner ausfâllt und 
dadurch die Saugwirkung auf die Hinterflàche geringer wird als in den beiden 
anderen Fâllen. 

Über die allgemeine Form des nach der Hydrodynamik zu erwartenden 
Widerstandsgesetzes für eine bestimmte Art von Kôrpern laCt sich zunâchst 
aussagen, daÛ dieser Widerstand durch Druckdifferenzen und Reibungs- 
spannungen zustande kommt. Die ersteren überwiegen im allgemeinen; aie 
kônnen proportional gesetzt werden dem zur Geschwindigkeit v gehôrigen 
ù 

Staudruck (vgl. §4, c des vorigen Kapitels), alsoergibt sich der Widerstand 
als Produkt einer solchen Druckdifferenz mit der dargebotenen Flâche, ist 


also proportional mit F' 


Der Staudruck, der durch das Staugerât 


des vorigen Kapitels) gemessen werden kann, wird in der Aerodynamik vielfaoh 

') Recherches expérimentales sur la résistance de l’air exécutées à la tour 
Eiffel, S.78u.f. Paris 1907. 

®)l.*o. S. 54. 

Müller-Vouillet I, 2. 11. Aufl. 


72 
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mit q bezeichnet; neuerdings scheint sich durch BeschluQ einer Kommissiou 
des Vereins Deutscher Ingenieure eine bei den Masohineningenieuren scbon 
l&nger übliche Bezeichnung, pa („dynamischer Druck“), durchzusetzen, weshalb 
sie auch hier verwendet werden soll. Da die Geschwindigkeit v meist durch 
Messung des Staudrucks ermittelt wird, ist dieser uud nicht die Geschwindig* 
keit bei den Versuchen die ursprüngliche GrôÛe; da es im übrigen sehr an- 
schaulich ist, einen Widerstand als Wirkung eines Druckes auf eine Fliiche 
darzustellen : 

W=: Zahl.F.pd, 

bat es sich nicht nur in Deutschland und Ôsterreich, sondern neuerdings 
auch in Amerika und Italien eingebürgert, statt 
W=ZM.Fqv^ 

zu schreiben 

O 

W — Zabi . ' 

Die neuen Zahlen sind offenbar das Doppelte der alten; sie sollen, dem 
Brauch der Aerodynamiker in den genannten Làndern entsprechend mit c, 
gegebenenfalls mit einem Index für Komponenten bezeicbnet werden. j 

Über das Verhalten dieser „ Widerstand szahl“ lâCt sich in Anwendung 
der Betrachtungen über mechanische Àhnlichkeit folgendes aussagen. Solange 
nur geometrisch und mechanisch âhnlicbe Fàlle verglichen werden, bei denen 

also die Reynoldssche Zabi ^ (I ist irgend eine Vergleichslânge) den- 

selben Wert hat, werden die Druckdifferenzen und Reibungsspannungen in 
demselben Verhâltnis zusaramenwirken, die Reibungsspannungen àndern sich in 
den zu vergleichenden Fâllen proportional zu den Druckdifferenzen, die ihrer- 
seits wieder dem Staudruck proportional gesetzt werden dürfen, so daC die 
obige Form des Widerstandsgesetzes, also 

W= cyp4 = cF^^‘- ( 1 ) 


hier ein geuaues Gesetz darstellt. Die Wider stand szahl c ist dabei natürlich 
nur so lange unverânderlich, wie die Reynoldssche Zabi unveranderlich ist; 
sie andert sich im allgemeinen mit dieser, kann also als Funktion von 
geschrieben werden: 

c = /-(9e). 


Ist in einem bestimmten Falle eine merkliche Wirkung der Reibung nicht 
zu erwarten, so ergibt sich dem Vorstehenden gemaC eine merklich genaue 

Fq 

Proportionalitàt des Widerstandes mit — r — für aile in Betracht kommenden 


Verhâltnisse, d. h. die Funktion von wird eine Konstante. Dies ist bei 
Platten, die senkrecht zu ihrer Ebene bewegt werden, und bei âbnlichen 
scharfkantigen Objekten ziemlich genau der Fall. Für kreisfôrmige Platten 
ist der Faktor c etwa gleich 1,12. 

Spielt dagegen die Reibungswirkung die Hauptrolle, wie z. B. bei 
Platten, die in ihrer Ebene bewegt werden, so sind starke Abwdichungen 
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WiderBtand von Kdrpern in Plüsaigkeit. 


1139 


Yon der Newton schen Proportionalit&t zu erwarten, vgl. § 12. Fûr die aller- 
kleinsten Geschwindîgkeiten (9? klein gegen 1) hat man alleinige Wirkung 
der Zâhigkeit; hier findet das schon in § 3 erw&hnte Stokessche Gesetz 
(Widerstand proportional v) Anwendung. Man kann auch dieses in die Porm 
der Gl. (1) bringen, indem man eîn zu 1/9Î proportionales c einführt. 

b) Zerlegung des Widerstand es. Der Widerstand eines in der 
Flüssigkeit bewegten Kôrpers lâCt sich immer in zwei Teile zerlegen, den 
Druokwiderstand und den Reibungswiderstand. 

Man kann nâmlich auf jedem Flàchenelement die von der Flüssigkeit 
auf den Kôrper übertragene Kraftwirkung in eine Normalkomponente und 
eine Tangentialkomponente, das ist in eine Druckkraft und eineReibungskraft, 
zerlegen. Die Résultante aller Druckkràfte ist der Druokwiderstand, die 
Résultante aller Reibungskrafte der Reibungswiderstand. (Bei rauhen Ober- 
d&ohen wird man dabei aus praktischen Rücksichten die Zerlegung nach einer 
dem mittleren Verlauf der Flàche angepaÛten glatten Idealflâche vornehmen. 
Der nach der strengen Définition auf die einzelnen Rauhigkeiten entfallende 
Druokwiderstand wird somit zum Reibungswiderstand geschlagen.) Die 
Trennung des Gesamtwiderstandes in diese beiden Teile lâÛt sich im Versuch 
so durchführen, daC man die Druckverteilung über die Kôrperoberflàche durch 
Anbohrungen beobachtet und daraus durch Rechnung den Druokwiderstand als 
die Resultierende aus den Druckkraften auf die einzelnen Teile der Oberflâche er~ 
mittelt. Ist der Gesamtwiderstand durch eine Kraftmessung beobachtet, so ergibt 
die Differenz den Reibungswiderstand. Von der Vorstellung ausgehend, daC zwar 
der Druokwiderstand stark von der Form des Kôrpers abhânge, daÛ aber der 
Reibungswiderstand im wesentlichen nur von der GrôÜe der Oberflàche und 
nicht von der Form des Kôrpers abhàngig sei, hat man die Trennung des 
Widerstandes in einen Form widerstand und einen Ob erf làchenwider- 
stand vorgeschlagen. Neuere Versuche weisen indes darauf hin, daû auch 
der Reibungswiderstand recht merklich von der Formgebung abhângt, so daÛ 
sich diese Art der Trennung nicht streng aufrechterhalten làlît. 

Bei Kôrpern, die sich an der freien Oberflache der Flüssigkeit bewegen, 
kommt noch ein weiterer Widerstand, der Wellen widerstand hinzu, der 
durch das von dem Kôrper bei der Bewegung erzeugte Wellensystem ver- 
ursacht wird. Da die Wellenbewegung unter dem Einflufi der Erdschwere 
vor sich geht (von den Kapillarkràften sei abgesehen), so ist hier ein 
anderes ^mechanisches Âhnlichkeitsgesetz maÜgebend wie bei den Reibungs- 
vorgângen. Aus Geschwindigkeit (v), Lange (i) und Erdschwere (g) làCt sich 

eine dimensionslose Zahl bilden. Das zu erwartende Wellensystem wird 

bei zwei verschieden groCen Ausführungen einer Schiffsform (z. B. Modell und 
Schift) geometrisch ahnlich ausfallen, wenn diese Zahl denselben Wert an- 
nimmt, wenn sich also die Geschwindigkeiten verhalten wie die Wurzeln aus 
den Lângen (Fr oud esches Gesetz). 

Der Wellenwiderstand ist mit kleinen Ànderungen der Schiffsform und 
der Geschwindigkeit sehr stark verànderlich ; bei einer Verlàngerung des 

72 * 
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Schiffskôrpers kann er sowohl wachsen wie abnehmen, je nachdem die Heck- 
welle, die mit dem vom Bug kommenden Wellen System interferiert, dieses 
verstarkt oder abschwàcht. — In seichtem Wasser kann sich das Wellensystem 
ganz erheblich modifizieren. Der Widerstand wâchst ganz erheblich an, 
wenn das SchifE gerade mit der Geschwindigkeit der Grundwelle (§17 des 
vorigen Kapitels) fàhrt. 

Der Wellen widerstand macht sich am Schiff selbst als ein Teil des 
Druckwiderstandes geltend. Die vom Schiff gegen den Wellen widerstand 
geleistete Arbeit wird bei der Ausbreitung des Wellensystems hinter dem 
Schiff als kinetische Energie der Wellenbewegung fortgetragen. Der andere 
Teil des Druckwiderstandes, der dem gewôhnlichen Druckwiderstand eines 
allseitig von Flüssigkeit umgebenen Kôrpers entspricht, findet sich in dem 
Impuls der Kiel wasser wirbel wieder und heifit deshalb auch Kielwasser- 
widerstand. Die ihm entsprechende Wîderstandsarbeit findet sich in der 
kinetischen Energie der Wirbel wieder, die spâter allmâhlich in Wàrme ver- 
wandelt wird. Gleiches gilt vom Reibungswiderstand. 

Da der Reibungswiderstand und der Kielwasserwiderstand, abgeseben von den 
Stôrungen durch die Wellenbildung, die Reynoldssche Âbnlichkeit befolgt, der 
Wellen widerstand aber die Froudesche Abnlichkeit, sind streng übertragbare 
Modellversuche unmôglich. Da bei den Schiffen der Wellen widerstand das Haupt- 
interesse beaitzt, hait man sich bei den Versuchen in den Schiffsmodell-Scblepp- 
anstalten an die Froudesche Abnlichkeit und berücksichtigt die Verànderlichkeit 
der anderen Widerstandsanteile mit dem Grôûenmafistab des übjektes nach Er- 
fabrungsregeln. 

c) Bewegter Kôrper und bewegte Flüssigkeit. Eine wichtige 
Frage ist noch die, wie sich der Widerstand eines Kôrpers in ruhender Flüssig- 
keit zu der Kraft verhàlt, die eine strômende Flüssigkeit auf einen ruhenden 
Kôrper ausübt. Wenn die strômende Flüssigkeit sich in allen Teilen voll- 
kommen gleichfôrmig bewegt, so kann nach den Gesetzen der allgemeinen 
Mechanik zwischen beiden Fâllen kein ünterschied bestehen, da die Hinzu- 
nahme einer gemeinsamen gleicbfôrmigen Bewegung (entgegengesetzt gleich 
der Geschwindigkeit des Kôrpers, so daC dieser in Ruhe versetzt wird) an 
dem Ablauf von mechanischen Vorgàngen nîchts àndert. Einen Ünterschied 
aber macht es, ob die Flüssigkeit bei ihrer Bewegung gegen den Kôrper voll- 
kommen gleichfôrmig, oder ob sie turbulent strômt. Die Widerstànde sind 
in der Regel im zweiten Falle grôBer, doch kommen Ausnahmen vor (Kugel 
im kritischen Gebiet, vgl. § 1 3). Da natürliche Flüssigkeitsstrômungen ( Wind, 
Strômung in Kanalen usw.) bei groOen Abmessungen regelmàCig turbulent 
sind, wird man solche Unterschiede immer beobachten. Wenn man zum 
Zwecke von Widerstandsversuchen die Verhàltnisse eines in ruhender Flüssig- 
keit bewegten Kôrpers mit einem in strômender Flüssigkeit ruhenden Modell 
nachahmen will, so wird man durch geeignete Einrichtungen für einen môglichst 
gleichfôrmigen Flüssigkeitsstrom zu sorgen haben. vgl. § 21. 

§ 12. Der Flüssigkeitswiderstand in der hydrodynamischen 
Théorie. Die gewôhnliche Potentialstrômung der reibungslosen Flüssigkeit 
ergibt für einen gleichfôrmig bewegten Kôrper in einer allseitig unendlich 
ausgedehnten Flüssigkeit niemals einen Widerstand in der Bewegungsrichtung 
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und auoh keinen Auftrieb senkrecht dazu, gleichgültig, welche Gestalt der 
Kôrper auch habe. Dieses zuerst vielleicht verwunderliche Résultat lâfit sich 
gut einsehen, wenn man den Impulssatz fur eine den Kôrper in einiger Ent- 
fernung umschlieCende Eontrollflàcbe anwendet. Nâhere Untersuchung zeigt, 
daJS die durch den Kôrper verursachten StÔrungsgeschwindigkeiten nach allen 
Seiten sehr rasch, mindestens mit der umgekehrten dritten Potenz der Ent- 
fernung abklingen, die Druckunterschiede desgleicben; laût man die Kontroll- 
ââcbe ins Unendliche wacbsen, wobei ihr ITlâcheninhalt proportional dem 
Quadrat des Halbmessers wàchst, so geben also die Beitràge zum Impuls usw. 
gegen Null. Da der Impulssatz für jede Kontrollflàcbe dasselbe Résultat 
ergeben mulS, kann es also nur Null sein. 

Bildet man die Impulsmomente, so kommt eine Potenz der Entfernung als 
Hebelarm dazu; daraus ist ersicbtlich, dafi die Impulsmomente nicht zu ver- 
scbwinden brauchen, und in der Tat erhâlt man für scbrâg angestrômte Kôrper 
Drehmomente (und zwar solcbe, die die Kôrper quer zur Strômung stellen wollen, 
wie sich aus der Diskussion der Druckverteilung unscb-wer ergibt). 

Mit der obigen Betrachtung steht nicht im Widersprueh, dafi Kôrper, die 
sich in der Nàhe einer Wand oder eines anderen Kôrpers bewegen, Krâtte durch 
die Strômung erfahren (hier ist es nicht môglich, die Kontrollfiàche ins Unendliche 
zu rücken). Kugeln werden z. B., vrenn sie sich parallel zu einer Wand bewegen, 
mit Kraften proportional dem Quadrat der Gesch^windigkeit und umgekehrt pro- 
portional der vierten Potenz der Entfernung von der Wand angezogen, -wenn sie 
sich senkrecht auf die Wand zu bewegen oder sich von ihr entfernen, mit Kraften 
derselben Art abgestofien. 

Bei bescbleunigten Kôrpern fîndet man aucb in der reibungslosen Flüssig- 
keit Krâfte zwischen der Flüssigkeit und dem Kôrper, die aber nur von der 
Art sind, als ob die Masse des Kôrpers durch die der von ibm mitgenommenen 
Flüssigkeit vergrôÛert wàre. Man spricbt hier von einer „scheinbaren Masse** 
der mitbewegten Flüssigkeit. Bei einer Kugel ist die scheinbare Masse balb 
so grofi wie die von der Kugel verdràngte Flüssigkeitsmasse. Da beim Be- 
wegungsbeginn aus der Ruhe heraus immer zunâchst angenâhert eine Po- 
tentialbeweguDg entstebt, bat dieses Résultat auch für die wirklichen Flüssig- 
keiten Bedeutung. 

Daû der Widerstand bei der gleicbfôrmigen Bewegung eines Kôrpers in 
reibungsloser Flüssigkeit gleicb Null ist, làfit sich aucb aus einer Energie- 
betracbtung scblieCen. Beim Feblon von Reibung kônnte die für die Über- 
windung des Widerstandes aufzuwendende Arbeit nur inForm von kinetischer 
Energie in der Flüssigkeit aufgespeicbert werden. Wenn sich aber, wie bei 
den Potentialbewegungen, die Flüssigkeit binter dem Kôrper ebenso scblieÜt, 
wie sie sich vor ibm geôffnet bat, und also keine Stôrung in ihr zurückbleibt, 
so ist aucb kein Widerstand môglich. Ein Fall, in dem kinetiscbe Energie 
in der Flüssigkeit zurückbleibt, und dabér aucb ein Widerstand auftritt 
(Flugzeugtragflügel), wird in § 15 und 16 bebandelt werden. 

Ein anderer Fall betrifft das an der freien Wasseroberflàche fahrende Schiff, 
bei dem, wie schon erwahnt, durch dai sich bildende Wellensystem, dessen Aus* 
dehnung mit der Lange der Fahrt dauernd zunimmt. Energie zerstreut wird. Der 
Energiezerstreuung entspricht hier der Wellenwider stand. 

Das Auftreten eines Auftriebs ohne Hinterlassung von kinetischer Energie 
in der Flüssigkeit wird durch die Energiebetrachtung nicht ausgeschlossen, 
da der Auftrieb senkrecht zum Wege des Kôrpers in der Flüssigkeit wirkt 
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nnd daher keine Arbeiteleistung erfordert. Das Auftreten eines solchen Auf- 
triebs (oder Quertriebs) ist bereits in § 10 des vorigen Kapitels bebandelt 
worden. 

Die mit der scheinbaren Masse zusammenhângenden Flüssigkeitskrafte 
bei der Beschleunigung eines Kôrpers lassen sich vom Stand punkt des Energie- 
satzes gut verstehen, wenn man ûberlegt, daG die Arbeiten dieser Krâfte 
erforderlich sind, um die in der Flûssigkeitsbewegung steckende kinetische 
Energie zu erzeugen oder — bei der Verzôgerung — wieder ans der Flüssig- 
keit fortzuschaffen. 

DaC in Wirklichkeit die meisten Kôrper einen über den unvermeidlicheu 
Eeibungswiderstand (vgl. § 5) weit hinausgehenden Widerstand aufweisen, 
liegt daran, dafi sich an ihnen in der in § 6 beschriebenen Art Trennungs- 
schichten und Wirbel ausbilden. Diese sind als eigentlicher Sitz desWider- 
standes anzusehen. Sie verhindern, daG sicb die Strômung binten ebenso 
schliefit, wie sie sich vorn geôffnet batte, und veranlassen so eine Un- 
symmetrie der Druckverteilung (vorn voiler Staudruck, binten nicht); sie 
sorgen aucb dafür, daC dauernd kinetische Energie vom Kôrper weg- 
geführt wird. 

Von den verschiedenen Versuchen, das Widerstandsproblem im Rabmen 
der Théorie der idealen Flûssigkeit zu bebandeln, seien hier zwei als besonders 
typisch bebandelt, die Kirchhof f sche Strômung um die Flatte mitTrennungs- 
flàche und die Kârmânsche WirbelstraCe. 

Kirchhoff*) fand ein sehr schônes Beispiel der Anwendung der Helm* 
holtzschen Diskontinuitâtsflàchen (vgl. § 7 des vorigen Kapitels) in derlJm- 
strômung einer ebenen Flatte gemâfi Fig. 940. Die Strômung teilt sich vor 
der Flatte und flieOt von den Kanten seitlich 
nach binten zu ab, w&hrend der Raum hinter 
der Flatte von einer ruhenden Flûssigkeit ein- 
genommen wird. Da in diesem Raume, wenn 
von Schwere abgesehen wird, der Druck überall 
konstant ist, erhâlt man fiir die Trennungs- 
ilache die Bedingung, dafi auch auf ihr der 
Druck konstant und also wegen der Bernoulli- 
schen Gleichung auch die Geschwindigkeit kon- 
stant ist. Die Théorie liefert bei Ëinhaltung 
O, .. dieser Bedingung nur solche Lôsungen, bei deneu 

einer ebenen Flatte. die Trennungsfl&chen ins Unendliche reichen 

und die Geschwindigkeit auf der Trennungs- 
flache gleich der Geschwindigkeit der ungestôrten Flûssigkeit (d. h. gleich der 
Geschwindigkeit im Unendlichen) wird. Die Druckverteilung ist leicht zu 
übersehen; vor der Flatte in der Mitte Staudruck, nach den Randern zu bis 
auf den Druck der ungestôrten Flûssigkeit abfallend; auf der Hinterseite 
konstanter Druck gleich dem der ungestôrten Flûssigkeit. Dies gibt im 

Zur Théorie freier Flûssigkeitsstrsblen. Crelles Journ. 70 (1869). 


Fig. 940. 
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ganzen einen Widerstand proportional der Plattenflàche und proportional dem 
/ ‘2 TC 

Staiidruck, also konstantes c { = ~ — = 0,880 
\ 4 -f TE 

In Wirklichkeit sind, wiebereits niehrfacb hervorgehoben, solcheTrennungs- 
dâchen stark labil und zerfallen unter Bildung von grollen und kleinen 
Wirbeln. Deshalb reicht das Totwasser in Wirklichkeit nicht ins Unendliche, 
und die Strômung sehliellt sich hinter der Platte bald wieder zusammen. 
Hiermit steht im Zusammenhang, daC der Druck hinter der Platte erheblich 
unter dem ungestôrten Druck liegt, und infolge dieser „vSaugwirkung“ der 
Widerstand erheblich groCer ist als nach der Kirchhof f schen Rechnung. 
In dem Fall der „unendlich breiten Platte“ (Platte zwischen parallelen seit- 
lichen Wanden) findet man etwa c = 2,0; bei einer rechtwinkligen Platte 
von endlichem Seitenverhàltnis strômt über die Schrnalseiten Flüssigkeit in 
den Saugraum nach und setzt dadurch den Unterdruck erheblich herab. 
Man erhâlt bei einem Seitenverhàltnis 

1:20 1:10 1:4 1:1 

C =; 1,45 1,29 1,19 1,10 

Die Kirchhoff sche Rechnung bezieht sich auf die unendlich lange Platte, 
stimmt also mit dem zugehôrigen Versuchsergebnis sehr schlecht; gute Über- 
einstimmung mit der Rechnung ergibt dagegen der Fall, daÜ bei der Strômung 
von Wasser gegen eine Platte der Wasserstrom aufspaltet und der sich 
bildende Hohlraum mit Luft ausgefüllt wird (oder auch mit dem Dampf der 
Fliissigkeit, was bei sehr hohen Geschwindigkeiten vorkommt, sogenannte 
Kavitation). Da in diesem Falle die Trennungsflache nicht oder nur unerheblich 
dem Zerfall ausgesetzt ist, sind die Bedingungen der Théorie gut erfüllt, und 
es dürfte daher auch der Widerstand dem gerechneteu Wert eutsprechen. 

Bei solchen Strômungen um eine lângliche Platte oder ein àhnliches 
Hindernis, bei denen eine Zerspaltung der Flüssigkeit von der oben erwàhnten 


Fig. 941. 



Wirbolstrafie hinter einer schmalen Platte (ruhende Kamera). 


Art nicht auftritt, kommt unter gewissen Bedingungen eine regelmàÛig 
pendelnde Bewegung hinter dem Hindernis zustande, bei der abwechselnd links 
und rechts ein krâftiger Wirbel erzeugt wird; die Wirbel ordnen sich dabei 
zu einer mehr oder minder regelmâûigen Reihe an, vgl. Fig. 941. Solche Beob- 
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achtungen veranlaÜten Th. t, Kâmiân^), die Stabilitât von parallelen geraden 
Wirbelfâden in derartigen Anordnungen zu nntersuchen. Es ergab sich für 
die meisten Anordnungen eine mehr oder minder groOe Labilitât; nur eine 
einzige gemafi Fig. 942, bei der das Verhâltnis des Abstandes h der beiden 
Wirbelreihen zu der Teilung l = 0,283 war, ergab Stabilitât*). 

Die tatsâchlich beobachteten Wirbelreihen zeigen sehr nahe das an- 
gegebene Verhâltnis h/Z, falls die Wirbel einigermaÛen ausgeprâgte Kerne 

haben. (Wenn durch die Reibung 
die Form der Wirbel verschwommen 
wird, dann rücken sie weiter aus- 
einander, wie aus Fig. 941 zu er- 
kenuen ist.) 

Der fortwàhrenden Neubildung 
von Wirbeln entspricht nach dem 
Ënergiesatz ein Widerstand, der im 
übrigen auch nach dem Impulssatz *) 
nachgewiesen werden kann (zwischen 
den Wirbeln strômt die Flüssigkeit 
dem Kôrper nach). v. Karman hat diese Rechnung durchgeführt. Es ist ein 
schôner Erfolg der Théorie, daH aus einer photographischen Ausmessung des 
Wirbelsystems und einer Beobachtung über die Geschwindigkeit der Wirbel 
im Verhâltnis zur Kôrpergeschwiudigkeit die Widerstandszahl des wirbel- 
erzeugenden Kôrpera in guter Übereinstimmung mit der aus Versuchen be- 
stimmten Widerstandszahl gefunden wurde. Der Zusammenhang der Ab- 
messungen des Wirbelsystems mit den Abmessungen des Kôrpers bat sich 
allerdings bisher noch nicht theoretisch fassen lassen. 

§ 13. Experimentelle Feststellungen über den Flüssigkeitswiderstand. 
Bei den Kôrpern mit einem grôJSeren Flüssigkeitswiderstand ist, wie bereits 
erwâhnt, die Ausbildung von Treiinungsschichten maUgebend für das Zustaude- 
kommen des Widerstandes. Liegen, wie meist bei kantigen Kôrpern, die An- 
satzstellen derTrennungsschichten, d. h. die Stellen, an denen sich dieStrômung 
vom Kôrper ablôst, eindeutig fest, so findet man beim Versuch in ganz weitem 
Bereich konstante Widerstandszahlen. So ergaben z. B. Gôttinger Versucbe**) 
für senkrecht angeblasene ebene Kreisscheiben zwischen Reynoldsschen Zablen 

V f 

= ^ = rund 2000 bis ÔOOOOO keinen erkennbaren Gang in derWider- 


FJg. 942. 
jX 



I I I 

Stromlinîen der Wîrbelstrafie 
nach Kârinân. 


D Karman und Rubach, Physikal. Zeitschr. 18 49, 1912. 

*) Genauer gesagt, ist die Anordnung gegen aile kleinen Abweichungen der 
Anfangtlage der Wirbelfâden stabil mit Ausnaorne einer besonderen Stôrung, bei 
der die um die Entfernung l voneinander abstehenden Wirbel immer gerade ent- 
gegengesetzte Verechiebungen aufweisen. Gegen diese Stôrung ist IndiSerenz vor- 
hauden, d. h. solche Stôrungen kônnen mit der Zeit gleichfôrmig weiterwacbsen. 

*) Die Berechnung nacn dem Ënergiesatz wûrde eine Angabe über den Durch- 
meiser der Wirbélkerne erforderi^ die nach dem Impulssatz kommt ohne diese 
Angabe aus, daher ist nur diese hier brauchbar. 

*) Vgl. Ergebnisse der Aerodynamischen Versucbsanstalt zu Gôttingen, 2. Lief., 
München 1923, S. 28 u. f . 
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standszahl, und es ist als sicber anzunehmen, dalS auch noch bei weit grôQeren 
Reynoldsscben Zablen keine Anderuog in diesem Verbalten festgestellt 
werdeii würde. Bei kleineren Reynoldsscben Zablen würde wobl, angefangen 

V r 

von etwa == 600, allmàblicb eine VergrôCerung der Widerstandsziffer 

durcb die unmittelbare Reibungswirkung eiusetzen, die allmàblicb zu dem 
Stokesscben Widerstandsgesetz überleiten mufi, das f ür kreisfôrmige Platten 



lautet und fiir Reynoldssche Zablen unter 0,5 braucbbar ist. Versuche 
unter = 1000 sind nicht bekannt, docb kann nacb Analogie mit Kugeln 
etwa erwartet werden, daü bei 

dt = 100 10 1 

die Widerstandsziffer 

6* = rd. 1,4 2,8 10 

gesetzt werden kann. Für 0Î> 1000 ist c = 1,10 bis 1,12. 

Was für die Widerstandszablen gilt, gilt auch für die Druckverteilungeu. 
G. Eiffel!) bat die Druckverteilung an drei geometriscb âbnlicben Modellen 
eines Hauses gemessen, die eine Lange von 0,8, 

Ô und 40 cm besaQen. Die Ergebnisse stimmten 
dabei trotz der groHen Verschiedenheit der Ab- 
messungen sehr gut überein. Fig. 943 gibt 
diese Messungen wieder. 

Wesentlich anders verbalten sich Kôrper 
von runden Formen, bei deuen von vornherein 
keine bestimrnte Stelle der Oberflàcbe für die 
Ablôsung der Strômung bevorzugt in Betracht winddruck auf ein Haua. 
kommt. Die Lage der Ablôsungsstelle wird 

hier durcb die Vorgânge in der (meist dünnen) Reibungsschicht an der Ober- 
dàche des Kôrpers bestimmt, vgl. § 6 und 7, und es sind deshalb oft scheinbar 
uebensàchliche Umstànde, wie z. B. eine leichte Rauhigkeit der Oberflàcbe oder 
kleinere oder grôCere Wirbligkeit der zustromenden Flüssigkeit oder der- 
gleicben, von redit merklichem Ëinflufl auf die Ablôsungsstelle und damit 
auch auf die GrôCe und Lage des Wir bel gebi Ides und daher auch auf den 
Widerstand. Entscheidend ist aber, ob die Strômung in der Reibungsschicht 
bis zur Ablôsungsstelle laminar verlàuft oder vorher turbulent wird. Wie 
in § 7 bereits erwâbnt wurde, rückt in dem letzteren Falle die Ablôsungsstelle 
weit nacb binten, und der Widerstand verkleinert sich sehr erbeblich. Diese 
Erscbeinung wurde zuerst bei der üntersuchung des Widerstandes von Kugeln 

V T 

festgestellt*), dieser sinkt in derGegend von — = 10® von c — 0,45 bis 0,48 

V 

!) G. Eiffel, Nouvelles recherches sur la résistance de l’air et l’aviation, 
Paris 1914, S. 286 u. f. 

*) G. Eiffel, Compt. rend. 166, 1697, 1912; L. Prandtl, Gôttinger Nachr., 
Matb.-Physikal. Kl. 1914, S. 177, dort weitere Literatur; siehe auch C.Wiesels- 
berger, Zeitschr. f. Flugtecbn. u. Motorluftsch. 5, 140, 1914. 


Fiir. 943. 
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auf Werte herunter, die bei besonders reinen Versucbsbedingungen noch 
unter 0,10 liegen; bei grôBerer Reynoldsscher Zabi — etwa = 10® — 
geht c wieder auf etwa 0,18 herauf (bei rauher Oberflàcbe wesentlich hôber). 
Das kritische Gebiet von Reynoldsschen Zahlen verschiebt sich durch 
Wirbligkeit des Versuchsluftstroms nach kleineren Werten. Da6 tatsâchlich 
das Turbulentwerden der Reibungsschicht an der Widerstandsverkleinerung 
scbuld ist, geht aus folgendem Versuch deutlich bervor: Legt man um eine 
groOe Kugel etwas vor der Stelle, wo bei laminarer Strômung die Ablôsung 
statthnden würde, einen dünnen Drahtreif (z. B. von einer Drabtstarke 
gleich Vsoo des Kugeldurchmessers) auf und macht dadurch die Reibungs- 
schicht wirblig, 80 wird auch unter = 10® der kleinere Widerstand beob- 
achtet. Gleichzeitig erweist sich die Ablôsungsstelle, die sonst etwa bei 80® 
vom vordersten Punkt liegen würde, auf etwa 110 bis 120® verschoben. 

Der Widerstand von Eugeln ist von sehr kleinen Werten der Reynolds- 
schen Zahl bis zu ^ = 1,8 . 10® untersucht i). Fur kleiner als 

0,2 gilt genügend genau das StokesscheGesetz, das in unserer Ausdrucksart 


lautet. Für 

c 

= 12 m 





= 0.1 

V 

1 10 

10* 

10» 

10* 

10» 

10® 

ist c etwa =120 

14 2,6 

0,75 

0,42 

0,46 

0,44 

0,18 


Ganz ahnlich verhalten sich Ereiszylinder. Bei sehr langen Zylindern 
(l> 100 Durchmesser) oder bei Zylindern, die an beiden Enden von parallelen 
Wànden begrenzt sind, gilt etwa*) für 

~ = 0,1 1 10 10 * 10 ® 10 * 10 ^ 10 ® 

V 

c = 34 6,5 2,0 1,30 0,92 1,20 1,15 0,36 

Der Übergang von den groBen Widerstands werten zu den kleinen liegt zwischen 

= 0,9 . 10® und 2,5 . 10\ Der Widerstand fàllt von c = 1,2 auf c = 0,3. 

V 

Bei kleinem gilt hier statt der Stokesschen Formel eine verwickeltere 
von Lamb®); 

4 TT 

~ 9î (1,309 — în ») ' 

Der Verlauf der c-Werte für Ereisplatte, Eugel und Zylinder ist in Fig. 944 
wiedergegeben. 

Bei endlich langen Zylindern erhalt man wieder wesentlich kleinere 
Widerstânde als bei den unendlich langen; die Ursache ist, wie bei den endlich 

D Von 91 = 0,1 bis 4.10®: Allen, Phü. Mag. (6) 60, 323; von 91 = 4.10* 
bis 4 . 10®: Ërgebnisse der Aerodyn. Vers. Anstalt, Gottingen, 2. Lief., S. 28; von 10® 
bis 1,8 . 10®; Ëacon und Reid, 9. Report des National Advisory Comm. f. Aero- 
nautios 1923, Washington 1924. 

*) Gôttinger Ërgebnisse, 2. Lief., S. 28 und Relf, Technical Report of the 
Advisory Comm. f. Aeronautics 1913/14, London 1914, S. 47. 

») Phil. Mag. (5) 21, 120, 1911. 
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langen Platten, darin zu suchen, daô das Wirbelgebiet hînter dem Zylinder 
über die Zylinderenden belüftet wird und sich dort ao ein kleinerer Unter- 
druck einstellt als bei fehlender Belüftuag. Nach Qôttinger Measungen iat 
fûr lir = 10 bei 

=z 102 10 » 10 ^ 10 » 10 » 

V 

c= 0,851) 0,68 0,74 0,75 0,35 1) 

In der Technik der Luftfahrzeuge bat die Aufgabe eine beaondere Be- 
deutung erlangt, Kôrper von kleinatem Luftwidërstand zu finden. Wir 

Fig. 944. 



Widerstandszahl von Kugel, Zylinder und Scheibe, abhàngig von der 
Reynoldsschen Zabi. 

wiaaen, daÜ in der reibungalosen Flüasigkeit die Sfcrômung, bei der aich die 
Flüasigkeit hinter dem Kôrper ebenso wieder scblieüt, wie aie aich vor ibm 
geôffnet bat, den Wideratand Null ergibt, gleichgültig, welche Form der 
Kôrper bat, da eben keine Stôrung in der Flüasigkeit zurückbleibt. Die 
genannte Aufgabe kann desbalb aucb ao formulièrt werden: Wie muû ein 
Kôrper gestaltet werden, damit in der wirklioben Flüasigkeit jede Ablôsung 
der Strômung an ibm unterbleibt. Wenn dies erreicbt wird, dann iat dem 
Vorstebenden gemafi zu erwarten, daÛ der Wideratand eines aolcben Kôrpers 
nur nocb aus Reibungs wideratand beatebt. Das iat nacb den Versucben in 
der Tat der Fall. Die Kôrperformen, für die ein Anliegen der Strômung 
erreicbt wird, sind aile einigermaÜen scblank und woblgerundet und laufen 
nacb binten in eine Spitze oder Scbneide aus, die alierdings aucb etwas ab- 
gerundet aein darf. Vorn, wo ja keine Wirbelablôsung zu befürcbten iat, 


1) Ëxtrapoliert. 
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ist eine Zuspitzung cicht nôtig, eine Form nach Art eiues verlangerten 
Ëllipsoids genügt vôllig. (Anders liegt die Sache bei an der Wasseroberflàche 
fahrenden ScbifIFen, die einen scbneidenartigen Bug haben müssen, damit nicht 
ein hoher Wellenberg vor dem Schiff entsteht.) Die Fig. 945 (Luftschiff- 
kôrper) und Fig. 946 (Strebenproôl) geben Beispiele von solchen Kôrpern. 

Für den Rotationskôrper nach Fig. 945 ergibt sich nach den Versuchen 
c = 0,04, der Widerstand ist also nur der 28. Teil desjenigen einer Krei.s- 

Fiff. 946. 

CE> 

Gutes Strebenprofll. 

scheibe mit gleichem Durchmesaer. Für einen quer zur Achse angestrômten 
Stab vom Querschnitt Fig. 946 liefert der Versuch etwa c ~ 0,08, wenn die 
Reynoldssche Zabi vrfv über etwa 30 000 liegt. 

Für den Reibungswiderstand môgen hier folgende Angaben genügen 
(vgl. auch § 5). Man pdegt ihn auf die gesamte reibende Oberdàche O zu 
beziehen; bei einer beiderseita bestrômten rechteckigen Flatte von der Breite h 
und der Lange l ist also O = 2 6Î; der Widerstand kann im allgemeinen der 
Breite senkrecht zur Bewegungsrichtung unmittelbar proportional geaetzt 
werden, die Breite ist also in O schon richtig enthalten, kommt daher in der 
Reibungswiderstandszahl Cf nicht mehr vor; die Lange l (in der Bewegungs- 
richtung) verhàlt sich dadurch anders, dafi die hinteren Telle in dem durch 
die vorderen Teile schon teilweise gebremsten Strome atehen, so dafi bei Ver- 

Fig. 947. 
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Reibungswiderstand von ebenen Platten, abhangig von der Reynoldsschen Zabi. 

dopplung der Lange der Widerstand nicht ganz verdoppelt wird. Bei 
laminarer Strômung in der Reibungsschicht ist er proportional ^ 1 , bei tur- 
bulenter für genügend groüe Reynoldssche Zahlen bei glatter Oberfl&che 
proportional ï®»* bis l®»®®, bei rauher Oberfl&che proportional Z®»®® bis Z®’^®. 

Führt man die mit l zusammenhângende Reynoldssche Zabi ^ ein, so 
ergibt sich für glatte Oberflachen bei laminarer Strômung 
Cf = l,327/fm; 


Fig. 945. 



Gute Luftscbiff- Form. 
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bei turbulenter Strômung ist, wenn die Turbulenz gleich vorn beginnt, etwa 

Cf — 0,074/9eo«2, 

Wenn ein laminares Anfangsstück vorhanden ist und erst weiter hinten die 
Turbulenz einsetzt, so kann, entsprechend einer kritischen Heynoldsschen 
Zabi dt — 600 000, 

Cf = 0,074/9îM— 1700/$lî 

gesetzt werden. Fig. 947 stellt den Verlauf der drei Gesetze in logarith- 
mischem MaiSstab dar und zeigt ihre Übereînstimmung mit Versuchsresultaten. 

Bei rauhen Oberflâchen ist Cf von der Geschwindigkeit, also von der 
Reynoldsschen Zabi wenig oder gar nicbt abbângig; Zablenangaben môgen 
bier unterbleiben, da es scbwierig ist, die Art der einzelnen rauben Ober- 
Mcben genügend zu cbarakterisieren; vgl. indes die Ausfübrungen am Ende 
von § 5. 


§ 14. Tragflügeî. Bei der Bebandlung der Widerstandsfragen sind 
bier bisber nur solcbe Fâlle bebandelt worden, wo vermôge einer vorbandenen 
Symmetrie die Widerstandskraft in die Bewegungsricbtung fàllt. Im all- 
gemeinen ergibt sicb aber eine Kraft in irgend einer allgemeinen Ricbtung, 
gegebenenfalls zuzüglicb irgend eines ebenfalls allgemein orieutierten Dreb- 
moments. Beispiele, in denen eine seitlicbe Kraft oder ein Drebmoment 
als gewollte Wirkung vorkommen, sind der Flugzeugtragflügel und das Rad 
einer Windmüble. In beiden Fâllen kommt zu der gewollten Wirkung nocb 
ein Widerstand in der Bewegungsricbtung binzu. 

Bei den Tragflügeln liegt die Aufgabe, wie leicbt zu seben ist, so, daB 
niôglicbst viel ^Auftrieb" mit einem Minimum von Widerstand erreicbt 
werden soll. Ebene Platten, die um einen kleinen Winkel (nAnstellwinkeP) 
gegen die Bewegungsricbtung geneigt sind, sind nicbt ganz ungeeignet für 
diese Aufgabe. Besser sind aber, wie O. LilientbaP) nacbwies, flacb ge- 
wolbte Platten. Statt der dünnen Platten kônnen vorteilbafterweise aucb 


ziemlicb dicke ^Profile** genommen werden, die man sicb so entstanden denken 
kann, daB man um eine flacb gewôlbte Mittellinie ein 

Fiff 948 

Fiscb profil nacb Fig. 946 berumlegt. DaB aucb recbt ^ 
betrâcbtlicb dicke Profile nocb sehr braucbbar sind, bat 

zuerst um 1917 Junkers durcb Konstruktion seiner 

Metallfiugzeuge erwiesen, deren Flügel vollstândig durcb ^ 

Versteifungen getragen werden, die im Flilgelinnern 
liegen. Ëinige beute gebrâucblicbe Flügelprofile sind ^ 

in Fig. 948 wiedergegeben, sie baben mit den Profilen Tragflügelprofile. 

der Flügel von gut fiiegenden Vôgeln groBe Abnlicbkeit. 

Um zablenmàBige Angaben über die Eigenscbaften von Tragflügeln zu 
macben, kann man die resultierende Luftkraft in zwei Komponenten zerlegen, 
entweder nacb ira Flügel festen Ricbtungen (Normalkraft N und Tangential- 
kraft T senkrecbt und parallel zur „Flügelsebne“ oder einer anderen passend 


') Vgl. O. Lilientbal, DerVogelflug alsGrundlage der Fliegerkunst, 2. Aufl., 
München 1910, S. 73 u. f. 
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gewàhlten Richtung) oder nacb der Richtung der Bewegung und senkrecht 
dazu (Auftrieb A und Widerstand W). Die dimensionslosen Widerstands- 
zahlen werden hier zweckmâJSig in derWeise gebildet, daO man sie nicht auf 
die verànderliche Projektionsflâche in der Bewegungsrichtung bezieht, aondern 
auf die „grôCte Projektionsflâche" des Flügels, also bei rechteckigen Flügeln 
einfach F = mit b = Breite (Spannweite) und t = Tiefe (Ausdehnung 

P 

in der Flugrichtung). Ist wieder = — der Staudruck, so wird gemàû 

À 

der in der deutscben Aerodynamik üblicben Bezeichnung geschrieben: 


bzw. 


A ^ Ca Fp,u W = Fpd 1 
N — CnFpd, T = ctFpd J 


( 1 ) 


Ist a der Winkel zwischen der Profilsehne und der Bewegungsrichtung 
(vgl. Fig. 949), so gelten für A und W einerseits und für N und T anderer- 


seits die bekannten Formeln für die 
Transformation von einem Koordi- 
natensystem auf eîn anderes um den 
Winkel a verdrehtes Koordinaten- 


Fig. 949. 




Auftrieb und Widerstand eines Tragflügels, 
abhângig vom Anstellwinkel. 


System. Durch Division mit Fpd erhâlt man hieraus die entsprechenden 
Formeln für Ca und einerseits und Cn und Ct andererseits. Diese lauteu: 

Cn = Ca€OSOi-\r Cy^smoi \ 

Ct = — Ca sin « -f- c-u; cos « j 

Die Strômungsformen sind je nacb der Grôfie des ^Anstellwinkels" a 
verscbieden, daher sind auch Ca und Cy, [und vermôge Gl. (2) auch Cn und Ct\ 
als Funktionen von oc zu betrachten. Fig. 950 stellt den typiscben Verlauf 
dieser Funktionen für das erste der in Fig. 948 wiedergegebenen Profile dar 
(und zwar für ein Seitenverhàltnis 1 : 6 des rechteckigen Flügels). Der 
Winkelbereich von A bis B entspricbt der „gesunden Strômung", d. b. einer 
Strômung, die überall an dem Flügel anliegt; in den Bereicben jenseits A 
und B ist die Strômung auf der unteren bzw. oberen Seite des Flügels „ab- 



Tragflügel, 
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geri98en‘‘ und der Zwischenraurn mit Wirbeln erfüllt, vgl. die Strômungs- 
aufnahmen, Fig. 951 (gesunde Strômung) und Fig. 952 (oben abgerissene 
Stromung). 

Fine andere viel verwendete Darstellung des Inhalts von Fig. 950 ergibt 
sich durch Auftragung von A senkrecht zu dem zugehôrigen W oder auch 

Fig. 



Abgerissono Pliigolstrbniung. 


von Ca senkrecht zu dein zugehôrigen da A und VF rechtwinklige Kom- 
ponenten der resultierenden Luftkraft sind, stellt der Vektor vom Ursprung O 
nach einem Punkt der A-VF-Kurve die resultierende Kraft nach GrôGe und 
Richtung dar. Für die ro-c«,-Kurve gilt ganz P^ntsprechendes. Man nennt 
beide Kurven, da eine resultierende Kraft von einem Pol O aus aufgetragen 
ist, auch „Polarkurve‘‘. Diese anscheinend zuerst von 0. Lilienthal an- 
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gewandte Darstellung wurde von G. Eiffel dadurch verbessert, daH der meist 
sehr kleine Widerstand bzw. die Wideratandszahl in einem fûnfmal grôÛeren 
MaCstab aufgetragen wird als der Auftrieb bzw. die Auftriebszahl. Diese 
Auftragungsart bat sich sehr stark eingebürgert, da sie fur die Verwendung 
in der Flugtechnik sehr bequem ist (vgl. § 20). Wenn an die einzelnen 
Punkte der Poîarkurve die zugehôrigen Anstellwinkel als Bezîfferung an- 
geschrieben werden, so enthàlt die Darstellung aile Angaben der zwei Kurven 
von Fig. 950 (vgl. Fig. 953, ausgezogene Kurve). 

Eine weitere wichtige Angabe für die strômungstechnischen Eigenschaften 
eines Flügels ist die Lage der resultierenden Kraft zum Flügel für jeden 


Fig. 953. 


Anstellwinkel, die durch die Entfernung des 
Schnittpunkts der resultierenden Kraft mit 
der Profilsehne O Q von dem Bezugspunkt 0, 
also 3 in Fig. 949, gegeben werden kann. Da 
jedoch 3 für ^ — 0 in der Regel unendlich 
wird, lîefert s in seiner Abhângigkeit von a 
(die ^Druckpunktwanderung^) eine zeichnerisch 
und auch für Interpolationszwecke unbequeme 
Darstellung; besser ist es, das Drehmoment M 
der resultierenden Kraft für den Bezugs- 
punkt O anzugeben, das einen sehr stetigen 
Verlauf zeigt. Es ist, wie leicht zu sehen, 
M = Ns, woraus bei gegebenem M und N 
s ermittelt werden kann. Vm M durch eine 
dimensionslose Grôüe ausdrücken zu kônnen, 

muÛ noch eine Lange eingeführt werden. Als 
Poîarkurve (ausgezogen) und , , .... • j- d eu* r 777^ < j 

MomentenkurveCstriehpunktiert). ^oiche bietet sich die Profiltiefe OQ = t dar. 

Dainit wird 

M CmFpdt^ 



Die Zshlen siiid das Hundertfache 
von c„, Cu, und c„,. 


Cm heilit Momentenzahl. In Fig. 953 ist durch die gestrichelte Kurve Cm (wage- 
recht) abhângig von Ca (senkrecht) wiedergegeben. Diese Darstellung empfiehlt 
sich dadurch, dafi Ca in dem flugtechnisch vor allem in Frage kommenden 
Gebiet der gesunden Strômung mit waehsendem Anstellwinkel ziemlich gleich- 
màCig wâchst. Ein anderer Grund, warum die Wahl von Ca als unabhàngige 
Verânderliche zweckmaCig ist, wird sich aus dem Folgenden ergeben (§ 15). 

Die Eigenschaften der Tragflügel wie auch die der ebenen Platten er- 
weisen sich als stark von dem Seitenverhàltnis t : h abhângig, in dem Sinne, 
daB der zu einem bestimmten Wert von Cq gehôrige Wert von urn so 
kleiner ist, je kleiner t:b, d. h. je ianglicher der Flügel ist. Âhnliches gilt 
auch für die zugehôrigen Anstellwinkel. Soweit es sich um die gesunde 
Strômung handélt, kônnen iheoretisohe Betrachtungen über die reibungslose 
Strômung um Tragflügel zur Aufklârung dieser Dinge herangezogen werden; 
der Reib un gs widerstand und etwaiger Druckwiderstand durch Ablôsung der 
Strômung bleiben dabei natürlich unberücksichtigt, was beim Vergleich von 
Ergebnissen der Théorie mit solchen derVersuche immer zu berücksichtigen ist. 
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Der einfachste Fall betriftt den Flügel von unendlicher Spannweite basw. 
den Flügel zwischen parallelen dicht anschliefienden Wânden, was im wesent- 
lichen auf dasselbe hinaus- 
kommt. Die stationâre StrÔ- 
mung der reibungslosen 
Flüssigkeit für dîesen Fall ist 
eine Potentialstrômung mit 
Zirkulation, vgl. voriges Ka- 
pitel, § 10. Wie gut diese von 
W. M. Kutta') und N. Jou- 
kowski^) entwickelte Théorie 
mit dem Versucb stimmt, inag 
aus Fig. 9(i4 entnommen 
werden, die Auftrieb und 
Widerstand eines Flügels 
zwischen Wânden im Vergleich 
mit der Théorie nach Versuchen 
von A. Betz*) abhângig vom 
Anstellwinkel darstellt. Das 
zugebôrige Flügelprofil („Jou- 
kow8kiprofil“) ist das unterste 
von Fig. 948. 

Der Widerstand ist theo- 
retisch gleich Null, der prak- 
tische Widerstand besteht in 
der Hauptsache aus Reibungs- 
widerstand, der praktische 
Auftrieb ist etwas kleiner als 
der theoretische, was ebenfalls 
auf Reibungseinflüsse zurück- 
zuführen ist (Verkleinerung Auftrieb und Widerstand bei der ebenen Strômung. 
der Zirkulation durch die auf 

der Saugseite etwas breitere Reibungsschicht, die ebenso wirkt wie eine geringe 
Gestaltànderung des Profils). Die theoretisch gerechnete und die praktisch 
gemessene Druckverteilung an einem solchen Flügel für einen mittleren 
Anstellwinkel ist in Fig. 954 a wiedergegeben. 

Die Bereclinungsmethoden für diese Potentialstrômung mit Zirkulation 
sind durch Arbeiten von v. M i se s *), Geckeler®), Wilh. Muller^)» 
H ô h n d O r f u. a. so ausgebildet, daH man die Recbnung für jedes 

1) Sitzungsber. d. Bayr. Akad. d. Wiss. M.-Ph. Kl. 1910 u. 1911. — *) Zeitschr. 
f. f'lugt. u. Motorluftsch. 1, 281, 1910; vgl. auoh Joukowski, Aérodynamique, 
Paris 1916. — ®) Die Figuren 954bi8 9ô4a, 960, 961, 963 bis 964 sind mit freundl. 
Erlaubnis des Verlages Julius Springer (Berlin) dem Werke Eàrmàn-Levi- 
Civita; „Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik" entnommen. — 
D Zeitschr. f. Flugt. u. Motorluftsch. 6, 173, 1915. — Ebenda 8, 167, 1917 u. 
11, 68 u. 87, 1920. — «) Ebenda 18, 137, 176, 191, 1922. — D Zeitschr. f. angew. 
Math. u. Mech. 8—6, 1923—1926. — 8) Ebenda 6, 266, 1926. 

Mflller-Pouillet I, 3 . 11. Aufi. 
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praktisch vorkommende Profil mit der erforderlichen Genauigkeit durch- 
fûhren kann. 

Bel endlicher Spannweite des Tragfiügela bildet aich an der Hinterkante 
eine Trennungsflâcbe ans, wie sie in § 6 des vorigen Kapitels im Anschlufi an 
Fig. 861 beschrieben ist. Durch das dort geschilderte Ëinrollen der Trennungs- 
fiâcbe entstehen zwei Wirbel, die sich in der ganzen Lange der Flugbahn 



Druckverteilung nach Théorie und Messung. 

nach hinten erstrecken. Da in jedem Zeitabschnitt ein Stück dieser Wirbel 
neu gebildet werden mufi, ist nach dem Ënergiesatz leicht einzusehen, daO 
hierfûr dauernd Arbeit geleistet werden mufi; diese Arbeit kann nur in der 
Überwindung eines Widerstandes bestehen. Es ergibt sich also die Tatsache, 
dafi der endliche Tragflügel auch in der reibungslose n Fl üssigkeit 
einen Widerstand erfâhrt. Eine an- 
gen&herte Berechnung dieses Widerstandes ist 
in der im folgenden dargelegten Weise môglich. 

Ans § 10 des vorigen Kapitels wissen wir, 
daO in der reibungslosen Flüssigkeit der Auf- 
trieb immer senkrecht zur Richtung der Ge- 
schwindigkeit v steht. Beim endlichen Trag» 
flügel weîcht die Flüssigkeit auf der Druckseite 
nach aufien ans und strômt über die Fiügel- 
spitzen zur Saugseite. Diese Bewegung kann 
als ein Nachgeben der Flüssigkeit unter dem Druck des Flügels gedeutet 
werden, ihr entspricbt auch eine Geschwindigkeitskomponente in Richtung 
dieser Druckkraft; die resultierende Strômung am Flügel setzt sich daher 


Fig. 955. 
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Tragfltigeltheorie. 
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aus der ungestôrten Geschwindigkeit v und der durch den Flügel selbst 
hervorgerufenen Geschwindigkeit w (Xv) zusammen und hat daher die 
Neigung tg(p — w/v (vgl. Fig. 955). Die resultierende Luftkraft steht senk- 
recht zu dieser Richtung und hat daher zwei Komponenten, den Auftrieb A 

W 

und den Widerstand W = A = A - • Die Aufgabe der Tragflügel théorie 

besteht nun darin, die vom Tragflügel „induzierte“ Geschwindigkeit w zu 
ermitteln. 

§ 15. Tragilügeltheorie ^). Die Ermittlung der induzierten Geschwindig- 
keit w gelingt unter der vereinfachenden Annahme, dafl der Auftrieb Â so 
klein ist, daO aile Ablenkungen der Strômung nur klein sind und dafl es 
daher genügt, bei allen Grôûen nur die jeweils niedrigste Ordnung zu be- 
rücksichtigen, wàhrend aile Beitrâge, die von hôherer Ordnung klein sind, 
vernachlassigt werden. Diese Annahme schlieflt z. B. ein, dafl man bei den 
Wiukeln, die die relativen Stromlinien mit der Bewegungsrichtung bilden, 
Sinus, Tangens und Bogen verwechseln und den Kosinus = 1 setzen darf. 

Das Feld der von einem Tragflügel induzierten Geschwindigkeiten làCt 
sich nun aus dem Wirbelsystem berechnen, das man für den Tragflügel und 
seine Trennungaflàche substituieren kann. Auftrieb ist immer mit Zirkulation 
verknüpft, und zwar ist nach dem Kutta- Joukowskischen Satz, der auch 
hier gilt, der Auftrieb pro Lângeneinheit = çVv (F=: Zirkulation, vgl. § 10 
und § 13, a des vorîgen Kapitels). Der Flügel wirkt deshalb auf die Flüssig- 
keitateile, die weiter von ihm entfernt sind, wie ein Wirbellinienstück von der 
Wirbelstârke (Zirkulation) F. Da im übrigen für einen solchen Wirbel, der 
in Wirklichkeit ein Flügel ist, der Helmholtzsche Satz, dafl der Wirbel 
immer aus denselben Flüssigkeitsteilchen besteht, nicht gilt, spricht man hier 
von einem „tragenden Wirbel“, im Gegensatz zu den „freien Wirbeln‘‘, die 
dem Helmholtzschen Satz unterworfen sind. 

Das einfachste Wirbelschema eines endlichen Tragflügels besteht nun 
aus einem tragenden Wirbel von der Stârke F mit zwei von den Flügel. 
spitzen nach hinten parallel ins Unendlichelaufenden 
freien Wirbeln von der gleichen Stàrke, vgl. Fig. 956. 

(Der Satz, dali ein Wirbelfaden nirgends endigen 
kann und auf seiner ganzeu Ërstreckung die gleiche 
Stârke haben mufl, ist rein kinematischer Natur 
und gilt deshalb für ein aus freien und tragenden 
Wirbeln zusammengesetztes Gebilde ebenso wie für 
freie Wirbel.) In Wirklichkeit pflegt die Auftriebs- 
intensitât nach den Flügelspitzen zu abzunehmen. Dies lâfit sich in dem 
Wirbelbild durch Überlagerung sehr vieler Wirbelgebilde mit infinitesimaler 
Stârke nach Fig. 956 erreichen, von denen jedes eine andere Spannweite hat 

Vgl.Prandtl, Gôtting. Nachr. 1918, S. 451 u. 1919, S. 107, auchKérmàn- 
Levi'Civita, Hydrodyn. Vortrâge (Innsbruck 1921), Berlin 1923, Vortrâge von 
Trefftz und Wieselsberger. 


Fig. 956. 



Vereinfachtes Wirbelsystem 
eines Tragflügels. 
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als die ûbrigen (vgl. Fig. 957). Wenn man so verfâhrt, so erhâlt man eine 
Nàherungedarstellung der früher besprochenen Trennungaflàchey bei der aber 
bewufit darauf verzichtet wird, die ümgestaltung, die die Trennungsflàche 
jijg Q 57 mit wachsendem Abstand vom Flügel erfàhrt, zu 

j j^ I berûcksichtigen. Je kleiner der Auftrieb ist, desto 

|[l \J ' langsanier geht diese Ümgestaltung vor sich, so dafi 

— man im Grenzfall sehr kleinen Auftriebs in der 

| |l^- — (- l- - - Tat diese ümgestaltung ganz vernachlàssigen kann, 

^ wenn es gilt, das Gescbwindigkeitsfeld in der Nàhe 

Verfeinertes Wirbelsystem. j -üi.. i • i 

^ des Flugels zu berechnen. 

Für die hier vorliegende Aufgabe braucht man nur die Geschwindigkeit 
parallel zur Auftriebskraft am Orte des Tragfliigels zu berechnen. Unter 
Zugrundeleguug eines Wirbelsystem s nach Fig. 956 ergibt sich für die Mitte 
des Tragflügels das Folgende. Ein nach vorn und hinten unendlicber gerader 
Wirbel von der Stàrke gibt im Abstand a eine Geschwindigkeit w = r/2 xa, 
vgl. § 11 des vorigen Kapitels. Ein von der ^Querebene^ durch den Flügel 
nur nach hinten sich erstreckender Wirbel gibt aus Symmetriegründen in der 
Querebene gerade die Hàlfte des obigen Betrags, also P/ 4 JT a. Ist 5 die 
Spanhweite des Tragflügels, so ist für die Mitte des Tragflügels a = 6/2, und 
«8 kommen zwei Betràge von dem rechten und linken Wirbel zusammen, so 


Verfeinertes Wirbelsystem. 


dafl also = 2 • 


Jouko wskischen Satz wird Wq 


wird. Mit JT = 

TCb Qbv 

A .... 


nach dem Kutta- 


Neben der Mitte ergeben sich 


TtQVh^ 

grôCere Geschwindigkeiten, wie leicht nachzurechnen ist, und in der Nàhe 
der Flügelenden gehen sie gegen Unendlich. Das heiflt nur, dafl die An- 
nahme eines bis zum Flügelende konstanten Auftriebs unzulàssig ist. Die 
genauere, an Fig. 957 anknüpfende Théorie zeigt, dafl man ein über die ganze 
Spannweite konstantes w erhàlt, wenn man den Auftrieb nach einer halben 
Ellipse (vgl. Fig. 958) über die Spannweite verteilt. Da hier die Zirkulation 
in der Mitte 4/zc-mal grôÛer ist als der Mittelwert und im übrigen die einzelnen 
ggg Wirbelfàden durchschnittlich nàher zur Mitte liegen, 

^.rfTrTÏÏlIÏÏI I ÏÏITrr».^ ^ grôCer als Wq» und zwar ergibt sich gerade 

= ( 1 ) 

Damit wird 

Elliptische Auftriebs- m 2 A A 

.-"‘«'“"S- tg<p = - = • • • (2) 

Da w, wie erwàhnt, bei elliptischer Auftriebsverteilung über die ganze Spann- 
weite konstant ist, ist es auch tgtp. Es ist also die Beziehung von § 14 

t9<P= J 

unmittelbar übertragbar, und es ist daher 


Elliptische Auftriebs- 
verteilung. 


W 2 A 

V TtQV^b^ 


( 3 ) 
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§15. 

Dieser Widerstand eines TragflügeU in der reibungslosen Flüssigkeit heifit 
„induzierter Wider8tand“ (der Name kommt von der Âhnlichkeit der Be- 
ziehungen zwischen den Wirbelfâden nnd den Qeschwindigkeiten mit den 
zwischen elektrischen Leitern und ihrem Magnetfeld). Eine nâhere Unter- 
suchung bat ergeben, daJB der Widerstand nach Formel (3) das Minimum des 
induzierten Widerstandes darstellt, das bei irgend einer Verteilung des Auf- 
triebs A in der Spannweite b erreicht werden kann; die Minimumseigenschaft 
hàngt dabei ursàchlich mit der Eonstanz der induzierten Geschwindigkeit 
über die Spannweite zusammen. Da übrigens eine GrÔÛe in der Nàhe des 
Minimums sich meist nur wenig zu ândern pflegt, ist Formel (3) auch für 
andere Auftriebsverteilungen, wenn sie nicht allzusehr von der elliptischen 
abweichen, als Nâherungsformel zu brauchen. Für rechteckige Flügel von 
nicht allzu groCem Seitenverhâltnis ist dies z. B. der Fall. 

Formel (3) zeigt, daiS der mit der Erzeugung eines bestimmten Auftriebs 
verbundene induzierte Widerstand um so kleiner ist, auf eine je grôCere 
Spannweite der Auftrieb verteilt wird. DaC aile Flugzeuge verhàltnismàÛig 
groHe Spannweiten bei geringen Tiefen aufweisen, hat hierin seinen Grund. 
Die Tiefe des Tragflügels in der Flugrichtung kommt in Formel (3) nicht vor, 
was so zu verstehen ist, daû es nur darauf ankommt, welcher Strômungs- 
zustand hinter dem Flügel zurückbleibt, nicht aber, ob dieser Zustand durch 
groOe Druckunterschiede in einer wenig tiefen Zone oder durch sanfte Drucke 
in einer etwas tieferen Zone erzeugt worden ist. 

Die Betrachtung der hinter dem Tragflügel zurückbleibenden Stôrung 
fûhrt zu einer anderen anschaulichen Darstellung der hier obwaltenden Be- 
ziehungen. Statt daS in rascher Aufeinanderfolge eine Stelle der Bahn des 
Flügels nach der anderen durch diesen Drucke erfâhrt, kann nian sich denken^ 
dais aile Stellen der durchlaufenen Bahn gleichzeitig eine kurze Zeit lang 
solche Drucke erfahren. 

Die so entstehende Be- 
wegung ist eine ebene 
Potentialbewegung (vgl. 

§ 9, c des vorigen Ka- 
pitels); die Flâche, auf 
der die Drucke ausgeübt 
worden sind, ist dabei zu 
einer Trennungsflâche ge- 
worden. Fig. 95 9 i) stellt 
eine solche Strômung 
dar. Man kann die„StoIï> 

f' 

drucke “ \pdt einerseits 

mit dem Strômungspotential, andererseits mit der Auftriebsverteilung in 
Verbindung bringen und so Formeln gewinnen, die den früher erw&hnten 

D Nach Jahrbuch der wiss. Gesellsohaft für Luftsohiffahrt 1920 mit freundl. 
Erlaubnis der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, Berlin. 


Fig. 959. 



Strümung hinter dem Tragflügel. 
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gleichwertig sind. Hier soll lediglich eine vereinfachte Impuls- und Energie- 
betrachtung Platz finden, in der angenommen wird, dafi sich nach dem 
Vorübergang des Tragflügels eine Flüssigkeitsmenge vom Querschnitt Fi 
mit der Geschwindigkeit Wy in der Richtung der auf die Flüssigkeit aus- 
geübten Kraft bewege, die übrige Flüssigkeit aber in Ruhe bleibe. (In Wirk- 
lichkeit bat man es mit einer Geschwindigkeitsverteilung zu tun, in der die 
Geschwindigkeiten in der Nàhe der Bahn des Tragâügels von der GrôÛen- 
ordnung Wi sind und nach auISen asymptotisch gegen Null abnehmen.) Die 
sekundlich neu in Bewegung gesetzte Masse ist gemâÛ unserer Annahme 
m = qFxV, Der Impuls in der Richtung von w,» Wirkung des Auf- 

triebs A in einer Sekunde équivalent ist, ist also mWi = gF^VW^i die erzeugte 


kinetische Energie ist m 


2 


= pF,!; 




Diese mufi gleich der sekund- 


lichen Arbeitsleistung des induzierten Widerstandes am Tragflügel sein, also 


QFxV = Wv\ 

nimmt man 

g FxVWx = A 

hinzu, so kann Wx eliminiert werden, und man erhalt 

W = — (4) 

2gv^Fx 4pdFi 

Der Vergleich von Gl. (3) und (4) zeigt, daC beim Eindecker mit elliptischer 

71 

Auftriebsverteilung die Hilfsflàche Fx = -- gesetzt werden muÛ, also gleich 

der Flâche des Kreises ist, der über der Spannweite al s Durchmesser be- 
schrieben werden kann. Die Formel (4) gilt übrigens, kleinen Auftrieb 
vorausgesetzt, ganz allgemein für jedes geradlinig bewegte Flügelsystem. Es 
muÛ nur jedesmal die Flâche Fx besonders ermittelt werden. 

Bei einem Doppeldecker steht jeder Flügel auDer seiner Wirkung auf 
sich selbst auch unter derjenigen des anderen Flügels (Selbstinduktion und 
gegenseitige Induktion); unter der Annahme kleinen Auftriebs überlagern sich 
die Einzelwirkungen additiv, und der induzierte Widerstand besteht aus vier 
Beitragen; TF = W,, + W'i 2 -|- W'j , + IVj , 


(Wi 2 = Widerstand des 1. Flügels unter der Wirkung des 2. Flügels usw.). 
Die Rechnungen für Doppeldecker sind sehr weit durchgeführt und haben 
eine Reihe bemerkenswerter Beziehungen zutage gefôrdert, doch kann hier 
darauf nicht nàher eingegangen werden'). Ein praktisches Ergebnis wird 
am Schlusse des nâchsten Paragraphen mitgeteilt werden. 


§16. Praktische Anwendung der Tragilügeltheorie; Bestâtigung 
durch den Versuch. Will man die Ergebnisse der Tragflügeltheorie prak- 
tisch anwenden, so muQ man berücksichtigen, daü bei den wirklichen Flüssig- 
keiten Reibungswiderstand und auch Widerstand durch Ablôsung der Strômung 

') Vgl. hierüber etwa Prandtl, Gôtt. Nachr. 1919, S. 107—123 oder Ergeb- 
nisse d. Aerodyn. Vers.-.^nstalt 2, 9, 1923 und 8, 9, 1927; auch B. Eck, Zeitsohr. 
f. Flugtechn. u. Motorluftsob. 192ô, S. 183. 
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Yorhanden ist. Dieser Widerstandsanteil kann isoliert beobacbtet werden 
durch Versuche mit Tragflügeln zwischen parallelen Wâoden, vgl. § 14 1); bei 
diesen ist der induzierte Widerstand gleich Null, wenigstens in einem allseitig 
geschlossenen KanaP). 

Beim endlichen Tragflügel kommt zu diesem Widerstand Wo, den man 
„ Profil widerstand" nennt, der induzierte Widerstand Wi dazu: 

w == Wo + Wi, 

Damit diese additive Zusammensetzung erlaubt ist, darf man aber nicht Zu- 
stande bei gleichem Anstellwinkel vergleicben, sondern es mufi der Stromungs- 
zustand am Flügelelement derselbe sein: wenn dies der Fall ist, dann ist auch 
(unter Vernachlâssigung kleiner GrôCen) die Auftriebsintensitât am Flügel- 
element dieselbe. Wir erkennen also, dafi man zweckmàfiig von der Auftriebs- 
intensitat, also z. B. von der Auftriebszahl Ca ausgebt, wenn man die Be- 
ziehungen der Tragflügeltheorie verwerten will. (Die Auftriebszahl Ca stellt 
allerdings bereits eine Mittelbildung über verscbieden grofie Auftriebsinten- 
sitaten von der Mitte bis zu den Flügelenden dar; da aber in dem Gebiet der 
gesunden Strômung Ca ungefâbr linear mit ce geht und die Profilwiderstands- 
zahl Cu,o nicht stark verànderlich ist, ist diese Mittelwertsbildung nicht be- 
denklich). Geht man in Formel (3) von § 15 von A und Wi zu Ca und 
über (A = CaFpd und Wi = Cy,iFpd\ so ergibt sich 


und daher, nach dem Vorstehenden, fur ein gegebenes Ca 

^'u»o “h ^wo H irr (1) 

71 0 “ 

Diese Formel kann zur Berechnung der Widerstandszahl eines endlichen Trag- 
fiügels aus der des unendlich langen verwendet werden, Noch genauer ist 
sie aber für die Berechnung der Widerstandszahl eines endlichen Fiügels aus 
einem Versuch mit einem anderen endlichen Flügel mit anderem denn 

hier ist die Verteilung des Auftriebs über die Spannweite in beiden Fallen 
ungefâbr dieselbe, und die oben in der eingeklammerten Bemerkung erwâhnte 
Mittelwertbildung findet in gleicher Weise für das Gegebene und das Gesuchte 
statt. Man überzeugt sich durch zweimalige Anwendung von Gl. (1), einmal 
auf den Flügel 1 (Spannweite bi, Flàche jF\) und dann auf den Flügel 2 
(Spannweite b 2 , Flâche JPj), wenn gemâfi dem früher Gesagten Ca 2 = Ca\ ge- 
setzt wird, daÛ hier die Beziehung besteht: 



Fine andere Méthode, die den Impulssatz auf das Gebiet verminderter 
Geschwindigkeit hinter dem Flügel anwendet, mag hier wenigstens erw&bnt werden, 
vgl. A. Batz, Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motorluftseb. 1925, S. 42; H. Weidinger, 
ebenda 1926, S. 112; M. Schrenk, Luftfahrtforschung Heft 2, 1928. 

Bei einem oben und unten freien Strabl zwischen parallelen Seitenwanden ist 
ein induzierter Widerstand nach Formel (4) des vorigen Paragraphen mit = Strahl- 
quersohnitt vorhanden. 



1160 StrÔmende Bewegung der Plüssigkelten und Gase. II. Kap. XII. §18. 


Pùr rechteckige Flügel ist F = h. t, hier wird also, wie bemerkt werden mag, 


F 


£ 

b* 


also gleich dem „Seitenverhàltni8“. 


Die ümrechnungsformel (2) hat 


sich in dem praktisch am meisten in Betracht kommenden Bereich von Seiten- 
verhàltnissen 1:3 bis 1:7 fur aile vorkommenden Auftriebswerte sehr gut 


bewàhrt, obwohl sie zunàchst nur fur verschwindend kleine Auftriebe ab- 
geleitet ist. Die Ablenkungen der Stromlinien durch solche Flügel sind eben 
hier im Bereich der gesunden Strômung, wenn man von der unmittelbaren Nach- 


barschaft des Flügels absieht, noch ziemîicb klein. Bei einem Seitenverhâltnis 
1 : 2 oder gar 1:1 hat die Ersetzung des Flügels durch eine „tragende 


Pig. 960. Fig. 981. 



Polarkurven von sieben recbteckigen ümrechnung der Versuchsergebnisse 

Tragflügeln von Pig. 960 

verschiedenen SeitenverMltnisses. auf daa Seitenverhâltnis 1 : 5. 


Die Zahlen sind das Hundertfache von Ca und Cw- 


Wirbellinie“ etwas zu Gewaltsames, und man kann nicht verlangen, daû hier 
noch Übereinstimmung mit den Formeln erreicht werden kann; trotzdem sind 
die Abweichungen selbst in diesen Fàllen nicht allzu bedeutend. Die im 
folgenden mitgeteilte Gôttinger Versuchsreihe^) mag das MaÛ der Überein- 
stimmung mit Formel (2) erweisen. In Fig. 960 sind die Polarkurven für 
eine Reihe von Flügeln von gleichem Profil und vom Seitenverhâltnis 1 : 1 
bis 1:7 wiedergegeben. In Fig. 961 sind diese sàmtlichen Messungen nach 
Formel (2) auf das Seitenverhâltnis 1 : 5 umgerechnet, und man sieht, daÜ die 
Mehrzahl der Versuchspunkte sich eng an die gemessene Kurve 1 : 5 anschlieût. 
Etwas weiter abseits liegt nur das Quadrat. 

Eine andere Nutzanwendung dieser Beziehungen besteht darin, dafi man 
bei den Polarkurven, die aus den Versuchen erhalten werden, die ^ParabeP 

1) Ergebnisse der Aerodyn. Vers.-Anst. 1 60, 1921, 
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§16. 


Fig. 982. 


des induzierten WiderstandeB beifügt, wodurch dann gemâO 01.(1) disses 
Paragraphe!! zwischen der Parabel und der Versuchskurve der Profilwider- 
stand abgelesen werden kann. In Fig. 962 ist 
disse Parabel zu der Polarkurve von Fig. 953 
hinzugezeicbnet. 

Die Umrechnung der Anstellwinkel für 
gleiches Ca gelingt ebenso wie die der Wider- 
standszahlen. Hier führt die folgende Über- 
legung zum Ziel: Dem Anstellwinkel des un- 
endlich langen Flügels in wagerechter Strômung 
entspricht beim endlichen Flügel der Winkel a' 
zwischen der Profilsehne und der unter dem 
Winkel (p geneigten Strômungsrichtung (vgl. 

Fig. 955, S. 1154). Wir müssen also erwarten, 
daH die Abhàngigkeit zwischen Ca und dem 
^^wirksamen Anstellwinkel" a/ = a — (p bei 
allen in Hetracht komrnenden Seiten verbal tnissen 
dieselbe sein wird. Nach Gl. (2) von § 15 ist 
A Cd F 

Ttpdb^ ^52 ’ 

also ist, wenn = f(Ca) geschrieben wird, 



tg(p = 


Parabel des induzierten Wider- 
standes. 


a — oc' + 9 = f{Ca) 4- 


F 

5a 


( 3 ) 


Will man wieder für gleiches Ca einen Anstellwinkel cc^ eines Flügels 2 aus 
einem Versuch mit einem anderen Flügel 1 berechnen, so ergibt sich 



Auch Gl. (4) ist durch Versuche gut bestàtigt. Fig. 963 gibt den Verlauf 
von Ca mit dem Anstellwinkel bei den vorhin erwâhnten Versuchen mit sieben 
Flügeln wieder; Fig. 964 zeigt die auf das Seitenverhàltnis 1 : 5 umgerech- 
neten Anstellwinkel. Auch hier ist die Übereinstimmung in den früher 
erwâhnten Grenzen recht befriedigend. 

Bei irgendwelchen zusammengeseizten Tragflügelanordnungen, wie z. B. 
bei Doppeldeckern, lassen sich sehr âhnliche Beziehungen angeben. Es zeigt 
sich, daÛ man die Formeln (1) und (2) auch für solche zusammengesetzte 

F F 

Flügelanordnungen verwenden kann, wenn x . ^ statt — gesetzt wird, wobei 

a* 0^ 

X ein nur von der Anordnung abhàngiger Zahlwert ist; bei den gûnstigen 
Anordnungen ist x regelmâüig kleiner als 1. Für Doppeldecker von gleicher 
Spannweite beider Flügel kann genàhert 

— 0.975 H- 1,44 A 5 

^ — 1 s,b h/b 

gesetzt werden; h ist dabei die Spannweite, h der Abatand der beiden Flügel 
voneinander. Die Formel kann von b = 2h bis b = 15 A verwendet werden. 
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An Stelle der Formeln (3) und (4) kônnen ebenfalls mit gewisser Annâberung 
àboliche Formeln gebraucht werden, aber mit einem Wert x' an Stelle von x, 

Fig. 963. 



Umrechnung der Versuchsergebnisse von Fig. 963 auf daa Seitenverhaltnis 1 : 5, 


der grôBer als x ist [EinfluiS der Stromlinienkrûmmung, verursacht durch den 
anderen Flûgelji). 


Vgl. Ergebniaie der Aerodyn. Versuchaanstalt 3, 9. 
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Propeller. 
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§ 17* Prop6ll6r* Im Gegensatz zu den Tragflügeln, die eine zur 
Bewegungarichtung aenkrechte Kraft erzeugen sollen, haben die Propeller die 
Aiifgabe, eiue Kraft in der Bewegungsrichtung hervorzubringen nnd damit 
also Nutzarbeit zu leisten. Ist die Kraft S (^Propellerschub**) und die 
Relativgeschwindigkeit des Fabrzeuges gegen das Medium = v, so ist die 
sekuudliche Nutzarbeit oder ^Nutzleistung" Lq S v. Nach dem Impuls- 
satz arbeitet der Propeller so, daÛ er dauernd neue Flüssigkeitsmassen in 
Bewegung setzt. Ist die sekundliche Masse = M und die erteilte Geschwin- 
digkeit w, so wird der Propellerschub S gleich dem Impuls M w. Mit der 
Erteilung der Geschwindigkeit w ist eine kinetische Energie der in Bewegung 
gesetzten Flüssigkeitsmassen verbunden, deren Erzeugung einen zusàtzlichen 
Energieaufwand bedeutet. Pro Sekunde wird hierfür eine Leistung 

U = M verbraucht. Ist der Propellerschub, also das Produkt Mw 

gegeben, so wird L' offenbar um so kleiner, je kleiner w, also je grôCer 
M ist. Es gilt also, tunlichst groCe Massen M zu erfassen und diesen eine 
kleine Geschwindigkeit zu erteilen, um die aufzuwendende Leistung Lq -j- L' 
môglichat zu verringern. Diese Leistung ist noch nicht der Gesamtaufwand; 
dieser enthàlt noch einen dritten Anteîl JJ\ der durch Reibung und Ver- 
wirbelung verbraucht wird. Man versteht unter dem Wirkungsgrad das 
Verhâltnis der Nutzleistung zum Aufwand, also 


n 


__ 

io + -h L" 


( 1 ) 


Neben diesem ^Gesamtwirkungsgrad" unterscheidet man noch den theoretischen 
Wirkungsgrad 


= 


Xo -f 1 / 


( 2 ) 


und den hydraulischen Wirkungsgrad oder Gtitegrad 

Xo + X' 


rih = 


Lo-f x' + j;' 


(3) 


Wie leicht zu sehen, ist y] = yjth'Và’ ï’û** 3en theoretischen Wirkungsgrad 
^3 W 

laQt sich wegen IJ = M -- = S- - (siehe oben) auch schreiben 
^ À 


Sv -jr S wji V ^ w/2 

Hieraus ist zu erseheu, dafi immer nahe an 1 gebracht werden 

kann, wenn w klein gegen v gemacht wird, was nach dem Früheren da- 
durch erreicbt wird, daÜ man groCe Flüssigkeitsmassen erfafit, also den 
Querschnitt des vom Propeller verarbeiteten Flüssigkeitsstroras grofi macht. 
In Wirklichkeit sind dem freilich duroh technische Gesichtspunkte hâufig 
ziemhch enge Grenzen gezogen, auch haben zu grofie Propeller einen kleineren 
hydraulischen Wirkungsgrad, wodurch unter Umstânden der Gewinn wieder 
aufgehoben wird. 
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Die wichtigsten Arten der Propeller sind der Schauf elradpropeller 
und der Schraubenpropeller. Der erstere findet sich bei dem ^Rad- 
dampfer" und wîrkt so, daO die Schaufeln des Rades der Reihe nach in das 
Wasser eintauchen und dem zwiscben den Scbaufeln befindlichen Wasser eine 
Geschwindigkeit nach hinten erteilen. Die Scbaufelkanten erzeugen dabei 
Trennungsflachen (vgl. voriges Kapitel § 6); das Wasser zwiscben den 
Schaufeln erhàlt annahernd die Geschwindigkeit der Scbaufeln und behâlt 
diese nach dem Herausziehen der Schaufeln zunàchst bei (spater erfolgt 
natürlich Vermischung mit dem übrigen Wasser entsprechend den Aus- 
führungen von § 5 des vorliegenden Kapitels). Bei einer Fahrgeschwindigkeit 
des Schiffes = v und einer Rückwartsgeschwindigkeit des angetriebenen 
Wassers = w wird also die Umfangsgeschwindigkeit des Rades annahernd 
~ V W] wird die Umfangskraft = S gesetzt (genau genommen ist Snurdie 
wagerechte Komponente der Schauf eldrûcke, deren Richtung im allgemeinen 
gegen die Wagerechte abweicht!), so ergibt sich ein Leistungsaufwand 

Sv V 

== also ein Wirkungsgrad ri = -«v - * Der Ver- 

S (v w) V w 

gleich mit dem Frùheren lehrt, daÛ hier im ganzen die Leistung Lo + 2 
aufzuwenden ist, wovon das zweite X' auf Rechnung der durch die Schaufeln 
erzeugten Wirbel zu setzen ist. Durch allerhand Nebeneinflüsse ergeben sich 
noch weitere Verluste. Der Wirkungsgrad kann aber durch Wahl eines 
kleinen tv, d. h. groHer wirksamer Schaufelflàchen immerhin ganz gut gemacbt 
werden (z. B. Anordnung von Schaufelràdern hinter dem Schiff in der ganzen 
Schilfsbreite, wie dies bei neueren Donaudampfern ausgeführt ist). Die groüen, 
langsam umlaufenden Ràder sind aber vom maschinenbaulichen Standpunkt 
aus unerwünscht, so daü man sie nur bei FluB- und Binnenseedampfern aus* 
führt, wo des geringen Tiefgangs des Schiffes wegen Schraubenpropeller nicht 
anwendbar sind. 

Diese letzteren sind da, wo der erforderliche Tiefgang vorhanden ist, durch 
ihren kleineren Durchmesser und ihre grôlîere Drehungszahl (die leichtere 

Antriebsmaschinen ergibt) ûberlegen* Für 
Fig. 965. den Antrieb von Luftf^hrzeugen kommen 

praktisch allein die Schraubenpropeller in 
Betracht. 

Die Schraubenpropeller erzeugen ihren 
Schub nach dem Tragflügelprinzip, das nur 
insofern abgeàndert ist, als die „Schrauben- 
flügel" sich durch die Drehung des Pro- 

WirbeUyrtem einer LnfUchreube. gUichzeitigem Forteohreiten auf 

Schraubenlinien fortbewegen, statt der 
geradlinigen Bewegung der Tragflügel. Von 
den Enden der Flügel gehen auch hier Wirbel aus (vgl. Fig. 965); die in der 
Nàhe der Nabe austretenden Wirbel der verschiedenen Flügel, die gleichen 
Drehsinn haben, vereinigen sich dabei zu einem „ Naben wirbel die auBeren 
Wirbel umschlingen schraubenfôrmig die ganze durch den Propeller hindurch- 
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gegangene Flüssigkeitsmasse. Wenn wir vorübergehend sehr viele Propeller- 
flûgdl anD6hni6D, dann schliaJBon die auûeren Wirbel einen nabezu geschlossenen 
Strahl ein (die enge Folge von Wirbeln ist nahezu einer Trennungflâche 
âquivalent, vgl. voriges Kapitel § 11, c). Der Strahl ist gegenüber der übrigen 
Flüssigkeit in fortschreitender und drehender Bewegung. Die fortschreitende 
Bewegung hangt uninittelbar mit der Aufgabe des Propellers zusammen, 
eine Schubkraft zu erzeugen; die dreheude Bewegung ist ein notwendiges 
Übel; in gûnstigen Fàllen ist ihre kinetische Energie verhàltnismàCig gering. 

Eine wirklich befriedigende Théorie der verwickelten Vorgànge im 
Schraubenpropeller ist bisher nicht vorbanden. Soweit man die vom Propeller 
erzeugten Zusatzgeschwindigkeiten als sehr klein gegen die Fahrgeschwindig- 
keit ansehen kann (schwach belasteter Propeller), lassen sich Überlegungen 
anwenden, die mit denen der Tragflügeltheorie verwandt sind ^); jedoch sind 
die praktisch angewandten Propeller meist nicht schwach belastet. Hier mag 
es ausreichen, zwei Gesichtspunkte etwas nàher herauszuarbeiten, die einen 
gewissen Überblick über die obwaltenden Verhàltnisse vermitteln. 

Der erste ergibt sich ans der Auwendung von Impuls- und Energiesàtzen 
auf eine idealisierte Schraube, bei der angenommen wird, daC sie jedem durch 
den Schraubenkreis hindurchtretenden Flüssigkeitsteilcheii eine Druckerhôhung 
erteilt. Eine solche Druckerhôhung durch die Wirkuug eines Flügelsystems 
ist nach den Darlegungen von § 13, a des vorigen Kapitels verstàndlich, 
Zur Vereinfachung aoll nun angenommen werden, daC aile durch den 
Schraubenkreis hindurchtretenden Flüssigkeitsteilchen genau die gleiche Er- 
hôhung ihres Druckes erfahren, was in den überwiegenden Teilen des 
Scbraubenkreises durch geeignete Wahl der Flügelbreite môglich ist. In der 
Nàhe der Nabe, wo die ümlaufgeschwindigkeit der Flügel ungenügend ist, und 
an den Flügelspitzen, wo die Flüssigkeit dem Flügel ausweicheu kann, ist 
dies allerdings nicht môglich, doch kann man diese Umstànde dadurch berück- 
sichtigen, daH man als ideale Schraubenkreisdache F eine Flache wàhlt, die 
nach Abzug der unwirksamen Gebiete von der wirklichen Schraubenkreis- 
flàche übrigbleibt. 

Weiter soll die Rotationsbewegung, die die Schraube der Flüssigkeit in 
Wirklichkeit erteilt, unberücksichtigt bleiben. Man bat also jetzt einen 
Idealpropeller, der jedem durch eine gegebene Kreisdâche F hindurchtretenden 
Flüssigkeitsteilchen eine Druckerhôhung (d. h. Erhôhung der Konstanten der 
Bernoullischen Gleichung) — z/jp erteilt, wahrend nattirlich die auÛerhalb 
des Propellerkreises vorbeistrômenden Flüssigkeitsteilchen eine solche Ver- 
ànderung nicht erfahren. Da sich in einiger Entfernung vom Propeller 
der Druck vôllig ausgleicht, erbàlt man also einen Strahl mit erhôhter Ge- 
echwindigkeit hinter dem Propeller. Die durch den Schraubenkreis gehenden 
Stromlinien bilden dabei die Strahlgrenze (vgl. Fig. 966). Im einzelnen ergibt 
sich nun folgendes. 

') Vgl. etwa Â. Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust, 
Gôttinger Naohr. 1919, 8. 193 = Vier Abhandl. zur Hydrodynamik und Aero- 
dynamik, S. 68. 
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In einem Bezagasystem, in dem der Schraubenmittelpunkt ruht, hat man 
eine Zustromgeschwindigkeit t;, die der Fabrgescbwindigkeit der Scbraube 
entspricbt. Die Abstromgeschwindigkeit ist dann v-\-w^ beides in solchen 
Entfernungen von der Scbraube, in denen das Druckfeld der Scbraube als 
auBgeglicben gelten darf, also der ungestôrte Druck pQ berrscbt. Die Durch- 
duügescbwindigkeit durcb die Scbraube ist unter dem Ein6u6 des Druckfeldes 

von V verschieden; sie liegt zwischen V 
Fig. 966. V w (vgl. Fig. 966). Wir wollen 

—H 3 dabei die Scbraube auch noch in der 

J'- Weise idealisieren, dafi wir ihre Er- 

^ — * streckung in der Strômungsrichtung 

vernachlàssigen. Dann ist die Ge- 
“a 3 scbwindigkeit unmittelbar hinter der 

Scbraube aus Qründen der Kontinuitât 
mit der unmittelbar vor der Scbraube identisch; sie sei mit v' bezeicbnet. 
Der Drucksprung z/p kommt nun so zustande, dafi der Druck p' unmittelbar 
vor der Schraubenkreisebene niedriger ist als der ungestôrte Druck, der 
Druck p” binter der Scbraube aber hôher als dieser. Die Bernoullische 
Gleichung liefert nun für die Zustande vor und hinter der Scbraube 

QV^ , PV'2 

Po + -'2 = P 4- 2 - 


P (^? -f w)* 


= p" + 


Für den Drucksprung z/p ~ p'' — p' ergibt sicb hieraus durch Subtraktion 
. P(V-1-W^)2 ÇV^ ( , W\ . . 

^^= 2 - 2 =‘’“’r+2) 


Wir wenden nun den Impulssatz auf zweierlei Weise an: 

1. Für eine Kontrollflàche, die die Schraubenkreisebene moglichst eng 
umschliefit. Die Geschwindigkeit ist in der Grenze vor und hinter der 
Schraubenkreisebene gleich und == v\ tràgt also zum Impuls nichts bei, da- 
gegen bringt der Drucksprung p auf der Flàche F eine Kraft, die gleich 
dem Schraubenschub S ist: 


s=r FJp = g) 


2. Für eine Kontrollflàche, die durch die Stromlinien durch den Schrauben- 
kreis und eine Flache weit davor und eine Flache weit dahinter abgegrenzt 
ist. Die durchfliefiende Menge ist hier = qFv\ sie hat vorher die Geschwin- 
digkeit V, hinterher die Geschwindigkeit v w\ das Druckintegral bringt, wie 
eine n&here Untersuchung zeigt, keinen Beitrag, also wird der Schub S auch: 

S = çFF-w (7) 

Der Vergleich von (6) und (7) liefert die bemerkenswerte Beziehung 


À 


( 8 ) 
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Die aufzuwendende Leistung unseres „idealen Strablpropellers^* lâHt sich an 
Hand der Kontrollâache I oder II berechneu. Die erste liefert die Pumpleistung 

L:=z Fv'-Jp = Sv' (9) 

(Volumen pro Zeiteinheit X Druckunterschied); die zweite in der früheren 
Weise Masse pro Zeiteinheit x Unterschied der halben Geschwindigkeits- 
quadrate : 

^ = 2 -2> 


was dasselbe gibt. 
Wirkungagrad 


Die Nutzleistung ist wie früher Lq = S- v, bo daÛ der 


Sv V V 

Sv' V* t; -j- wj^ 


( 10 ) 


ist. Dies stimmt mit dem Ausdruck rjih von Gl. (4) überein. Der ideale 
Strahl propeller ist somit gleichzeitig ein Idealbild für jede Propellerart und 
eignet sich daher für Vergleichsrechnungen mit ausgeführten Propellern. 

Eine wichtige Beziehung ergibt sich noch, wenn man ans Gl. (6) w aus- 
rechnet und diesen Wert in die Wirkungsgradformel (4) einführt. Man 
erhâlt zunâchst 

= (U) 


wofür man unter Einführung der ^Belastungsziffer” 



auch Bchreiben kanu: 


tv 

V 


= — 1 + Vl + C, 


(11») 


(das andere Vorzeichen der Wurzel hat keinen physikalischen Sinn). Dies 
gibt nun 


_ 2 

= r+ vi + c. 


. . . . ( 12 ) 


Man sieht, daÛ mit verschwindender Belastungsziffer r^th gegen 1 geht; 
mit wacbsendem c, nàhert es sich dagegen der Nul). Die Formel (12) liefert 
für jede Schraube, die einen verlangten Schub S mittels einer gegebenen 
Schraubenkreisflàche F bei gegebener Fahrgeschwindigkeit v hervorbringen 
soll, eine obéré Grenze für den Wirkungsgrad. Sie liefert auch eine sehr 
willkommene Vergleichsbasis bei Versuchen. Das Verhàltnis .des gemessenen 
Wirkungsgrades rj zu ?yth ist der früher schon erwàhnte Gütegrad. 

Die vorstehende Beurteilung versagt offenbar bei Hubschrauben, die eine 
Last scbwebend erhalten sollen. Hier ist zwar dauernd Leistung aufzu- 
wenden, aber, falls kein Steigen vorliegt, ist keine Nutzleistung da. Man 
kann hier nur nach dem theoretischen Leistungsaufwand bei gleichem 
gehobenem Gewicht fragen und diesen mit dem wirklichen Âufwand 
▼ergleichen. 
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Wir kônnen unser Formelsystem so verwenden, dafi wir v = 0 setzen. 
Dann ist v' = wj2 und gemafi (9) 

wobei hier S das gehobene Gewicht bedeutet. Gl. (6) 


S = i/j P Fw* 


liefert wieder das Mittel, um to fortzuschalfen. 


daher 


Ah 



Es wird w = 




2 S 
qF 


und 


(13) 


hieraus laCt sich wieder ein Gütegrad = LthlL bilden. 

Die erforderliche Leistung einer Hubschraube ist also bei gleichbleibendem 
Gütegrad um so kleiner, je grôUer F gewâhlt wird! Andererseits wâchst in 
Wirklichkeit mit wachsender Grôfie der Hubschraube deren Eigengewicht und 
damit also auch das zu hebende Gewicht S. 


§ 18. Weiteres über Schraubenpropeller; Windmühlen. üm den 
Einblick in die Wirkungsweise der Propeller zu verbessern, seien nun die 
Verhaltnisse an einem einzelnen Flügelblatt etwas nâher studiert. 

Wir behandeln einen Abschnitt eines Flügelblattes, der zwischen den 
Radien r und r dr liegt, wie ein Stück eines Tragflügels, und zwar, genauer 
gesagt, wie ein Stück eines unendlich langen Tragflügels, falls wir uns vor- 
behalten, diejenige Geschwindigkeit in die Rechnung einzuführen, die sich 
als Relativgeschwindigkeit zwischen dem Flügelelement und der Flüssigkeit 
am Ort des Flügelelements ergibt. Diese Geschwindigkeit ist nun wieder 
durch den ganzen Propeller beeinâuBt, und es hat hier also eine Rechnung 
einzusetzen, die in ihren Grundgedanken mit der der Tragflügeltheorie ver- 
waudt ist. Auch hier mag wieder der Vereinfachung halber die Drehung 
der Flüssigkeit in der Schraube vernachlassigt werden. Die Beeinflussung 
der axialen Strômung durch die Schraube kann dadurch berücksichtigt 
werden, dafi man die Geschwindigkeit dieser Strômung 
gleich dem Wert v' nach Gl. (8) des vorigen Paragraphen 
setzt, wobei mit w nach Gl. (lia) 

»' = l/s » (1 + Vl + «.) 

gesetzt werden kann. Die Umfangsgeschwindigkeit des 
Flügelblattes ist (co die Winkelgeschwindigkeit). 

Damit wird die Relativgeschwindigkeit des Schrauben- 
blattes zur Flüssigkeit = r* m*, die Richtung ist 

durch tgq) = ^ gegeben (vgl. Fig. 967). Ist das Flügelprofil um den kleinen 

Winkel a gegen diese Richtung geneigt, so ergibt sich ein dem Staudruck 
der Relativgeschwindigkeit und diesem Anstellwinkel entsprechender Auf- 
trieb A in Richtung senkrecht zur Relativgeschwindigkeit und ein Wider- 


Fig. 967. 
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stand W entgegengesetzt der Relativgeschwindigkeit, wobei A und W auf 
die Lângeneinheit des Flûgelblattes bezogen sein mag (auf das Ëlement dr 
würde sich also A dr und W dr ergeben.) 

Für die weitere Rechnung werden nun zweckmâQig die Komponenten 
normal zur Schraubenkreisebene {N) und tangential zur umlaufenden Bewe- 
gung (D gebildet. Die ersteren wirken also in der Richtung von v, vgl. Fig. 967, 
die letztere entgegengesetzt zur Richtung von r co, Wie leicht zu seben, wird 

N = Acosw — IFsm œl 

( 1 ) 

T — A sinq) Wcosq) 

Die Intégration der Normalkomponenten ergibt den Schub, die der 
Momente der Tangentialkomponenten das Drehmoment D, also bei n Flügeln 

r r 

S = «|iVdr; 7) = n|Trdr (2) 

Man batte statt dessen au ch die Arbeitsleistungen am Elément, Ndr-v' und 
Tdr'rco integrieren kônnen und batte daraus die Schubleistung gegen die 
Geschwindigkeit v',S-v' (Pumpleistung) und die durch den Motor aufzu- 
bringende Leistung Dca erhalten. Ein einfacher Begriff sei hier noch er- 
wàhnt, der Wirkungsgrad des einzelnen Flügelelements 


r}Fi — 


N dV'V* 

YdV^(û 


(3) 


Mit den obigen Werten von N und 2' und unter Berücksicbtigung von 
v' = rat’tgq) ergibt sich, wenn noch die „Gleitzahl“ W/A = s eingefûhrt wird, 


Vfi 


1 — e ta(p 
ectgcp 


(4) 


Dieser Ausdruck weist ein Maximum bei einem Steigungswinkel qp auf, der 
(genâhert) bei ^ ^ liegt. Da die Profilgleitzahl e sehr klein ist (£ = i/jç 

Vso)» Maximum so tlach, daiî auch Steigungswinkel qp 

weit ab von diesem Maximum vom Standpunkt des Fiügelwirkungsgrades 
noch fast ebenso brauchbar sind. Erst bei sehr kleinen Neigungen wird der 
Flügelwirkungsgrad unzulàssig klein. In der Praxis entsoheidet der Umstand, 
dafi bei grôOeren Werten tg(p der Flüssigkeit eine stàrkere Drehgeschwindig- 
keit erteilt wird i), die wegen ihrer kinetischen Energie schàdlich ist; deshalb 
wàhlt man für die àuCeren Flügelteile, auf die es wegen ihrer groüen Ura- 
fangsgeschwindigkeit hauptsâchlich ankommt, wesentlich kleinere Steigungen 
als das obige Optimum, z. B. qp = i/j bis Vg. 

Der Zusammenhang zwischen dem Auftrieb A des Flügelelements und 
dem zugehôrigen Staudruck liefert nun einen Weg für die Ermittlung der 
zu wahlenden Flügelbreite in Abhàngigkeit von r und für die des zuge- 


Man kann sich bei Untersuchung derartiger Verhàltuisse auf die Théorie der 
Sohaufelsysteme stützen, wie aie (allerdings obue Reibuug) in § 18, Abschnitt a des 
vorigen Kapitels entwickelt worden ist. 

MOller«Poulllet I, 2. 11. AuS. 
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hôrigen AosteHwinkels Jedoch ergibt sich bei schnellaufeDden Wasser- 
scbrauben die Not^eadîgkeit, noch darauf Riicksicht zu nehmen, daO die 
Wasserstrômung durcb Luftausscheidung und Dampfbildung zerreifit, sobald 
der absolute Druck îm Wasser sich dem Wert Null nàhert. Man nennt diese 
Erscheinung „Eayitation“ oder Hohlraumbildung. Man wird desbalb 
bei sehr schnellaufigen Wasserschrauben genôtigt, sehr flache Profile und sehr 
kleine Anstellwînkel zu verwenden, um die Unterdrücke auf der Saugseite der 
Profile klein zu halten, und man erh&lt dann sehr breite Flügelblatter. Fig. 968 


Plg. 968 a. 


V 


Luftpropeller. 



enthâlt nebeneinander die Stirnansicht und einen Profilschnitt einer Luft- 
schraube (a), einer langsam laufenden Wasserschraube für einen Fracht- 
dampfer (b) und einer schnell laufenden Wasserschraube für einen Turbinen- 
Schnelldampfer (c). Bei Luftschrauben ergibt sich noch eine etwas anders 
geartete Stôrung, wenn die ümfangsgeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit 
erreicht. Auch hier ist es nôtig, sehr fiache Profile anzuwenden, die aber 
meist sehr schmal bleiben (Reed sehr aube). 

Das wirkliche Verhalten der Wasser- und Luftschrauben pflegt durch 
Versuche festgestellt zu werden. Hier seien nur solche Versuche eingehender 
besproohen, bei denen die Schraube nicht in Verbindung mit dem Fahrzeug 
geprüft wird, sondern in der ungestôrten Flüssigkeit für sich allein fâhrt. 
Im anderen Falle ergeben sich Stôrungen durch das Fahrzeug und Wechsel- 
wirkungen mit ihm, die das Gesamtbild sehr verwickelt machen i). Eine 
mafigebende GrÔfie für die Ordnung von Versuchsergebnissen ist offenbar 
das Verh&ltnis Fahrgeschwindigkeit .-Ümfangsgeschwindigkeit. Wir schreiben 

= A (v = Fahrgeschwindigkeit, u = ümfangsgeschwindigkeit, 

r = Hàlbmesser des Schraubenkreises, © = Winkelgeschwindigkeit) und 
iiennen X den Fortsclirittsgrad. Für einen Schraubenpropeller, der aus Schrauben- 
fl&chen von der Steigung h besteht, gibt es offenbar einen besonderen Fort- 


Vgl. etwa A.Betz, Zeitschr. f. angew. Math, und Meoh. 7, 431—436, 1927. 
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schrittsgrad Aj, bel dem die Schraube sich in der Flüssigkeit so verschiebt, dalS sie 

H 

nur Reibungswiderstand erzeugt. Offenbar ist Aj = Nur fur Werte 

von A unterhalb Aj haben die Schraubenblàtter einen Anstellwinkel gegen die 
StrÔmung relativ zu ihnen, der einen positiven Scbraubenschub erzeugt. Fûr 
die Betriebszustânde mit A > Aj batte man keirien Propeller, sondern eine 
Windmühle. Fur die ûblichen Ausfûhrungsformen der wirklichen Propeller 
gilt ganz EntsprechendeSy nur dafi eine einfache geometrische Interprétation 
von Aj fehlt. 

Die bei den Versuchen meÛbaren KraftgrôÛen sind der Schub S und das 
zum Antrieb der Schraube vom Motor aufgewandte Drehmoment JD. Die 
aufgewandte Leistung \at L = JD fi>, die Nutzleistung wie früher Lq 
80 dais der Wirkungsgrad 

n = 

wird. 

Um die Versuchsergebnisse in einer von den speziellen Abmessungen der 
Versuchsschraube unabhângigen Form darzustellen, verwendet man auch hier 
dimensionslose Grôfien, die àhnlich wie diejenigen der Tragflügel gebildet 
sind. In Deutschland scheint jetzt das folgende System dieser GrôCen das 
gebrâuchlichste zu sein^): 

S _ S _ 

i/iQu^Ttr^ ~ 

J) ^ ^ L 


Sv 
JD O 




( 5 ) 


ks — 


kd 


^;2Q(o^nr^ (6 b) 

Da V = k'TG} ist, wird der Wirkungsgrad, wie sich an Hand von Ql. (5) 
leicht ergibt, 


n = 


kks 

kd 


Den Verlauf von kg, und rj fur eine Luftschraube gemâH Fig. 968 a stellt 
Fig. 969 dar. Man erkennt, daÛ k, und kd in der Nàhe von A = 0,35 durch 
Null geben. rj ist seiner Bedeutung nach = 0 für A = 0 und für kg = 0. 
ËB hat dazwischen also ein Maximum. Um den Vergleich mit i^th gemàfi 
Formel (12) des vorigen Paragraphen zu ziehen, kônnen wir zunàchst den 


Belastungsgrad Cg ermitteln, der, wie leicht nachzuprüfen, Cg 


kg 

'F 


ist. Da- 


mit kônnen wir also rjth punktweise ausrechnen und zu dem zugehôrigen A 
auftragen. Das ist in Fig. 969 durch die gestrichelte Linie geschehen. Man 
sieht, daQ die Werte von i] denen von ijth ziemlich nahekommen, ausgenommen 
in der Gegend von A^ , wo rjth I und rj gegen 0 geht. 

Bezüglich der Windmühlen, die hier kurz berührt werden môgen, lassen 
sich ganz âhnliche Betrachtungen anstellen wie für die Luftschrauben. Der 
anstrômende Wind erfàhrt beim Durchtritt durch den Flügelkreis einen Druck- 


D Cg und wenn die Kràfte auf den Staudruck der Geschwindigkeit v b«* 
zogeu werden; kg und k^, wenn die Krafte auf den Staudruck der Geschwindigkeit u 
bezogen werden. 
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abfall durch den eine Leistung zur Verfügung gestellt wird, 

die nun entsprechend dem Flügelwirkungsgrad in Nutzleistung an der Windrad- 
welle verwandelt wird; î;^ist dabei wieder die axiale Durchtrittsgeschwindigkeit 
durch die Radebene. Die Formeln von § 17 lassen sich unmittelbar über- 
tragen, nur daÛ hier die Geschwindigkeit hinter dem Rade kleiner ist als 
vorber. Es mufi also für den Geschwindigkeitsunterschied w hier ein negativer 

Wert eingeführt werden. Schreibt 


Fig. 969. 
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man — w an Stelle von w, um 
wieder eine positive GrôCe zu er- 
halten, so wird gemàÛ Gl. (5) von 

§ 17 

Jp = 9 w(v—y^ 
und gemaÛ Gl. (8) 

, w 

2 - 

BO daû die verwandelbare Leistung 
Li == 

r- 2 ) 


= 71 


QWyt) 


Kurven einer Luftschraube. 


wird. Es kann leicht nachgewiesen 
werden, daH diese Leistung bei 
gegebenem v und r dann ein 
Maximum wird, wenn die Ge- 
schwindigkeit hinter dem Rade 
V — w = Vs^» ®lso v' == * 8 V gewàhlt wird. Damit wird Limax ~ ®/27 nr^QV^. 
Man kann die Leistung Lq, die durch den Radkreis âielîen würde, wenn das 
Rad keinen Widerstand bieten würde, als VergleichsgrôCe beranziehen und 
den Ausnutzungsgrad Ci — L/Lq bilden. Da die sekundlich durch den Rad- 
kreis fliefiende Masse = QTir^v und die kinetische Energie der Masseneinheit 
= ist, wird Lq — und damit der maximale tbeoretische 

Ausnutzungsgrad Cjmax = Limax/Lo = ‘Vsz = 0,5926. 

Ein Wirkungsgrad hat bei den gèwôhnlichen Windmühlen keinen Sinn, 
da die Windenergie in beliebigen Mengen zur Verfügung steht. Die Wirtschaft- 
licbkeit kann nur nach dem Verhâltnis der Leistung zu den aufgewandten 
Kosten beurteilt werden, wobei eine billige Konstruktion unter Urastànden 
besser abschneiden kann als eine aerodynamisch hochwertige, aber teurere 
Konstruktion. Anders ist es mit Windmühlen auf Luftfahrzeugen, durch die 
mittels des Fahrtwindes irgendwelche Hilfsmaschinen angetrieben werden. 
Hier muÜ der Schub S der Windmühle vom Hauptpropeller des Luftfahrzeuges 
mit bestritten werden. Es wird also die Leistung S’V aufgewandt, und der 
Wirkungsgrad ist = LISv. 

Bei den Versuchen mit Modellea von Windmühlen kann man bei gegebener 
Windstarke verschieden starke btipfende Drehmomente ausüben und erhâlt 
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mit wachsendem Moment abnehmende UmfangBgeschwindigkeit. Âhnlich wie 
bei Schrauben kann man Momentenzahlen bilden und diese abhângig von dem 
Verhâltnis u:V (UmfangBgeschwindigkeit zu Windgescbwindigkeit) auftragen. 
Ebenso kann man die Ausnutzungs- qyq 

grade Ci auftragen. Die Windràder 
zeigen dabei je nach ihrerSchrauben- 
steigung verschiedene „Schnell- 
làufigkeit**. Fig. 970 gibt als Bei- 
spiel Kurven für einen „Schnell- 
làufer‘‘. 



§ 19. Stromungsmaschinen. 

(Wasserrâder und Turbinen, 

Pumpen und Geblâse.) Wasser- 
kraftmaschirien verwandeln die 
Arbeitsleistung des um eine Hôhe H 
herabsinkenden Waasers in eine 
Arbeitsleistung an einer drehenden Welle, die Pumpen Arbeitsleistung an 
einer drehenden Welle in Hebung von Wasser auf eine Hôhe //; die Geblàse 
verrichten eutsprechende Arbeitsleistungen an strômender Luft. Geblase für 
niedrige Druckunterschiede heiÛen auch Ventilatoren. 

Ist die sekundliche Wassermenge (Volumen/sec) = Q und daa Raum- 
gewicht y, so ist die derWasserkraftmaschine zugeführte Leistung Lq = 

Für die Wasserrâder ist charakte- 
ristisch, daC das Wasser zwischen den 
Schaufeln praktisch zur Ruhe kommt. 

Bei den Turbinen bleibt es relativ zu den 
Schaufeln in Bewegung. 

Die Wirkung auf das Rad kann über- 
wiegend Gewichtswirkung sein, wie bei 
den meisten Wasserràdern, sie kann aber 
auch rein dynamischer Art sein, wie bei Stofirad. 

den Turbinen und bei den StoÛradern. 

Bei dem reinen StoCrad (Fig. 971) kommt das Wasser mit einer Ge- 
schwindigkeit c U an und wird auf die Schaufelgeschwindigkeit u abgebremst. 
Nach dem Impulssatz gibt dies eine Kraft P = qQ'(c — u); die Leistung 
ist L = P -U = P Ç • w (c — u). Diese ist, wie leicht nachgewiesen werden 


Fig. 971. 



C Q 

kann, ein Maximum für u = — und ist dann q • 

2 4 


Wenn man von aller 


Reibung im Zulaufgerinne absieht, so ist c = )/2gHi also Z-max = 

(q = Dichte, y = çg), Der Wirkungsgrad ist also = Zmax/Zo = '/g. 
In Wirklichkeit ist er durch Verluste verschiedener Art noch kleiner. Das 
StoiSprinzip ist also nicht gut. Wesentlich besser ist das Gewichtsprinzip, 
denn die Gewichtsarbeit auf dem Wege von der Stelle, wo sich die Schaufel 


1) Vgl. Fufinote 1, S. 1174. 
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mit Wasser gefüllt bat, bis dabin, wo sie das Wasser entleert, wird im Prinzip 
verlustlos an das Rad abgegeben. Die Notwendigkeit, die Schaufeln rascb zu 
füllen, bringt allerdings einen Stoûvorgang mit sicb; einen weiteren Verlust 
ergibt die Fallhobe des aua dem Rade ausflieCenden Wassers, die durcb das 
„Freihàngen‘‘ bedingt ist. Tmmerbin erreicht man bei gut gebauten „ober- 
scblàcbtigen “ Wasserràdern (bei denen das Wasser von oben in die Zellen 
eintritt) Wirkungsgrade über 80 v. H. Bei den mittel- und unterschlâchtigen 
Radern kommt noch ein weiterer Verlust durcb das VorbeiflieÛen des Wassers 
neben den Scbaufeln hinzu, auÛerdem machen die Verluste beim Füllen und 
Entleeren des Rades meîst einen grôOeren Bruchteil des Gesamtgefâlles aus 
als bei den oberschlacbtigen Radern, desbalb bewegen sicb die Wirkungsgrade 
guter Ràder dieser Art zwischen 55 und 65 v. H. 


Fig. 972. 


Fig. 979. 




Oberschlâchtîges Wasgerrad. 


Mittelscblücbliges Wasserrad. 


Ein wesentlicb anderes Prinzip liegt bei den Turbinen vor. Die Energie- 
übertragung ist hier rein dynamischer Natur. Das raschstrômende Wasser 
wird durcb eine Leitvorrichtung „stoÛfrei“ zwischen die Turbinenschaufeln 
eingeführt und nun durcb die Schaufeln so abgelenkt, dafi es das Rad mit 
einer môglicbst kleinen Absolutgeschwindigkeit verlâÛt. Da bei diesen Vor- 
gângen nirgends groOere Verluste auftreten, so folgt aus dem Ënergieprinzip, 
dafi von dem, was nacb Abzug der kinetiscben Energie des austreteuden 
Wassers von der gesamten Gefàlleleistung noch verbleibt, der weitaus über- 
wiegende Teil an der drehenden Welle der Turbine nacbgewiesen werden kann. 

In bezug auf die Form, in der sicb die Energieumsetzung vollzieht, 
unterscbeidet man zwei Arten von Turbinen, die „Gleichdruckturbinen‘‘ und 
die „Überdruckturbinen“. Bei den ersteren wird die ganze verfügbare Gefalle* 
leistung vor dem Rade in kinetiscbe Energie verwandelt, indem man das 
Wasser durcb geeignete Mündungen oder Leitkanàle frei ausstrômen lâÛt. 
Das Wasser, das mit der Absolutgeschwindigkeit i) auf das mit der Ge- 
scbwindigkeit tij umlaufende Rad trifft, bat relativ zum Rade eine Ge- 


D Die Bezeichnungen c f ùr AbsolutgeBchwiudigkeiten, u für Umfaugsgescbwin* 
digkeiten, und w fût* Relativgescbwindigkeiten sind bei den Turbineningenieuren 
üblicb. 
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Bchwindigkeit (vgl. Fig. 974). Die Eintrittskanten der Schaufeln baben 
utigefabr die Ricbtung von Wi\ das Wasser wird nun von den Scbaufeln in 
die Ricbtung abgelenkt, wobei, abgesehen von mâfiigen Verlusten durcb 
Oberflâchenreibung, der Betrag der Relativgeschwindigkeit derselbe bleibt. 
Die Absolutgeschwindigkeit Cg wird durcb Konstruktion eines Gescbwindigkeits- 
dreiecks aus und erhalten. Im gûnstigsten Betriebszustand ist aie nahezu 
aenkrecht zum SchaufeUystem und sebr klein. Bei den Überdruckràdern wird 
zunàchst nur eîn mâHiger Teil des Gefâlles in Geschwindigkeît umgesetzt; das 
Wasser tritt deshalb mit einem erheblicben Überdruck in das Rad ein. Die 
Einzelbeiten ergeben sicb aus Fig. 975. Das Wasser erfabrt nun in den sich 
verengenden Schaufelkanâlen einen erheblicben Zuwachs der Relativgeschwin- 
digkeit und verbraucht dabei den Rest des Gefâlles. Im gûnstigsten Betriebs- 
zustand ist die absolute Wassergeschwindigkeit hinter dem Rade wieder sebr 
klein und ungefâhr senkrecht zum Schaufel System. 

Die Überdruckturbinen arbeiten notwendig mit vollgefüllten Schaufel- 
kanalen. Bei den Gleichdruckturbinen pflegt man dagegen durcb geeignete 


Fig. 974. Fig. 975. 





Geschwindigkeitsplan einer Gleichdruckturbine. Geschwindigkeitsplan einer Überdruck turbine. 

Ausbildung der Scbaufelform dafûr zu sorgen, daC das Wasser mit einer 
freien an Luft grenzenden Oberflâche durcb die Schaufeln flieÛt. Da hierbei 
die Schaufeln nur einseitig vom Wasser berührt werden, ergibt sicb weniger 
Reibung als in dem Falle der zweiseitigen Berûhrung. 

Wenn von der Reibung und den Zentrifugalwirkungen im Rade abgesehen 
wird, 80 ist 

B ^-(C^+W^ — W^) ( 1 ) 

Das erste Glied liefert das Teilgefàlle in der Leitvorricbtung, die Differenz 
der beiden anderen das Teilgefàlle im Laufrad (für also für die 

Gleichdruckturbine ist dieser letztere Anteil gleicb Null). 

Die Tbeorie der Turbinen, bei der eine gleicbe Ablenkung aller Wasser- 
teilcben angenommen wird, stammt von Euler. Yon ibm stammt aucb die 
folgende „Hauptgleicbung der Turbinen tbeorie“, die auf den Impulsmomenten- 
satz (§13 des vorigen Kapitels, Abs. b) aufbaut. Die Umfangskomponenten 
der absoluten Eintritts- und Austrittsgescbwindigkeit, dort mit cos /3| und 
WjCOsPi bezeichnet, môgen jetzt in der bei den Turbinenfacbleuten ûblicben 
Bezeichnung und Cu^beiUen. Dann ist das Drebmoment an der Turbinen welle 
D = QQiriCui — raCu,) (8) 
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Die Nutzleistung L ist dann = Dca; mit riCO = und rgO = Wg wird dann 
D = Q Q (3) 


Andererseits ist L " rj Lq ~ y Q H, wobei rj der hydraulische Wirkungs- 
grad ist. Fur diesen ergibt sich also unter Berücksichtigung von y — Qg: 


^Ui ^2 <^ti2 


(O 



Bei senkrechtem Austritt verscliwindet (’u,* so dafî UiCm — wird. 

Ans dieser letzteren (Jleichung, in Verbindung mit Fig. 974 und 975, geht 
deutlich hervor, daI5 bei gleichem Gefâlle die Überdruckturbinen wesentlich 
groüere Uuifangsgeschwindigkeit haben als die Gleichdruckturbinen. Man 
fiiidet deshalb bei kleinen und mittleren Gefàllen regelmaCig Überdruck- 
turbinen, bei groÛen Gefàllen aber Gleichdruckturbinen ausgeführt. 

Von der Annahme der gleicben Ablenkung aller Wasserteilchon suclit sich 
die neueste hydrodynamische Auffassung des Turbinenproblenis frei zu machen. 

Man sieht nicht mehr den Raum 
zwischen zwei Schaufeln einer Über- 
druckturbine als einen „Kanal“ an, 
sondern betracbtet die Schaufeln als 
einzeliie in der Stromung befindliche 


Pelton-Rad. 


Fig. 977. 



Pellon-Kad mit Rcgulierdüsen. 


^Flügel‘‘, die sich dabei gegenseitig beeinflussen Ü- modernen 

Schnellàuferbauarten , die sehr groCe Abstànde der Schaufeln aufweisen, 
wird nur diese Auffassung den wirklichen Vorgàngen einigerniaGen gerecht. 
Aber auch in den Fàllen, wo mari noch von Schaufelkanàlen sprechen 
kann, zeigt sich, daC man die mittlere Fintritts- und Austrittsrichtung nicht 
mit den entsprechenden „Schaufelwinkeln“ gleichsetzen darf, wie man dies 
im Rahmen der alteii Théorie getan hat. Die Schaufelwinkel stellen vielmehr 
ein Maximum der Ablenkung dar, aile nicht unmittelbar an den Schaufeln 
anliegenden Wasserfàden erfahren geringere Ablenkungen. Im Falle der ebenen 

D Vgl. Bauersfeld, Zeitschr. d. Ver. Deutsch. Ing. 66, 461 u. 614, 1922, oder 
Prandtl, ebeiida 66, 959, 1921. Vgl. auch die Rechnung ûber das Sohaufelgitter 
in § 13 des vorigen Kapitels. 
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Strômung sind diese Verhàltnisse in neuester Zeit durch verschiedene Arbeiten 
aufgeklàrt worden ^). Um von den praktischen Ausführungsformen derWasser- 
turbinen einige JBeispiele zu geben, seien eiriige typische Laufrader irn Bilde 
wiedergegeben. Fig. 976 zeigt die moderne Aiisführuug eines Oleichdruckrades 
oder Freistrahlrades, wie es sich ans dem sogenannten Peltonrad entwickelt 
bat. Ein oder mehrere VVasserstrahlon von kreisformigem Querschnitt werden 
auf die an den links unten befindlichen Schaufeln erkennbaren Schneiden 
gerichtet und werden in den links und rechts von 

JP J 9 7 y 

der Scbneide befindlichen Muscheln nm nahezu 180® 
umgelenkt. Die günstigste Radgeschwindigkeit 
liegt etwa bei der Hàlfte der Wassergeschwindigkeit 
im Strahle. Fig. 977 zeigt eine etwas vereinfachte 
Skizze von dem Zusammenbau eines Freistrahl- 
rades. In Fig. 978 ist eine übliche Form von 
Überdruckràdern dargestellt (sogenannte Francis- 
turbine). Das Wasser tritt, ans einem das Rad 
umschlieCenden Leitapparat kommend, durch die 
linken üffnungen in das Rad ein und verlaCt es 
durch die rechten Offnungen. Der Weg durch 

das Rad erfolgt in ràumlicli gewundenen Bahnen, doch ist im grundsatzlichen 
das Schéma von E'ig. 975 eingehalten. üm auch bei màCigen Gefàllen eine hohe 
Schnellâufigkeit zu erhalten, ist man zu Formeu wie Fig. 979 gelaugt (Kajdan- 
turbine). Der Leitapparat ist dabei 
àhnlich wie bei der vorigen Turbinenart; 
er erzeugt eine spiralige Bewegung des 
Wassers von aufien nach innen. Der 
Durchtritt durch das Rad erfolgt dann 
in axialer Richtung. Man kann es 
sich aus detn EVancisrad entstanden 
denkeu, indein man von diesern nur die 
àuÛersten Schaufelteile ganz rechts in 
der Abbildung beibehalt, die übrigeii 
Teile des Rades aber fortlaCt. Eine 
Skizze des Zusammenbaues einer Kaplan- 
turbine mit dem Leitapparat zeigt 
Fig. 980. 

Bei den Überdruckturbinen wendet 
man regelmàCig zur Verringerung der 
Austi ittsenergie noch ein meist schwach Kaplanrad. 

kegelig erweitertes „Saugrohr“ an (vgl. 

Fig. 980, c). Dadurch, daÛ man das Saugrohr unter Wasser ausmünden lâût, 
wird auch das (lefàlle so vollstàndig wie môglich verwertet. 

Zur Anpassung der Turbinenleistung an den vorliegenden Leistungs- 
bedarf wird die Wassermenge reguliert. Dies geschieht meist in automatischer 

D Vgl. Busemann, Z. f, ang. Math. u. Mech. 1928, S. 372; dort weitere Literatur. 


Fig. 979. 





1178 Strbmende Bewegung der Flüssigkeiten und Gase. IL Kap. XII. §19. 


Weise so, daB die Drehzahl der Turbine konstant gehalten wird. Bei den 
Freistrahlturbinen dient dazu die in den Dûsen befindlicbe Reguliernadel. 
Bei den Überdruckturbinen werden die Leitschaufeln (a in Fig. 980) verdreht, 
80 dafi die Durchflufikanàle weiter oder enger werden. 

Die Wirkungsgrade bewegen sîch bei guteu Turbinen der verschiedenen 
Bauarten in der Gegend von 85 bis 90 v. H. Es mag bemerkt werden, dafi 


Fig. 980. 



aucb bei den Dampfturbinen Gleichdruck- 
ràder nnd Überdruckrâder unterschieden 
werden. DieKompressibilitât des Dampfes 
verursacht allerdings verschiedene Ande- 
rungen gegenüber den Wasserturbinen. 
Nâheres hierüber vgl. Bd. III, i, Kap. XXIII, 
§ 13 u.f. 

Die auf dem Flügelradprinzip be- 
ruhenden Pumpen , die gewissermafien 
Umkehrungen der Turbinen (und zwar 
speziell der Überdruckturbinen) sind, 


Fig. 981. 



Kaplanturbine. 


Schaufelplan einer Schraubenpumpe. 


scheiden sich in solche mit axialem Durchtritt (Schraubenpumpeu) und solche 
mit radialem Durchtritt (Zentrifugalpumpen). Für die Fôrderung von Luft 
gibt es ganz entsprechende Maschineo, Schraubengeblase und Zentrifugal* 
geblâse. Die Schraubenpumpen und -geblâse sind in ihrer Bauart den 
Schraubenpropellern âhnlich; die einfachsten unterscheiden sich von den 
Propellern nur dadurch, dafi aie im Innern eines Rohres oder in der Trenn- 
wand zweier Râume arbeiten. Durch ein Leitrad kann die im Pumpenrad 
erzeugte Energie der drehenden Bewegung zum grôfiten Teile wieder in 
Druck verwandelt werden (vgl. den Schaufelplan Fig. 981). 

Bei den Zentrifugalpumpen und -geblàsen kommt zu der eben be- 
schriebenen Schaufelwirkung unterstützend noch die Zentrifugalwirkung in 
den rotierenden Schaufelkanàlen dazu (in einem mit der Winkelgeschwin- 
digkeit m rotierenden Kanalsystem tritt die Zentrifugalkraft wie eine Massen- 


kraft auf und liefert sowohl im Zustand relativer Ruhe wie auch — lângs einer 
Stromlinie — in der stationâren Bewegung einen Druckanstieg — »**) 
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§19. 

{vgl. Kap. X, § 18). Die Schaufeln der Zentrifugalrâder kônnen radial, rück- 
wârts geneigt oder auch nach vorn gebo’gen sein. Die rückwârts gekrümmten 
geben die besten Wirkungsgrade, die anderen aber etwas bôhere Drucke. 
Statt eines Leitscbaufelsystems zeigen die einfacheren Zentrifugalpumpen 
und -geblàse ein geeignet geformtes Spiralgehâuse (vgl. Fig. 982). Die hoch- 
wertigen Maschinen dieser Art, besonders die ans mehreren hintereinander 
geschalteten Ràdern bestehenden Hochdruckpumpen und Turbokorapressoren, 
besitzen dagegen ein besonderes Leitschaufelsystem (vgl. Fig. 983). 


Fig. 982. 




Zentrifugalputnpe mit 8piralgoMuse. 


Fig. 983. 



Hochdruck-Zentrifugalpumpe. 


Die Nutzleistung Lq der Pumpen ist, mit Q — sekundlichem Volumen 
und h = Fôrderhôbe, 

Lq ^ y Qh (5a) 

Für Geblàse tritt in dem Falle, daÛ die Verdichtungsarbeit als klein ver- 
nachlàssigt werden darf, an Stelle von y h der Unterschied der statischen 
Drucke vor und hinter dem Geblàse, — Pi> also 

Lq ™ Q{p2 i^i) (^b) 

Wird ohne eine làngere Rohrleitung aus einem Raume vom Drucke po 

gesaugt, 80 ist dabei pi = Po — setzen, mit w = mittlerer Geschwin- 

digkeit in der SaugôfEnung. Die kinetiscbe Energie beim Austritt aus dem 
Geblàse usw. kann zum Teil durch einen Diffuser (ein erweitertes Rohrstück) 
wiedergewonnen werden, wodurch bei gleichbleibendem Gegendruck der 
Druck Pa hinter dem Geblàse usw. verringert wird. Für den Fall von 
Geblàsen für hôhere Druckunterschiede, bei denen die Verdichtungsarbeit 
nicht vernachlâssigt werden kann, kônnen die in § 8 von Kap. X für Kolben- 
geblàse abgeleiteten Formeln unmittelbar benutzt werden i). 

Die Antriebsleistung L ist wegen der Strômungsverluste und der Lager- 
reibung grôÛer als Lq, Das Verhàltms Lq'L — ri ist der „Wirkung8grad“ 
der Pumpe bzw. des Geblàses. Sieht man von der Lagerreibung ab, so ist in 
L = D . ca das Drehmoment D nach der Ëulerschen Gl. (2) berechenbar, 
und zwar für Schraubenràder ebenso wie für Zentrifugalrâder. Meist ist 
< 5 ^^ = 0, es ergibt sich daher 

D = (®) 


1) Vgl. auch Band III, l, Kap. XXV, § 3. 
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Hiermit wird, dsL ist, 

L = çÇu,Cu^ (7) 

Mit Lo = 'TjL und unter Berücksichtigung von (5 a) ergibt sich also 

h = ( 8 ) 

9 

Cttj ist dabei jeweils aus den Geschwindigkeitsdreiecken ermittelbar; ist ab- 
zuschâtzen. 

§ 20. Wasser- und Luftfahrzeuge. a) Kràftegleicbgewicht. Das 
Gleichgewicht des Schwimmauftriebes A der Wasserfahrzeuge und der gas- 
gefüllten Luftfahrzeuge mit dem Gewicbt 6r des Fahrzeugs ist bereits in § 13 
und 14 von Kap. X behandelt. Bei den Flugzeugen tritt der Auftrieb der 
Tragflügel an die Stelle des Schwimmauftriebes (vgl. § 14 bis 16 von Kap. XII). 
Der bei der Fortbewegung der Luft- und Wasserfahrzeuge auftretende Wider- 
stand ( W) wird durch den Schub (S) des Propellers überwunden. Es bestehen 
also für gleichfôrmige wagerecbte Bewegung des Fahrzeugs die beiden 


Gleichungen 

( 1 ) 

S = W (2) 

Der Propellerschub ist von der Maschinenleistung L abhàngig. Es ist S = ^ 


{rj = Wirkungsgrad, v =: Fahrgeschwindigkeit). Bei Schiffen und Luft- 
schiffen ist der Widerstand ungefàbr proportional dem Quadrat der Ge- 
schwindigkeit 

(^F — Hauptspantflàche); hiermit wird unter Beriicksichtigung von (2) 

Sv—riL — Cu,F^ (3) 

woraus folgt, daO bei ein und demselben Fahrzeug die Geschwindigkeit un- 
gef&hr proportional der dritten Wurzel aus der aufgewandten Maschinen- 
leistung ist. Bei Wasserfahrzeugen ergeben sich allerdings gelegentlicb 
stârkere Abweichungen von dieser Regel, da der Wellenwiderstand anderen 
Gesetzen folgt. Er wird kleiner, wenn die Bugwelle und die Heckwelle gerade 
interferieren, und grôfier, wenn sie sich addieren. 

Bei den Flugzeugen ist mit F == Flügelflache 




n a\ 

und 

tf 2 

W= S = 

" Co 



(2a) 


lu i*t neben dem des Flügels noch der ^schâdliche Widerstand" von 
Rumpf, Fahrgestell usw. eingerechnet. 
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Ist G gegeben, so kann mao aus (la) zu verschiedenen Werten von Ca, also 
zu verschiedenen Anstellwinkeln des Tragflügels, die zugehôrigen Geschwindig- 
keiten v rechnen und nun sowohl die zu demselben Anstellwinkel gehôrigen 
Werte von }V wie auch die den verschiedenen Maschinenleistungen ent- 
sprechenden Propellerschübe S als Funktionen von v auftragen, vgl. Fig. 984 
[Darstellung von G. Kônig]^). 

Jeder Schnittpunkt der TF-Kurve mit einer 8-Kurve stellt einen môglichen 
Flugzustand mit horizontaler Bahn dar. Sehr wesentlich ist, daC unterhalb 
einer gewissen Geschwindigkeit (die dem Maximum von Ca entspricht) ein 


Fig. 984. Fig. 985. 



Zugkraftdiagramm von Kônig. 


Schweben überhaupt nicht rnehr môglich ist. Die normalen Flugzustànde 
entsprechen dem rechten Schnittpunkt der W-Kurve mit den S-Kurven. Da 
sowohl der Auftrieb und der Widerstand wie auch die Maschinenleistung 
von der Dichte abhàngen, ergeben sich für jede Flughôhe etwas veranderte 
Beziehungen. Lehrreich sind auch die Beziehungen für den Steigflug und 
Gleitflug. Wenn die Kràfte A und W senkrecht zur Bahn bzw. in der 
Bahnrichtung angenommen werden, so wird hier (vgl. Fig. 985) 


A ^ Gcoscp (Ib) 

S = 6r 8m qp ~1- (2b) 


Die Werte von cos (p sind meist nicht viel von 1 verschieden, Fig. 984 
braucht daher kaum geàndert zu werden. Es entspricht jetzt Jedem Punkt 
der TP-Kurve bei jeder B-Kurve ein Flugzustand, denn es bestimrnt sich 
einfach der Neigungswinkel (p der Flugbahn aus 

S — W 
stn (p r= , • 


Für 8=0 erhâlt man die Zustànde des raotorlosen Gleitfluges^). 
winkel — <p — £ ergibt sich aus 


W 

stn s — ^, = 

Cr 


Cyj 



Der Gleit- 


Die gewôhnlichen Flugzeuge weisen Werte von sin € in der Gegend von Vio 
auf, hochwertige Segelflugzeuge kommen bis sins = ^ 20 * 

b) Steuerung und Stabilitàt. Die Steuerung oder Lenkung wird 
durch Ruder erreicht, die aus geeigneten, um maÛige Winkel drehbaren 


1) Vgl. Zeitschr. f. Flugt. u. Motorl. 1911, S. 301. 

Die vorstehenden Beziehungen gelten fûr ruhende Luft, bzw. in bewegter 
Luft fûr die Relativbewegung zur Luft. Der motorlose Segelflug besteht in einem 
Gleiten in einem aufsteigenden Luftstrom (Aufwind an Berghangen usw.). 
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Flàchen bestehen. Bei den Wasserfahrzeugen ist nur ein solches Kuder 
erforderlich zur Steuerung des Kurses auf der Wasseroberflâche, bei den 
Luftscbîffen bat man zwei Ruder nôtig, namlicb eins fûr den Kurs in der 
Wagerecbten (Seitenruder) und eins für die Einstellung der Lângsneigung 
und damit der Vertikalgeschwindigkeit (Hôhenruder). Bei den Flugzeugen 
kommt hierzu noch als Drittes zur Beherrscbung der Querlage das „Quer- 
ruder“ dazu. Fig. 986 bis 988 zeigen die gebrâuchliche Ruderanordnung für 



diese drei Fàlle, Von dem Bewegungszustand in der geraden Fahrt wird ver- 
langt, daû er stabil oder wenigstens nicht stark labil ist. Beim Wasserschiff ist 
die Làngs- und Querneigung durch den Schwimmauftrieb stabilisiert (vgl. 
§ 14, b von Kap. X), beim Luftschiff wesentlich nur die Querneigung. Für 
die Erhaltung der Richtung der Langsachse gegen Neigung nach der Seite und 
(beim Luftschiff) nach oben bzw. unten muC aber noch etwas Besonderes getan 
werden, da sich zeigt, daB lângliche, vorn und hinten verjüngte Kôrper die 
Neigung haben, sich quer zu stellen. Deshalb bringt man sowohl beim Schiff 
wie beim Luftschiff am hinteren Ende vor dem Ruder noch besondere 
Flàchen zur Stabilisierung an, die àhnlich wie die Federn eines Pfeiles wirken, 
Man bemifit diese „Flossen“ gern so, daB das Fahrzeug nahe dem indifferenten 
Gleichgewicht gegen Verdrehung ist; wenn dies der Fall ist, kann es mit ver- 
hàltnismàBig kleinen Ruderbewegungen in ziemlich enge Kurven gebracht 
werden, wàhrend bei zu groBer Stabilitât die gute Lenkbarkeit verloren geht. 
Entsprechendes gilt auch für das Flugzeug. Auch hier wird aus Stabilitâts- 
gründen vor dem Hôhen- und Seitenruder eine feststehende „Hôhenâosse“ 
und „Seitenflosse“ angeordnet (vgl. Fig. 988). 

Beim richtigen Fliegen enger Kurven wird die Maschine zur Seite ge> 
neigt, so daB der Flügel senkrecht zur Resultierenden aus Gewicht (6r) und 


/6rV*\ 

Zentrifugalkraft steht (vgl. Fig. 989). Der Flügel hat dabei durch 

seinen Auf trieb dieser Resultierenden j^Cr = |/ 1 ^ j das Gleichgewicht 


zu halten. Der Flugzustand ist also hier so, als ob das Gewicht in dem an- 
gegebenen MaBe erhôht wàre. Unter Bezugnahme auf Gl. (la) erkennt man, 
daB dazu bei einem gegebenen Anstellwinkel eine hôhere Fluggeschwindigkeit 
erforderlich ist als zum Geradeausflug. 

Ober die untere Grenze der Fluggeschwindigkeit in Fig. 984 mag noch 
folgendes bemerkt werden. Diese untere Grenze hàngt mit der oberen Grenze 
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der Auftriebszahl Ca zusamraen, bei der die Strômung am Tragfltigel abzureiSen 
beginnt. Diese Grenze erweist sich aus folgenden Grûnden als sehr gefâhr* 
lich: Wegen der abgerissenen Strônmng werden die Querruder fast wirkungs- 
lo8, und das Fliigzeug stürzt leicht über eine Flügelspitze ab. Dabei geht 
folgendes vor sich. Hat das Flugzeug zufâllig eine Drehung nach links 
unten erhalten, so wird dadurch der Anstellwinkel gegen 
den relativen Wind an der linken Flügelspitze vergrôfiert, 
an der rechten verkleinert. Dadurch relût links die 
Strômung noch stârker ab, wàhrend aie sich rechts wieder 
anlegt. Der Auftrieb wird daher links noch kleiner, 
rechts dagegen wieder grôÛer, und die Drehung nach 
links verst&rkt sich. Das Flugzeug stürzt dann in einer 
engen Schraubenlinie, immer mit dem rechten Flügel- 
ende in der Luft führend, ab. Bemerkenswerterweise 
kann es wieder „gefangen werden", wenn man das 
Hôhenruder stark senkt („drückt“). Dadurch werden die Anstellwinkel ver- 
kleinert, die Strômung legt sich wieder an, und die Drehung hôrt allmâhlicb 
auf. Hinterher kann das Flugzeug durch „Ziehen“ (Heben des Hôhenruders) 
wieder aus dem Sturzflug in die wagerechte Lage genommen werden. Der 
ganze Vorgang erfordert aber immer eine Fallhôhe von mehreren hundert 
Metern. Steht diese wegen der Nàhe des Erdbodens nicht zur Verfügung, so 
führt er immer zur Katastrophe. 

Beim Fliegen enger Kurven ist nach der oben stehendeti Bemerkung 
auch die untere Geschwindigkeitsgrenze in die Hôhe gerückt, es ist also in 
den Kurven die Gefahr des „Abrut8chens über einen Flügel" in erhôhtem 
MaÛe vorhanden. Sie wird aber sicher vermieden, wenn die Fluggeschwindig- 
keit ausreichend über dem jeweiligen Minimum liegt. 

Durch Anwendung der in § 7 beschriebenen Mittel zur Verhinderung 
des AbreiCens der Strômung, vor allem durch die Spaltflügel nach Handley 
Page, kann die Grenze für das Eintreten des Abrutschens sehr stark hinaus- 
geschoben, und die Sicherheit des Fluges dadurch erhôht werden. 

§ 21. Hydrodynamisches und aerodynamisches Versuchswesen. 
a) Herstellung ein wandfreier Versuchsbedingungen. Vielfach liegt 
die Aufgabe vor, die Beweguiigen eines Kôrpers relativ zu einer sonst un- 
gestôrten Flüssigkeitsmasse zu studieren. Hier sind zwei Methoden brauchbar. 
Entweder bewegt man den Kôrper in der vorher genügend beruhigten Flüssig- 
keit, oder man lâût einen gleichfôrmigen Strom der Flüssigkeit gegen den 
Kôrper strômen. Die erstere Méthode ist besonders für Wasserversuche ge- 
eignet und wird in den SchiffsmodelhSchleppanstalten benutzt. Man schleppt 
ein meist aus Paraffin hergestelltes Schiffsmodell mit Hilfe eines Schlepp- 
wagens durch das Wasser, miût dabei die Geschwindigkeit des Wagens 
und den Widerstand des Modells, beobachtet die Wellenform usw. Dae 
Wasserbecken muû dabei reichlich groÛ und tief gewâhlt werden, damit die 
von den Wânden des Beckens herrührenden Stôrungen sich nicht bemerklich 


Fig. 989. 
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machen. Bei verfeinerten Einrichtungen baben die Modelle auch angetriebene 
Scbrauben. 

Die mecbanisohe Âbnlicbkeit in der Ausbildung der Wellen, auf die es hier 
besonders ankommt, wird bei diesen Versucben erreicht, wenn sicb die Gesehwindig- 
keit des Modells zu der des Ücbiffes verhalt, wie die Wurzel ans Modellânge zu 
Schiffslange (dann sind nach Kap. XI, § 17 die Wellenlàngen proportional den 
Kôrperlàngen). Eine gleichzeitige Âbnlichkeit in bezug auf Reibung ist nicht er> 
reichbar, da diese gleicbe Reynoldssche Zabi verlangen würde, was sicb mit der 
Regel für Abnlichkeit der Wellen nicht vertràgt. Man verzichtet desbalb auf 
Reibungsahniichkeit. Um die hieraus entstebenden Fehler klein zu halten, wendet 
man môglichst grolîe Modelle an. 

Für die Anwendung in Luft bat sicb die Scbleppmethode nicht als ge- 
eignet erwiesen. Da inan genôtigt ist, die Modelle verhâltnismàfiig schwer 
gegenüber der verdrângten Lnftmasse zu macben, überwiegen hier die bei 
unbeabsichtigten kleinen Bescbleunigungen des Modells auftretenden Massen- 
krâfte die zu messenden Kràfte in solcbem MaBe, daÜ die Messungen sebr 
ungenau werden. AuÛerdeni machen sicb die von dem MeQwagen aus- 
gehenden Stôrungen stark bemerkbar, da dieser sicb hier im gleicben Medium 
wie das Modell bewegt. Man wendet desbalb in Luft immer die zweite 
Méthode an; die Luft wird durcb grofie Geblâse dem rubend aufgebângten 
Kôrper entgegengefübrt. Der Luftstrom muC dazu aber râumlicb und zeit- 
lich sebr gleichformig sein und so groCen Querschnitt baben, daÜ nicht nur 
der Kôrper reichlich von ihm eîngehüllt wird, sondern auch die von dem 
Kôrper ausgebende Stôrung an den Grenzen des Luftstroms bereits genügend 
abgeklungen ist. Anderenfalls bat man Abweichungen zwischen dem Ver> 
halten des Kôrpers in dem begrenzten Luftstrom gegenüber dem im unendlich 
ausgedebnten Luftraum zu erwarten. 

Der Versucbsluftstrom kann entweder in einen Kanal (Tunnel) geführt 
werden oder als freier Stabl einen Raum, in dem die Luft rubt, durchflieOen. 
Im ersteren Falle bat man bei parallelen Wànden des Kanals durcb die Wand. 
reibung einen Druckabfall in der Strômungsrichtung; seine Wiikung auf 
voluminôse Kôrper (z. B. Luftschiffmodelle) ist àbnlicb wie der Schwimm- 
auftrieb, bei dem ein Druckabfall nach oben vorbanden ist, liefert also eine 

wagerechte Kraft, die gleich F- _ ist und den Widerstand vermehrt. Man 

ox 

kann diese stôrende Erscheinung vermeiden, wenn man dem Kanal eine 
scbwache Erweiterung gibt, so daü der Druck langs der Kanalacbse gerade 
konstant wird (genau genommen nur für eine Gescbwindigkeit erreicbbar). 
Im Falle des freien Strahles ist der Druck an den Strablgrenzen konstant, es 
tritt also die oben geschilderte Schwierigkeit nicht auf; dagegen ist allerdings 
das braucbbare Gebiet des Strahles dadurch eingescbrânkt, daO dieser sicb 
von den Rândern ber allmàhlicb mit der umgebenden ruhenden Luft ver- 
mischt, wàhrend die Reibungsschicht an den Wànden des Kanals viel lang- 
samer in das Innere des Luftstromes vordringt. Wegen der besseren Zu- 
gànglichkeit sind die Versuche im Strabl natürlich bequemer auszuführen. 

Um einen môglichst gleichmàfiigen und von Wirbelungen freien Luft- 
strom zu erbalten, ist das beste Mittel, dall dieser auf einer kurzen Strecke 
von einer sebr kleinen Gescbwindigkeit auf die Versucbsgeschwindigkeit ge- 
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bracht wird, indem man den Kanal von einem sehr weiten Querschnitt in 
einer geeignet abgerundeten Düse in einen engen Querschnitt (den Versucha- 
querschnitt) übergehen lâOt (vgl. Fig. 990). Das Druckgefàlle J)i — Pa* 

▼on jedem Luftteilchen durohlaufen wird, teilt jedem den gleichen Zuwachs 
an Bewegungsenergie mit. Es bandelt si ch also nur noch darum, dafi die 
geringe Bewegungsenergie, mit der die Luft in dem weiten Querschnitt an- 
kommt, nicbt allzu ungleich auf die einzelnen Luftteilchen verteilt ist. Ist 
Z. B. das Verhàltnis der Geschwindigkeiten 1:5, so ist das der Staudrucke 
(= Bewegungsenergie) 1 : 25 ; jedes Teilchen 
erhâlt also in dem Druckgefàlle der nacb- 
herigen Energie mitgeteilt; Schwanknngen von 
V 4 der ankommenden Energie bringen also 
Schwanknngen von 1 v. H. in der endgûltigen 
Energie oder von Va v. H. in der endgûltigen 
Geschwindigkeit. Eines ist dabei aber noch von 
Wichtigkeit. Aile Drehungen der ankommenden 
vStrômung müssen sorgfàltig durch Gleichrichter, 
d. h. Système von parallelen Kanàlen (aus ge- 
kreuzten Blechen oder dergleichen gebildet, vgl. 

Fig. 991) ausgeschaltet werden. Eine um eine 
Achse parallel der StrÔmungsrichtung rotierende 
Luftmasse erhàlt nàmlich bei der Kinengung 
ihres Querschnittes auf 1 /n die fâche Winkel- 
geschwindigkeit 1 ); da der Durchmesser quer zur 

Stromlinie im Verhàltnis ? abnîmmt, ergibt sicb eine Zunahme der Quer- 

Vn 

geschwindigkeit (= roj) im Verhàltnis y«, wàhrend die Lângsgeschwindigkeit 
im Verhàltnis n zunimmt. Eine Rotation um eine Achse quer zur Strom- 
linie ergibt im Gegensatz zu dem Vorstehenden Verminderung der Winkel- 
geschwindigkeit proportional zur Verminderung der Querabmessung^), also 

auf das fâche; hier wird danach die Stôrungsgeschwindigkeit rm das 1 /w- 

yw 

fâche wie vorher, in Übereinstimmung mit der obigen an die Bernoullische 
Gleichung angeknüpften Betrachtung. Zur Ausgleichung von longitudinalen 
Geschwindigkeitsunterschieden kônnen im übrigen noch Qrahtsiebe vor dem 
Gleichrichter angebracht werden, nôtigenfalls solche, die an verschiedenen 
Stellen verscbiedene Dichte sufweisen. 

Mehrere empfehlenawerte Anordnungen von Windkanàlen sînd in Fig. 992 
bis 994 dargestellt; X ist die Versuchsstelle. Bei den offenen Bauarten ist 
zu beachten, daO der austretende Luftstrom nach irgendwelchen Umwegen 
wieder an die Eintrittsôffnung gelangt. In Fig. 992 ist auch vor dem 
Schraubengeblàse ein Gleichrichter angeordnet, da sonst das Geblàse, wenn 
es die Wirbel einsaugt, die von dem Luftstrahl in dem Raume hervorgerufen 

D Nach dem Helmholtzschen Wirbelsatz, vgl. Kap. XI, § 11 . 

MUller-Poulllet I, 2 . 11. Aufl. 
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worden sind, schwankenden Druck liefert. In Fig, 993 ist hinter dem Geblàse 
ein Kâfig angebracht, der ein ruhiges Abetrômen der Luft bewirken eoll- 
Bei der geschlossenen Bauart nach Fig. 994 wird der Luftstrom hinter der 

Versuchsstelle durch 



môglieh, da sicb zur £in- 
haltung der gleichen lieynoldsschen Zabi für ein Modell im Maûstab 1 : 10 die zehn- 
fache Geschwindigkeit des Originals ergeben würde. Abgesehen davon, daJI eine 
solche Geschwindigkeit meist ûberhaupt unausfübrbar ist, wûrde man hierdurch 
raeist bereits in das Gebiet der Kompressibilitât (vgl. Kap. X, § 16) kommen, so 
dafi wegen dieses ümstandes die Ahnlichkeit gar nicht erreicbt würde. Man rnufi 
desbalb anch hier auf genaue Ahnlichkeit in bezug auf Reibung verzichten. 

b) Mefitechnisches. Geschwindigkeiten kônnen durch Anwendung 
der Bernoullischen Gleichung mit Hilfe von Druckunterschieden gemessen 
werden. Bei den Windkanâlen bildet diese Messung die Regel. Man kann 
hierzu die Druckdifferenz Pi — von Fig. 990 verwenden. Statt dessen 
kann man aiich ein Staugeràt nach Fig. 867 (§ 7 von Kap. XI) anwenden. 

Weitere Geschwindigkeitsmesser, die in der Praxis viel verwendet werden, 
in der Genauigkeit aber im allgemeinen gegen die vorige Méthode zurück- 
stehen, sind die Anemometer, von denen Fig. 995 und 996 zwei Typen, das 
Flügeiradanemometer und das Schalenkreuzanemometer, darstellen. Das ent- 
sprechende Instrument für Wassergeschwindigkeiten heifit hydrometrischer 
Flügel; eine Ausfiîhrungsform zeigt Fig. 997, Man beobachtet entweder die 
Anzahl der von einem Zahlwerk angezeigten Dmdrehungen für eine bestimmte 
Zeit, Z. B. eine Minute, oder aber die Zeit für eine feste Zabi von üm- 
drebungen, z. B. 500, die durch ein Signal kenntlich gemacht werden. Aile 
diese Instrumente bedürfen der Eichung. Bei den Anemometern wurde diese 
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früher meist auf clem Rundlauf ausgeführt, d. h. auf einem um eine senkrechte 
Achse umlaufeiiden Arm, der das Instrument mit der gewünschten Geschwindig- 
keit in einem groCen Kreise herumführt. Hier storte aber, abgesehen von 


unerwünschten Zentri- 
fugalkràften auf das 
Werk des Instruments, 
vor allem der „Mitwind“, 
d. h. die von dem Arm 
verursachte utnlaufende 
Luftbewegnng in dem 
Raume, durch die eine 
schwer richtig zu 
messende Verringerung 
des Luftweges des In- 
struments verursacht 
wird. Desh al b zieht man 
heute vor, die Instru- 
mente im Windkanal zu 


Pif. 995. 



Fl iigel rad- Ane ni o t n e te r . 





Schalenkvcuz-Anemometer. 


eichen. Die hydrometrischeu Flügel werden geeicht, indem man sie in kleinen, 
den Schiffsmodell - Schleppanstalten àhnlichen Wasserrinnen mittels eines 
Wagens entlang fahrt. Diese Eichung ist wesentlich zuverlassiger als die 
Rundlauf eichung. 



Hydrometrischer Flügel. 


Neuerdings verwendet man auch die Abkiihlung von elektrisch geheizten 
Dr&hten zur Geschwindigkeitsmessung von Luftstrômen. Da der elektrische 
Leitungswiderstand der Metalle mit der Teinperatur verànderlich ist, benutzt 
man zur Bestimmung der Temperatur gewôhnlich eine passende Brücken- 
schaltung. Entweder stellt man durch Regulierwiderstaude auf konstante 
Temperatur des Drahtes ein und erhàlt dann eine abgeführte Wârmemenge 
(= zugeführte Heizenergie), die bei dünnen Dràhten sehr nahe der Wurzel 
aus der Geschwindigkeit proportional ist, oder man arbeitet mit konstantem 
Heizstrom und sinkender Temperatur, wobei die Abhangigkeit zwischen dem 
Drahtwiderstand und der Luftgeschwindigkeit empirisch durch eine Eichung 
ermittelt wird. Die Méthode eignet sich besonders für kleine Luftgeschwindig- 

7 fi* 
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keiten, wo die anderen Methoden versagen, sonst aber auch fûr Messungen sehr 
nahe an die Kôrper heran i). Bei der Verwendung sehr feiner Drâhte lassen sich 
auch zeitlich sehr schnell yerânderlîohe Vorgânge mit dem Hitzdraht verfolgen ^). 

Über die Modellmessungen sei so viel erwâbnt, daB die Modelle, die ge- 
Bchleppt oder angeblasen werden, durch Halteorgane so befestigt zu werden 
pflegen, dafi sie in ihrer Lage festgebalten sind. Die auf sie ausgeübten 
Kr&fte wirken auf Waagehebel. an denen sie gemessen werden. Ës gibt sehr 
verschiedene Môglichkeiten der Anordnung; eine, die sich für Messungen in 
Luft bewâhrt hat, ist die folgende: 

Das Modell (Fig. 998) ist an drei Drahtsystemen gehalten, von denen eins 
wagerecht nach vorn und zwei senkrecht nach oben führen. Das erste über- 
trâgt den Widerstand und das zweite und dritte 
zusammen den Auftrieb. Das andere Ende jedes 
Drahtsystenis ist an einem Waaghebel befestigt, 
an dem die genannten Krafte beobachtet werden 
kônnen. Aus dem Verhàltnis der Anzeige der 
zweiten und dritten Waage folgt noch die Lage 
der resultierenden Auftriebskraft. Das Modell 
pflegt umgekehrt aufgehângt zu werden, wie 
Fig. 998 zeigt, damit die Auftriebskraft die 
Drâhte spannt und nicht entlastet. Die Beob> 
achtung geht auf die Weise vor sich, daC zu- 
nàchst alleWaagen ohne Wind insGleichgewicht 
gebracht werden und nun nach Anstellung des 
Windes der Unterschied ausgewogen wird. Wâhrend der Wâgung mit einer 
Waage werden zweckmâfiig die anderen Waagen in der Mîttellage festgehalten. 

Druckmessu ngen erfolgen mit Manometern und Mikromanometern (vgl. 
Kap. X, § 15). Schwierigkeiten macht dabei unter Umstânden die Druckentnahme. 
Ziemlich einwandfrei ist die Druckentnahme durch Anbohrungen in glatter 
Wand (vgl. Kap. XI, § 7). Als Drucksonde für das Innere der Flüssigkeit kann 
man die hintere Ôffnung der üblichen Staugeràte benutzen, muÛ aber dabei 
darauf achten, daü das Gérât auf wenige Grade genau in der Stromungs- 
richtung steht. Drucksonden werden am besten geeicht, wenn man sie in 
einen einwandfreien Parallelstrahl von nicht zu kleinen Abmessungen briugt. 
Sie sollen dann den Druck der ruhenden Luft in der Umgebung des Strahles 
anzeigen, oder genauer einen Überdruck von etwa i/g v. H. des Staudruckes 
des Strahles, da infolge der Vermischungsvorgànge an der Strahloberflâche 
ein solcher Überdruck im Strahle herrscht*) (bei sehr genauen Anemometer- 
und Staugeràteichungen ist dieser Überdruck ebenfalls zu berücksichtigen!). 

^) J. M. Burgers und v. d. Hegge*Zijnen haben so die Gren^schichten an 
ebenen Platten autgemessen, vgl. Yerh. XIll, Nr. 3, 1924. Koniùgl. Akad. van Weten- 
schappen, Amsterdam. 

*) Vgl. J. M. Burgers, Proc. XXIX, Nr. 4. Koningl. Akad. van Wetenschajppen, 
Amsterdam = Communication Nr. 8 des Labor. f. Aerodyn. und Hydrodyn. Delft; 
ferner Fage und Johannsen, Roy. Soc. Proc. (A) 116, 1927. 

*) W. Tollmien, Zeitscbr. f. angew. Math. u. Mech. 6, 468 — 478, 1926. 
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Methoden znr Kestimmung des speziflschen Gewichtes 
and der Diehte ’)• 

§ 1. Deflnitionen. Ausgehend Ton der Vorstellung, daS eiu Kôrper 
aus einzelnen Masseteilchen besteht und dafi bei mebr oder minder dicbter 
Anordnuûg derselben in einem bestimmten Volumen eine mebr oder minder 
groDe Masse entbalten ist, bat man als Définition der Dicbte eines Kôrpers 
das Verbâltnis von Masse zu Volumen gewàblt. Bezeicbnet raan das Volumen 
eines Kôrpers mit K, die in diesem Volumen entbaltene Masse mit so ist 
die Dicbte p des Kôrpers: 


d. b. die in der Volumeneinbeit entbaltene Masse. Den reziproken Wert der 
Dicbte, d. b. das von der Masseneinbeit eingenommene Volumen bezeicbnet 
man als das ^spezifiscbe Volumen ** des Kôrpers. 

Aus dieser Définition folgt, dafi die Dicbte die Dimension [m l~^] bat 
und also, je nacb dem für m und V gewâblten Mafie (Gramm oder Kilogramm ; 
Kubikzentimeter oder Liter usw.^, einen verscbiedenen Zablenwert annimmt. 

Um von einem MaOsystem unabbàngig zu sein, bat es sicb als praktiscb 
erwiesen, mit Dicbte verbâltnissen zu recbiien, d. b. mit dem Quotienten 
aus der Dicbte eines Kôrpers und der Dicbte einer ein für allemal fest- 
gelegten Vergleicbssubstanz. Dieses Dicbteverbàltnis Q/Qo ist, wenn man von 
beiden Substanzen gleicbe Volumina betracbtet, gleicb dem Verbâltnis der 
Massen. Berücksicbtigt man, daO sicb an ein und demselben Ort die Massen 
wie die Gewicbte verbalten, so ist das Massenverbàltnis m/niQ gleicb dem Ge- 
wicbts verbâltnis G/Gq. Diese Verbâltniszabl bezeicbnet man als das spezi- 
fiscbe Gewicbt eines Kôrpers. Dies ist nacb dieser Définition eine reine Zabi 
und in seiner Grôfie unabbàngig von dem gewâblten Mafi- oder Gewicbtssystem 
und nur abbângig von der Wabl der Vergleicbssubstanz. Als solcbe wâblt 
man im allgemeinen Wasser von 4^0; daber ist also das spezifiscbe Ge- 
wicbt eines Kôrpers definiert als das Verbâltnis des Gewicbtes eines 
Kôrpers zum Gewicbt des gleicben Volumens Wasser von 4® C. 


Spez. Gew. s : 


Gewicbt des Kôrpers: G 
Gewicbt des gleicben Volumens Wasser: Gu 


Bearbeitet von Prof. Dr. H. Senftleben in Breslau. 
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Die beiden gànzlich verschiedenartigen Grôfien, spezifîsches Gewicht und Dichte, 
kônnen, wenn man die Dichte in einem geeigneten Mafisystem miOt, zahlen- 
maOig denselben Wert haben. Ës ist: 

m , (t m 

Q = und s = ^ . 

F Gr^ 

Benutzt man als Volumeneinheit das Kubikzentimeter und als Masseneinheit 
dae Gramm, so wird die Masse eines Volumens Wasser von 4® durch dieselbe 
Zabi angegeben wie das Volumen selbst. Aus den letzten Gleichungen sieht 
man, daG sich dann für q und 8 dieselbe Zabi ergibt. Dasselbe ist der Fall, 
wenn man z. B. als Einheiten Kubikmeter und Tonnen nimmt. Benutzt 
man aber nicht solche Wertepaare der MaCeinheiten, so erhalten S und q ver- 
schiedene Zahlenwerte. 

Prinzipiell ist auch zu beachteo, wenn es auch praktisch nur selten von Be* 
deutung sein wird, daU 1 ccm Wasser von 4® C nicht genau die Masse eines 
Gram ms hat, sondern nur die von 0,999 973 g ^). Hieraus folgt, daG die Dichte des 
Wassers von 4® eben diesen Zahlenwert bat und nicht genau 1 ist. Die kleine 
hierduroh hervorgerufene Korrektion beeinflufit natürlich entsprechend das Ver- 
hâltnis der Zahlenwerte von s und q. 

Oft wird auGer den BegrifEen „ spezifisches Gewicht^ und ^Dichte" noch 
der des „Raumgewichtea“ (y) eingeführt. Dies ist definiert als das Gewicht 
der Volumeneinheit, ist also gleich g. g, wenn g die Fallbeschleunigung 
bedeutet. Der Zahlenwert von y wird mit dem der Dichte identisch, wenn 
man das technische MaGsystem benutzt. (1 g gleich dem Gewicht eines 
Kubikzentimeters Wasser von 4®C). Dies „Raumgewicht‘‘ wird manchmal 
auch als speziôsches Gewicht bezeichnet. Der oben als spezîfisches Gewicht 
definierte Begriff ist eine reine Zabi und von dem „Raumgewicht“ grund- 
s&tzlich zu unterscheiden. Bezieht man aber das Raumgewicht analog wie 
oben die Dichte auf Wasser, so erhâlt man die von uns als spezifîsches 
Gewicht bezeichnete GrôÛe. 

Bei Angaben des spezifischen Gewichtes wird manchmal als Vergleichs- 
substanz nicht Wasser von 4®, sondern solches von anderer Temperatur O'® 
benutzt. Die Reduktion auf 4® erfolgt durch Multiplikation des für 0’® an- 
gegebenen Wertes mit dem Werte des auf 4® bezogenen spezifîschen Gewichtes 
des Wassers von -O'®. 


Die GrôÛe des spezifischen Gewichtes eines Kôrpers ist abhângig von 
der Temperatur und dem Druck, unter dem sich dieser befîndet. Als Normal- 
werte gibt man die für eine bestimmte Temperatur (0®) und einen bestimmten 
Druck (760 mm) geltenden Werte an. Wâhrend der ËinfîuG der Temperatur 
meist betr&chtlich ist, tritt der des Druckes nur bei den Gasen stark hervor; 
bei diesen spielt die gleichzeitige Angabe der auGeren Umstânde eine 
entscheidende Rolle. Die Umrechnung der bei der Temperatur O* und dem 
Drucke p gemessenen Werte auf den Normalzustand erfolgt bei Gasen auf 
Grund des Gay-Lussacschen und des Boyle>Mariotteschen Gesetzes nach 


der Gleichung: 


Oo,760 == 


(1- f «-») 760 


D Vgl. Eapitel 1, § 50: MaO und Messen. 
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Bei festen Kôrpern und Flüssigkeiten mufi zur Umrechnung auf den Normal- 
zustand der Ausdehnungskoeffizient bekannt sein, mit diesem ist das Ver- 
haltnis der Dichten bei 0® und -O"®, d. h. po • zu berechnen und durch Multi- 
plikation des bei O"® gemessenen Wertes mit diesem Quotienten die Reduktion 
auszuführen. 

Um bei der Bestimmung der Dichte von Gasen von der Angabe der 
Werte der Temperatur und des Druckes, bei denen die Messung erfolgte, 
môglichst unabhangig zu sein, bezieht man die Dichte eines Gases hâufig auf 
ein anderes Gas als Vergleicbssubstanz, und zwar auf ein Gas von gleicher 
Temperatur und gleîchem Druck. Da sâmtliche Gase, falls sie sich nîcht 
in der Nàbe des Verflüssigungszustandes befinden, annàhernd den Boyle- 
Mariotte-Gay-Lussacschen Gesetzen folgen, haben die àufieren Ümstande 
(Druck und Temperatur) auf aile Gase annabernd denselben EinfluÛ. Setzt 
man aisé: 


Gasdichte (d) == 


Dichte des Gases (Druck p und Temperatur O’) 


Dichte des Vergleichsgases (jp und B’) ’ 

so ist die so definierte „Gasdichte“ eine für ein bestimmtes Gas annàhernd 
konstante GrÔûe. Sie ist nur insofern Ânderungen unterworfen, als die Ab- 
weichungen der beiden Gase von den oben genannten Gesetzen, d. h. vom 
idealen Zustand, verschiedene sind. Als Vergleichsgas benutzt man in den 
meisten Fàllen Luft, bei genauen Messungen Sauerstoff. Hat man es mit 
Dàmpfen zu tun, so werden die Abweichungen vom idealen Zustand be- 
tràchtlich, so daQ die Dampfdichte, wenn man sie analog der Gasdichte 
definiert, mehr als diese von den âuÛeren Umstànden abhàngig sein wird. 
Die Methoden i) zur Bestimmung der Dichte und des speziflschen Gewichtes 
müssen sich auf Gleichung (1) oder (2) stützen. Da es bei den Messungen 
nur auf die Feststellung des Zahlenwertes ankommt, so ist es gleichgültig, ob 
eine Méthode das spezifische Gewicht oder die Dichte ergibt. Nach den obigen 
Ausführungen ist eine Umrechnung, wenn überhaupt nôtig, ohne weiteres 
durch Wahl geeigneter Einheiten môglich. Im folgenden Paragraphen werden 
zunàchst die für feste und flüssige Kôrper anzuwendenden Methoden an- 
gegeben; die Verfahren zur Messung der Gas- oder Dampfdichte sind vielfach 
gànzlich anderer Natur und darura erst im nàchstfolgenden Paragraphen be- 
schrieben. 


§ 2. Methoden zur Bestimmung des speziflschen Gewichtes und 
der Dichte von festen und flüssigen Korpern. 

a) Wàgung und Volumenbestimmung. Durch Messung von Masse 
und Volumen der untersuchten Substanz ergibt sich unmittelbar die Dichte auf 
Grund von Gleichung (1). Die Bestimmung der Masse erfolgt mit der Waage, 
die des Volumens im einfachsten Falle durch Ausmessung der Dimensionen 

D Von diesen ist im folgenden meist nur das prinzipiell Wichtigste angegeben. 
Über die experimentelle Durchfûhrung der Methoden und ûber die bei exakten 
Messungen zu berûoksichtigenden Fenlerquellen und Korrektionen siehe z. B. 
Kohlrausch, Lehrbucb der praktisohen Physik, in dem auch ein wesentlicher Teil 
der Literatur enthalten ist. 
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des Kdrpers, wenn dieser sich in regelmâfiige Formen bringen l&fit. Genauer 
ist die VolumenbestimmuDg fûr feste Eôrper durch Messung des von ihnen 
▼erdr&ngten Voliimens einer Flûssigkeit. Das Volumen einer solchen wird 
durch Apparats, wie MeÛglas und Pipette, oder durch Wâgung ermittelt. 

Zur genauen Dichtebestimmung verwendet man zweckmaBig ein Pykno- 
meter; hierunter versteht man ein im allgemeinen aus Glas hergestelltes Gefafi 
von ganz bestimmtem, durch eîne Marke (tn) genau abgegrenztem Volumen. 
Zur Dichtebestimmung eines festen Kôrpers wàgt man das Pyknometer ein- 
mal mit Wasser gefüllt (Wj) und einmal, wenn es den Kôrper enthàll und 
Wasser bis zur Marke nachgefüllt ist Ist die Masse des Kôrpers m, 'so 

ist die Masse des von ihm verdràngten Wassers Wj — m^-\- m. Division 
dieser Grôfie durch die Dichte des Wassers ergibt das Volumen des Kôrpers, 
und man hat damit aile zur Dichtebestimmung erforderlichen Grôfien. Fûr 
in Wasser lôsliche Substanzen verwendet man andere Flüssigkeiten be* 
kannter Dichte. Zur Messung der Dichte von Flüssigkeiten wagt man das 
Pyknometer zunàchst leer (iWj), dann mit destilliertem Wasser (mg) und 
schlieQlich mit der zu untersuchenden Flûssigkeit {m^) gefüllt. — wij er- 
gibt die Masse der Flûssigkeit und das Volumen derselben (bei Ver- 

die 

nachlàssigung des Gewichtes der Luft gegenûber dem der Flüssigkeiten), 
wobei die Dichte des zur Füllung verwendeten Wassers ist. 6ei genauen 
Messungen ist die eben erwahnte Vernachlassigung durch Reduktion der 
Wâgungen auf das Vakuum auszuschalten. 

Gebrâuchliche Formen von Pyknometern sind in den Fig. 999, 1000, 
1001 und 1002 dargestellt. Die Art der Anwendung ist obne weiteres er- 
sichtlich, die beiden letzten Apparats sind nur fûr FlûBsigkeiten brauchbar. 

Fûr sebr exakte Messungen sind die Volumenanderungen des GefàÛes 
mit der Tempera tur zu berücksichtigen; auch ist luftfreies Wasser zu ver- 
wenden und darauf zu achten, daO an den Kôrpern keine Luftblasen hafteu ^). 

Darf der zu untersuchende Kôrper nicht mit einer Flûssigkeit in Be- 
rûhrung kommen, so muÛ man zur Volumenbestimmung sogenannte Volu- 
menometer verwenden. Diese Instrumente gestatten es, das Volumen von 
Bâumen, welche nicht mit einer Flûssigkeit ausgewogen werden kônnen, zu 
bestimmen. Zu diesem Z week setzt man das Gefàû mit de n unbekannten 
Volumen Fj in Verbindung mit einero GefaÛ bekannten (z. B. durch Aus- 
wagung) Volumens Vq und miût den Druck einer in den GefâOen befindlichen 
Gasmenge, einmal, wenn sie sich in Kq allein beiindet, und einmal, wenn sie 
sich auf F -h Fo verteilt. Sind die gemessenen Drucke pQ und pj, so ist: 

Po Vo = P, (K, + Fo) Oder F, = F, • 

Pl 

Ëbenso kann man natürlich in der Weise verfahren, daÛ man das Gas von 
dem Volumen Vq -p Fj (z. B. durch eine Sperrflüssigkeit) auf das Volumen Fj 

D W. Block, Zeitschr. fûr angew. Cbemie 83, 198, 1920; R. Saar, Chem.- 
Ztg. 46 , 483, 1922. 
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komprimiert; dann andert sich die Formel in leicht ersichtlicher Weise. — 
Ist das Voluinen des leeren Gefàûes gemesseii, so bringt man den Kôrper 
unbekaunten Voluraens Vx hinein uiid wiederholt die Messuiig ( Fj). Die 
Differenz V2 — Fj ergibt F*. 

b) Auf triebsmessung. Auf das Archimedische Prinzip, nach dem ein 
in eine Flüssigkeit getanchter Kôrper so viel an Gewicht verliert, wie die 


Fig. 999. 



l’yknometer tur Flüssi^keiten. Kiirper und Flüssigkeiten. Pyknometer für Flüssigkeiten. 


verdràngte Menge Flüssigkeit wiegt, làCt sich eine Reihe von Methodeii zur 
Bestimmung des spezifischen Gewichtes gründen. Man wâgt den zu unter- 
suchenden Kôrper einmal in Luft und einmal, wenn er in eine Flüssigkeit, 
meist Wasser, getaucht ist. 8 ind die erhaltenen (Sewichte und G 2, so ist 

dag Verhàltnis des Gewichtes des Kôrpers zu dem der gleichen Menge 

(Tj Gg 

Flüssigkeit, d. h. falls als solche Wasser benutzt wurde, das spezifische Ge- 


wicht des Kôrpers. Làfit sich als Eintauchflüssigkeit kein Wasser benutzen 
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80 folgt durch Multiplikation mit (1er Dichte der Flüssigkeit ohne weiteres 
das auf Wasser bezogene sjjezifiache Gewicht des Kôrpers. 



Die Ausführung der Messung kann 
prinzipiell mit jeder Waage geschehen, 
weun man an der eineu Waagschale eine 
Vorrichtung zum Aufhangen der unter- 
suchten Substanz anbringt. (Hydrosta- 
tische Waage, Fig. 1003). 

Man wâgt den Korper einrnal in Luft 
und einrnal in Wasser getauclit, unter 
Berücksichtigung des Gewichtes und des 
Auftriebes der Aufhàngevorrichtung. 


Hydvostatische Waage. jgj. 2 u iintersuchende Korper 


Fig. 1004. 


spezifisch leichter als die Flüssigkeit, in 



der sein Auftrieb bestimmt werden soll, so beschwert 
inan ibn mit einem schwereren Korper, dessen Ge- 
wichtsverluBt fur sich allein bestimmt und vom Ge- 
sanitgewichtsverlust abgezogen wird. Pulverformige 
und porose Korper schinilzt man in Paraffin, Vaselin 
oder àhnliche Substanzen ein, deren Auftrieb vorher 
gesondert bestimmt wurde, und miCt den Gesamt- 
auftrieb ^). 

Laüt sich aus experimentellen Gründen die Waage 
nicht in der oben angegebenen Weise zu einer „hydro- 
statischen" umàndern, so kann man in der Weise 
verfahren, daÛ man ein GefàC mit Wasser auf die 
eine Waagschale stellt und die Waage ins (ileichgewicht 
bringt. Hàngt man dann den zu untersuclienden 
Korper von auOen in das Wasser liinein, so wirkt auf 
die Waagschale mit dem WassergefàU eine dein Auf- 
trieb entgegengesetzt gerichtete, ihm an GrôÛe gleiche 
Reaktionskraft nach unten. Diese kompensiert man 
durch Auflegen von Gewichten und erhalt so die 
GrüÛe des Auftriebs. 

Statt einer Hebelwaage kann man zu diesen 
Messungen auch eine Federwaage verwenden, wie sie 
in Fig. 1004 (Jolly) abgebildet ist. 

Von den beiden an einer langen Federb hângenden 
Waagschalen c uud d taucht die untere d stets in ein 
GefàÛ mit Wasser, welches mit ihr gehoben und 
gesenkt werden kann. Vermittelst einer Marke m 
kann die Veriàngerung der Feder an einer Skala 


Federwaage nacli .Jolly. ^ ^ — — 

') Betreffs anderer Methoden für porose Korper vgl. 
auch: P. Fillanger, Mitt. techn. Versuchsamt Wien 10, 33, 1921; H. Romano 
wicz; ebenda 10, 105, 1921; A. Schmolke, Stahl und Eisen 42, 1237, 1922. 
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abgelesen werden. vSind die Verlàngerungen, weun der Kôrper auf der oberen 
bzw. untereii Waagscbale liegt, Vi bzw. v^, so ist das spezifische Gewicht gleich 

— —, wobei Proportionalitàt zwiscben Gewicht und Verlàngerung voraus- 

gesetzt ist. 

Zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von Fliissigkeiten werden die 
hydrostatischen Waagen meist in derWeise verwandt, daû man den Auftrieb 
eines von der Flüssigkeit nicht angreifbaren (meist aus Glas bestehenden) 
Kôrpers in Wasser und in der Flüssigkeit bestimmt. Das Verhâltnis der so 
erhaltenen Werte fur den Auftrieb ergibt das spezifische Gewicht der Flüssig- 
keit. Die Messung kann mit einer 
der eben bescliriebenen Waagen er- 
folgen; hâufig bedient man sich auch 
der Mohrschen Waage, besonders in 
der Form, die ihr durch Westphal 
gegeben worden ist (Fig. 1005). 

Der an einem Haken hangende 
Tauchkorper besteht aus einem 
kleinen Thermometer, welches zu- 
gleich die Temperatur der Flüssig- 
keit angibt. Ihm wird durch das 
Gegengewicht K das Gleichgewicht 
gehalten, dessen genaue Ëinstellung 
durch das Gegenüberstehen der Mohrscho (Westphal sche) Waage. 
Spitzen (bei J) festgestellt wird. Die 

(gleichen) Gewichte Ai und A sind gleicb dera Auftrieb des Thermometers 
in Wasser, die Reiter B und C V lo bzw. * jqq des Gewichtes von A^. Taucht 
das Thermometer in Wasser von 4®, so ist durch Anhàngen des Gewichtes A^ 
(siehe Fig. 1005) Gleichgewicht zu erreichen. Wird an die Stelle des Wassers 
eine Flüssigkeit unbekannten spezifischen Gewichtes gebracht» so ist eineVer- 
ànderung des angehangten Gewichtes erforderlich, um wieder Gleichgewicht zu 
erzielen. Ist die Flüssigkeit leichter oder schwerer als Wasser, so muÛ ein ge- 
ringeres oder groÛeres Gewicht angebracht werden. üm mit môglichst wenig 
Reitergewichten auszukoinrnen, ist der Wagebalken in zehn Teile geteilt und 
an den Teilstellen mit Kerbeii versehen, in die man die Gewichte A, B oder G 
hangen kann. Tritt (ileichgewicht ein, wenn man das Gewicht A z. B. auf 
die Kerbe 8 hângt, so folgt hieraus, daÜ der Auftrieb des Tauchkôrpers 
in der Flüssigkeit 0,8 des Auftriebs in Wasser betràgt, d. h. daU das spezi- 
fische Gewicht der Flüssigkeit 0,8 ist. Gauz analog geben die Gewichte B 
und C die zweite und dritte Dezimale des spezifischen Gewichtes an. Ist die 
Flüssigkeit schwerer als Wasser, so siiid die Einer durch die Zabi der am 
Thermometerhaken hàngenden Reiter vom Gewichte A bestimmt. Diese Mé- 
thode ist, bei Berücksichtigung der môglichen Fehlerquellen, einer sehr groCen 
Genauigkeit fiihigi). Zu heachten ist vor allem, dafi der Draht, an dem der 

1) W. Blook, Chem.-Ztg. 1917, S. 641; Zeitschr. f. Instrkde. 38, 40 fi., 1918. 
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Tauchkôrper hàngt, sehr dünn ist, damit die Stôrungeri in der Oberflache und 
die Unregelmâfiigkeiten, welche infolge der Benetzung des Drahtes auftreten 
kôunen, redit gering sind. Temperaturschwankungen wàhrend der Messung 
kônnen Fehler hervorrufen und sind nach Môglichkeit zu vernieiden. Bei der 
üntersuchung sehr verdünnter Lôsungen lassen sie sich durch eirien von 
Mie^) angegebenen Kunstgriiï ausschalteii. Mie benutzt als Tauchkôrper 
ein mit destilliertein Wasser gefülltes GlasgefàB, das durch eine kapillare 
Offnung mit der zu niessenden Flüssigkeit kommuniziert. Bei Temperatur- 
schwankungen tritt etwas Wasser aus dem GefàC aus oder in dasselbe hinein. 

Kbenfalls auf den Auftriebsgesetzen beruhen die Senkwaagen und Arao- 
meter, welche im allgemeinen zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von 
Flüssigkeiten, zum Teil aber auch von festen Kôrpern Verwendung finden. 
Für beide Zwecke ist die in Fig. 100() abgebildete N i c h o 1 s o n sche 
Senkwaage zu brauchen*). An einem Hohlkôrper B aus Messing ist uiiten 
ein Sieb G und oben an einem dünnen Stab, der bei 0 
eine Marke tràgt, eine iSchale A augebracht. Auf diese 
werden Gewichte gelegt, bis der Apparat bis zur Marke 0 
in Wasser eintaucht ((ti). Darauf wird der zu unter- 
suchende feste Korper mit so viel Gewichten (6^2) 

Teller A gelegt, dafi die gleiche Einstellung erzielt wird. 
Bringt man sodann den Korper in das Sieb C, und ist jetzt 
ein Gewicht erforderlich, damit der Apparat bis 0 ein- 
taucht, so ist Ctj — G^ das Gewicht des Kôrpers in Luft, 
6ri — G^ dasselbe in Wasser, also das spezifische Gewicht: 

^8 — ^2 

Zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von Flüssig- 
keiten bestimmt man die (îewichte, welche auf die Schale A 
aufgelegt werden müssen, damit das Instrument bis 0 ein- 
taucht, einmal, wenn es in Wasser, und eininal, wenn es in 
der unbekannten Flüssigkeit schwirnmt. Sind die so er- 
halteuen Werte G, und G2, und ist G das Gewicht des In- 
strumentes, so ist das spezifische Gewicht der Flüssigkeit: 
G -f G, _ 

G -f Gi 

Die zuletzt beschriebene Méthode der Messung mit der Nicholson schen 
iSenkwaage beruht auf der Vergleichung der Gewichte von gleiche n Vo- 
lumina der Flüssigkeit und des Wassers, ümgekehrt kann man aber auch 
die Volumina von Flüssigkeit und Wasser bei gleiche m Gewicht des ein- 
getauchten Kôrpers miteinander ins Verhàltnis setzen und daraus das spezi- 
fische Gewicht ermitteln. Dies geschieht bei den Aràometern ®). Diese bestehen 
in der Regel aus einer zylindrischen Glasrôhre, die sich unten erweitert und 


Fig. 1006. 



Nicholson scUe 
Senkwaage. 


1) G. Mie, Boltzmannfestsohrift 1904, S. 326. 

2) H. Rebenstorff, Physik. Zeitschr. 8, 910, 1907. 

3) J. Domke und E. Reimerdes, Handbuch der Aràometrie. Berlin 1912. 
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in der sich etwas Quecksilber befindet, iim zu erreichen, daû clas Aràometer 
aiîfrecht schwimmt. Noch zweckmâCiger enthàlt es ein Thermometer, deasen 
Kugel die notige Beschweriing liefert(Fig. 1007). In einer Flüasigkeit wird ea 
je nach deren spezifischem (lewicht mehr oder weniger tief einsinken. An 
der obereu dünnen Rohre iat eine Teilung angebracht, die man an der Stelle, 
an der die Skala aua der Flüaaigkeit heraustritt, ablieat. Je dünner das 
Skalenrobr im Verbàltnia zum nnteren GefaC iat, uni so stârker 
wird sich eine Anderung des spezifischen Gewichtes an ihm be- 
merkbar inachen, d. h. uin ao empfindlicher wird das Instrument. 

Das spezifiache (Jewicht iat hierbei urngekebrt proportional dem 
eingetauchten Voluinen. Iat die Skala in Volumenteileii geeicht, 
so nennt man die Instrumente Volumeter. Uni die Umrechuung 
der Volumetergrade in spezifisches Gewicht zu vermeiden, haben 
Gay-Lussac und vorlier schon Brisaon und G, G. Schmidt 
Aràometer konstruiert, welche direkt das spezifiache Gewicht ab- 
zulesen gestatten. Sie werden manchmal Densimeter genannt und 
unterscheiden sich von den Volumetern nur durch die vSkala. Die 
Kichung von Aràometern erfolgt empirisch durch Eintauchen in 
Fliissigkeiten bekannten spezifischen Gewichtes. Meist beschrànkt 
man sich, damit das Instrument nicht zu lang wird, auf bestiminte 
Meûbereiche. 

Ein Fehler, unter welchem sowohl die Aràometer wie iiber- 
haiipt die teilweise in eine Flüssigkeit eintauchenden Apparate 
leiden, ist der betràchtliche FinfluB der Kapillaritat. Eingehende 
Untersuchungen über diese Frage sind von Lohnstein durch- 
geführt worden, welcher auch ein Aràometer konstruiert bat, 
das diesen Fehler vermeidet'). Bei ihm besteht der Tauchkôrper 
aua einem GlasgefàB, welches oben horizontal abgeschliffen iat und 
so weit belastet wird, daB diese Oberflàche mit der der Flüasigkeit 
gerade in der Horizontalebene liegt. Eine andere Méthode, um 
die Kapillareinflüsse bei Aràometern zu vermeiden, ist die, daB 
man ganz untergetauchte Aràometer verwendet. Von Guglielmo 
ist ein Aràometer konstruiert worden, welchea bis zur Berührung 
mit dem Boden einsinkt und sich in eine gegen den Boden ge- 
neigte Lage eiiistellt. Diese hàngt aiiBer von der Form und von 
dem Gewicht des Instrumentes vom Auftrieb und damit von der aràometer. 
Dichte der Flüssigkeit ab, welche also durch Messung des Neigungs- 
winkels ermittelt werden kann. Von anderen Abànderungen des Aràometer- 
prinzips seieii nur kurz solche erwàhnt, bei denen die zu messende Flüssig- 
keit (unter Umstànden auch der feste Kôrper) in das Aràometer gefüllt wird. 
Sie haben den Vorteil, daB meist nur sehr geringe Substanzmengen zur Be- 
stimmung des spezifischen Gewichtes erforderlich sind. 

Für Spezialzwecke, z. B. zur Bestimmung der Zusamniensetzung von 
Flüssigkeitsgemischen , werden Aràometer mit besonderen Skalen hergestellt, 

1) T. liohnstein, Zeitschr. f. Instrkde. 14, 164, 1894. 
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an welohen man direkt die gesuchten Werte ablesen kann (Alkoholometer, Saccharo- 
meter usw.). 

Im technischen Gebrauch haben sich für die Ângabe des spezifischen Ge^ 
wichtes auf der Araometerskala noch eine Reibe von willkürlicben Skalen, z. B. in 
Baumégraden eingebürgert. Da sie heute noch haufig benutzt werden, sind 
einige zusammen mit d^en dazugehôrigen Werten des spezibscben Gewicbtes in 
folgender Tabelle zueammengestellt^). 


Spez. Gewicht 

Baum<^ 

Bcck 

0,8 

46,3 

42,5 


0,9 

26,1 

18,9 

leichter als Wasser 

1,0 

10,0 

0,0 


1,0 

0.0 

0,0, 


1,1 

13,2 

15,4 


1,2 1 
1.3 

24,2 

83,4 

28,3 

39,2 

Bcbwerer als Wasser 

1,4 ! 

41,3 

48,6 


1,6 1 

54,2 

63,7 


1,8 ! 

64,2 

75,6 



Auf dem Prinzip des Aràometers beruhen auch die Messungen nach der 
„Schwebemethode“, bei der aus dem „Schweben“ eines festen Kôrpers in 
einer Flüssigkeit auf die Gleichbeit des spezifischen Gewicbtes geschlossen 
wird. Für Flüssigkeiten benutzt man die Wilson schen Glaskugeln, d. h. 
kleine glâserne Hohlkôrper verschiedener Dichte. Wirft man diese Kôrper 
in eine Flüssigkeit, so werden sie teils untersinken, teils oben schwimmen. 
Nur derjenige wird annàhernd schweben, dessen spezifiscbes Gewicht dem der 
Flüssigkeit am nachsten kommt. Eine Verbesserung der Méthode stamint 
von Warrington^). Dieser benutzt ein arâometerâhnlich geformtes GefaC, 
au welches so viel geeichte Platingewichte gehangt werden, bis es in der 
Flüssigkeit schwebt^). — Für feste Kôrper wird die Schwebemethode^) in der 
Weise verwandt, dafi man eine Mischung aus geeigneten Flüssigkeiten her- 
stellt, in welcher der zu untersuchende Kôrper gerade schwebt, und dann das 
speziôsche Gewicht der Flüssigkeit bestimmt. Diese Méthode ist auch für 
kleine, sogar pulverfôrmige Kôrper brauchbar; jedoch ist es nicht immer 
leicht, geeignete Flüssigkeiten zu finden; aus diesem Grunde ist die Méthode 
auch nur für nicht allzuschwere Substanzen, bis zu einem spezifischen Gewicht 
von ungefàhr fünf herauf, zu brauchen®). 

c) Hydrometer. Diese Méthode, bei der jede Wâgung vermieden wird 
und eine Làngenmessung erforderlich ist, beruht darauf, dafi die Hôben 
zweier Flüssigkeitssâulen, welche denselben Bodendruck hervorrufen, sich um- 
gekehrt wie die spezifischen Gewichte der Flüssigkeiten verhalten. Fig. 1008 
zeigt einen Apparat, mit dem derartige Messungen vorgenommen werden 

D Betr. genauerer Angaben, auch über andere Arâometerskalen, s. Landolt- 
Bôrnstein, Pbysikalisch-Cbemische Tabellen. 

*) A. W. Warrington, Phil. Mag. 498, 1899. 

3) Vgl. A. Àngstrôm und H. Pettersson, Zeitscbr. f. lustrkde. 87, 177, 1917. 

D J. L. Andreae, Zeitscbr. f. phys. Chemie 76, 491, 1911. 

Naheres über geeignete Flüssigkeiten siebe z. B. Kohlrauscb, Lebrb. 
d. prakt. Pbysik. 
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kônnen. Das Verhàltnis der durch die Lângen AB und CT) gemessenen 
Drucke gibt das Verhàltnis der spezifischeri Gewichte der Flüssigkeiten. Als 
eine derselben benutzt man meist Wasser. Die Langenmessung geschieht 
an einer Skala; wenii groûere Genauigkeit erstrebt 
wird, mit einem Kathetometer. 


§3. Methoden zur Bestimmung^ der Diehte 
von Gasen und Dampfen^). a) Wâgung und 
Volum en bestimmung. Die Masse des zu unter- 
suchenden Gases (oder Dampfes) wird in der Weise 
bestimmt, daÛ man einen Glaskolben, dessen Volurnen V 
vorher durch Auswâgung mit einer Flüssigkeit er- 
mittelt ist, mît dem Gase bis zu einem gemessenen 
Drucke pj füllt und ihn dann wàgt (a/i). Ergibt 
eine zweite, bei dem Gasdruck vorgenommene 
Wâgung die Masse m 2 , so ist die Masse M des 
beim Druck im Kolbeii enthaltenen Gases gleich 


(m, — 


— : M. Die Dichte beim Druck p^ ist 


M 


P\—lh "F 

Will man die auf die Luft bezogene Gasdichte er- 
mittelii, 80 bestimmt man die Masse der Luft 
(Index L) und die des Gases (Index G) bei zwei 
Drucken und erhâlt: 

— tiha) {pyL— p2L) Pui 
{piQ — V2a) (wiiL — W2 l) Pxl 



d = 


Apparat zur Diclitebcstim- 
inung von Flüssigkeiten. 


Ist vollkommenes Evakuieren des Ballons môglich, so sind nur drei 
Wâgungen erforderlich, da mia und m-u^ identisch werden. 

Will man das Auspiimpen vermeideu und bei konstantem Druck arbeiten, 
so wâgt man den Kolben mit Luft (Wij), mit dem zu untersuchenden Gas [m^) 
und mit Wasser gefüllt (>« 3 ). Sind m\y, W(,-, nii imd p(,', p/, die Massen 
bzw. die Dichten von Wasser, Gas und Luft, so ist: nia — 

Ferner ist: 


ni = F . P L 


mw — Wf, Wg — 

' Ql = • QL' 

Çw—Ql Qw— Ql 


Für die gesuchte Gasdichte d ergibt sich: 


Wg Qw~ 9 l ^ J 

niL W3 — niy ql 

oder, wenn Qj^ gegen pjr vernachlâssigt wird, 

(3) 

»*3 — *«1 Qt. 

Erfolgen die Messungen mit Luft und Gas nicht unter gleich eu Temperatur- 
und Druckverhâltnissen, sondern bei den Temperaturen bzw. Drucken 

Eine ausführliche Behandlung dieser Methoden s. z. B. Stâhler, Handb. d. 
Arbeitsmethoden d. anorg. Chemie 3 (Artikel von A. Eucken. Berlin 1913/14). 
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bzw. px,! POf 80 ist aine Raduktion erfordarlich, die (analog dem auf S. 1190 
Geaagten) zu der Formel führt: 

, r(*»j — H'Oeir . a^o) ,,, 


J _ ri”*»""’"*!??-!, il 

[(m, — m,) ql^ J Po( 1 — e 


Aie Mefikolben benufczt man mit Vorteil Gefafie von der in Fig. 1009 ange- 
gebenen Art. Die Füllung gesohieht, je nachdem das zu untersuchende Gas 
Bchwerer oder leichter als Luft ist, durch den Hahn hi 
Fig. 1009. oder 

Il Soll diese Méthode zu grôüter Genauigkeit gesteigert 

/ «üïO >7 werden, so muB bei den Wâgungen der Auftrieb, ferner die 

TP' ^2 Ausdehnung des Glases bei Temperaturschwankungen lowie die 

J Zusammendrückung des GefâBes durch den auBeren Druok 

^ berûckaichtigt werden. Weitgehend unabhângig wird man von 

] einem Teil dieser Fehler, wenn man als Gegengewicht einen 
môglichst gieichgroBen Ballon benutzt, der bewirkt, daB einige 
der genannten Fehler sich bei der Messung kompensieren. — 
Nach dieser Méthode sind zuerst von Régnault Bestimmungen 
des spezifischen Gewichtes der Luft mit groBer Genauigkeit 
U auâgefûbrt worden. 

Gefafi zur Gasdichte* LâBt sich das zu untersuchende Gas verdichten, oder 
bestimmung. kann man es (wie z. B. COa in Kalilauge) von einer andern 
Substanz absorbieren lassen, so kann die Dicbtebestimmung 
in der Weise durchgeführt werden, daB man den Gasinhalt eines Kolbens von 
bekanntem Volumen kondensiert oder absorbiert und dann durch Wâgung 
seine Masse ermittelt. 

Zur Bestimmung der Dichte von Dâmpfen auf Grund der gleichen Über- 

legungen verfâhrt man nach Dumas (1827) folgendermaBen : Ein Glaskolben 

mit angeblasener, am Ende zu einer Spitze aus- 

Fig. 1010. gezogener Rôhre (Fig. 1010) wird zunàchst mit 

Luft gefûllt gewogen (wij). Sodann fûllt man 

einige Tropfen einer Flüssigkeit, deren Dampf 

untersucht werden soll, in den Kolben und 

l bringt diesen mit einem geeigneten Halter in ein 

J Heizbad, dessen Temperatur wesentlich über dem 

\ / Siedepunkt der Flüssigkeit liegt^). Sobald aile 

Flüssigkeit verdampft ist und an der Spitze 

kein Dampf mehr austritt, der Druck desselben 
Kolben zur Bestimmung ^ ^ ’ 

(1er Dampfdichte nach Dumas. also gleich dem auBeren Luftdruck ist, schmilzt 
man die Spitze zu. Nach dem Abkühlen, bei dem 
sich der Dampf im Kolben kondensiert, wügt man wieder (^ 2 ). Bricht man 
dann unter Wasser die Spitze des Kolbens ab, so steigt infolge des in ihm 
herrschenden Unterdruckes dieses in ihn hinein und füllt ihn fast ganz aus. 
Eine W&gung ergibt jetzt die Masse des mit Wasser gefüllten Ballons. 
MiBt man noch Temperatur O’j und Druck pi bei der Wâgung, sowie Tempe- 


Fig. 1010. 


Kolben zur Bestimmung 
(1er Dampfdichte nach Dumas, 


^) Dies ist erforderlicb, damit man wenigstens annâhernd die idealen Gas- 
gesetze auf den Dampf anwenden kann: auch ist die bei hôheren Temperaturen 
eintretende VergrôBerung der Yerdampfungsgeschwindigkeit in vielen Fâllen von 
Wiohtigkeit. 
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ratur '0'2 des Heizbades und âuCeren Luftdruck beim Zuschmelzen, so sind 
aile GroCen bestimmt, mit denen man auf Grand von Gleichung (4) 8. 1200 
die Dichte des Dampfes ermitteln kann. 

Hàiifig ist es von Vorteil, wenn man das Gewicht des Dampfes nicht zu- 
sammen mit dem des Ballons zu bestiinmen braucht. Man benutzt dann einen 
Ballon mit kleinem Ansatzgefaü und kondensiert, 


nachdem der Ballon mit Dampf bekannten Druckes 
gefüllt ist, den Dampf in das AnsatzgefàB. Sodann 
schmilzt man es ab und wàgt die in ihm konden- 
sierte Substanz ’). 

Die Dumassche Méthode hat vor anderen 
Methoden den Vorteil, daB die gesamte Dampf- 
menge sich unter ganz konstanten, genau bestimm- 
baren Ternperatur- und Druckverhàltnissen befindet. 
Dies ist besonders für die Untersuchung disso- 
ziierender Gase von Wichtigkeit. Für spezielle 
Verwendungszwecke, z. B. für hohe Temperaturen, 
ist diese Méthode rnehrfach abgeandert und aus- 
gebaut worden. 

Wàhrend bei der eben beschriebenen Méthode 
Volumen und Druck des Dampfes durch Ballon- 
inhalt und auûeren Druck gegeben waren und die 
Masse der Substanz sich danach einstellte, wird 
diese bei der Méthode von Viktor Meyer (1878) 
vorher abgewogeii, verdampft und dann Volumen 
und Druck ermittelt, Diese Volumenbestimmung 
wird nicht direkt am Dampf ausgeführt, sondern 
man làBt diesen eine andere, mit ihm natürlich 
nicht reagierende Substanz (Luft, Stickstoff, Edel- 
gase oder dgl.) verdrangen und miBt das Volumen 
der verdràngten Substanz. Die Versuchsaiiordnung 
ist aus Fig. 1011 zu ersehen. 

Ein dünuwandiges Glaskügelchen oder ein 
kleines mit einem Schliff versehenes GefàBcheu mit 
der abgewogeuen Menge (m) der Substanz wird in 
den mit einem dünnen Zuleitungsrohr b versehenen 
Kolben A, dessen Boden mit etwas Asbest geschützt 
ist, geworfen. Entweder geschieht dies durch 
schnelles Lüften des Stopfens k oder mit irgeud 
einer Vorrichtung, welche die vor Beginn des Ver- 
suches oben bei e in das Rolir gebrachte Substanz 



[)ainpf dichte 
nach Victor Meyer. 


in den Kolben hineinfallen làCt, ohne daC ein (iffnen des Apparates erforderlich 


ist. Eine in das GefàC C gebrachte Flüssigkeit von geeignetem Siedepunkt 2) 


A. Schulze, Physik. Zeitschr. 14, 922, 1913. 
Vgl. die Anmerkung auf S. 1200. 

Müller-Pouillat I, 2. 11. Aufl. 
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Fig. 1012. 


9 


wird vorher zum Sieden gebracht, so daû der Kolben A erwàrmt ist und die 
Substanz in ihm schnell verdampft, wobei das Kügelchen platzt bzw. der 
Schliff sich offnet. Das durch den sich entwickelnden Dampf im Kolben A 
verdràngte Gas entweicht durch a und wird in m aufgefangen und sein 
Volumen an der Teilung des Rohres abgelesen. Das auf diese Weise oder 
mit anderen Auffangvorrichtungen gemessene Volumen v ist gleich dem 
des im Kolben entwickelten Dampfes bei Zimmertemperatur ^ und einem 
Druck P, welcher gleich dem àuBeren Luftdruck, vermindert um das Gewicht 
der Wassersàule und den Dampfdruck des Wassers in ni ist. Diese Méthode, 
welche den Vorteil einer sehr schnellen Messung bietet, ist für Spezialzwecke 
(verminderter Druck, hohe Temperatur) verschiedenen ümànderungen unter- 
worfen worden ^). Ein gewisser Nachteil ist der Umstand, dafi der Dampf 
infolge der Diffusion nicht unter überall gleichen genau angebbaren Teniperatur- 
und Druckverhàltnissen steht, so daû eine Messung disso- 
ziierender Substanzen unter Umstânden nicht môglich ist. 
Die Berechnung der (absoluten) Dichte erfolgt nach 
Formel (1) nach Reduktion des gemessenen Volumens auf 
den Normalzustand: 

m(l -l-a0’).760 

vTp 

Bei der Méthode zur Messung der Dampfdichte nach 
Gay-Lussac (1812), Hofmann (1807) wird die Sub- 
stanz ebenfalls in einem kleinen Gefàfichen abgewogen (»i). 
Dies Gefâûchen làût man in einem mit Quecksilber ge- 
füllten Rohr, das nach Art eines Barometers in ein weiteres 
QuecksilbergefàÛ taucht, emporsteigen , vgl. Fig. 1012. 
Erhitzt man nun das ganze Rohr über die Siedetemperatur 
der Substanz, so wird das Gefâûchen platzen, bzw. der 
Schliff wird herausgedrückt werden, die Substanz wird 
verdampfen und den oberen Teil A B des kalibrierten 
Rohres ausfüllen, so daû ihr Volumen V ohne weiteres 
ablesbar ist. Der âuûere Luftdruck, vermindert um den 
Druck der bis B reichenden Quecksilbersàule und den 
Dampfdruck des Quecksilbers in A B, ergibt den Druck p 
des Dampfes. Nach Reduktion des Volumens auf den 
Normalzustand folgt wieder aus der letzten Gleichung die 
absolute Dichte und nach Division derselben durch die 
Dichte der Luft im gleichen Zustand die Dampfdichte. 

Auch diese Méthode ist mehrfachen Abânderungen unterworfen worden. 
Meist beziehen sich diese auf die Ablesegenauigkeit und die Art der Heizung. 
Eine viel gebrauchte, von Hofmann herrührende lleizmethode ist in Fig. 1012 
dargestellt. Um das Barometerrohr ist ein weiteres Glasrohr angebracht, 



Apparat zur ncstim- 
mung der Dampf- 
dichte 

nach Hofmann. 


*) W. Nernat, Zeitschr. f. Elektrochemie 9, 622, 1903; H. v. Wartenberg, 
Zeitschr. f. anorg. Chemie 66, 320, 1907. (Hohe Ternperaturen.) 
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durch welches Dampf einer Flüssigkeit geleitet wird. Fur aine grofie Reihe 
Yon Substanzen genügt Wasserdampf. In der geschilderten Form bat die 
Méthode eine Reihe von Nacbteilen, die hauptsachlich daher rühren, dafi es 
nicht môglich ist, die Temperatur der Queck8ilber8â.ule 8icher zu bestimmen. 
Von Ramsay und Steel e^) ist eine Abânderung der Anordnung angegeben 
worden, bei der diese Nachteîle verringert werden. Eine noch weiter gebende 
Verbeeserung rührt von Magnus und Schmid®) her. 

Eine weitere Méthode zur Bestimmung der Dampfdichte besteht darin, 
dais man eine bestimmte Menge Substanz in einem bestimmten Voluinen 
zur Verdampfung bringt und den sich einstellenden Druck mifit*). Dies 
bietet den Vorteil, daO der gesamte Dampf unter gleichen Bedingungen steht 
und die Méthode darum auch zur Untersuchung dissoziierender Substanzen 
geeignet ist. Stark und Bodenstein^) benutzen ein QuarzgefâÛ bekannten 
Volumens mit angeschmolzenem Quarzmanometer; hierdurch werden Dampf- 
dichtemessungen bei hohen Temperaturen môglicb. Eine andere Anordnung 
ist von Menzies^) angegeben worden; bei ihr erfolgt die Heizung âhnlich 
wie bei den oben besprochenen Metboden durch strômenden Dampf, der auch 
das zur Druckmessung benutzte kleine Quecksilbermanometer erhitzt. 

b) Auftriebsmethode. Analog wie bei Flüssigkeiten wird diese 
Méthode zur Dichtebestimmung von Gasen verwendet, indem man den Auf- 
trieb eines TauchkÔrpers in verschiedenen Gasen vergleicht ‘>). Zu diesem 
Zweck wird eine Waage, bei der einer leicbten Glaskugel durch ein kleines 
Gegengewicht das Gleichgewicht gehalten wird, in ein geschlossenes Gef&O 
gebracht, welches mit dem zu untersuchenden Gase gefüllt werden kann. In- 
folge des in verschiedenen Gasen verschieden groiSen Auftriebs der Kugel 
verschiebt sich die Gleichgewichtslage je nach dem Gasinhalt des GefâOes 
Durch Druckverânderungen, welche an einem Manometer abgelesen werden 
kônnen, lafit sich das Gleichgewicht wieder herstellen. Die Eichung des 
Apparates geschieht empirisch. Hàufig wird auch die umgekehrte Konstruktion 
benutzt, bei der das zu untersuchende Gas in die Glaskugel geleitet wird, 
w&brend das umgebende Gas (meist Luft) unverandert bleibt. In diesem 
Falle wird also die Dichte des Gases auf die umgebende Luft bezogen 
(Luxsche Gaswaage). 

c) Manometrische Méthode. Analog der für Flüssigkeiten anwend- 
baren Hydrometermethode kann man für Bestimmungen der Gasdichte die 
Messung des Gewichtes von zwei Gassàulen verwenden. Zwei vertikal stehende 

W. Ramsay u. B. D. Steele, Zeitsohr. f. phys. Chem. 44 , 348, 1908; 
K. Drucker u. G. Ullmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 74, 567, 1910. 

A. Magnus u. E. Sohmid, Zeitsohr. f. anorg. Chem. 120, 232, 1922. 

8) W. Haupt, Zeitschr. f. phys. Chem. 48,713, 1904; Ph.Blaokman, Zeitschr. 
f. phys. Chem. 68, 1908; Chem, Ber. 41, 1908 (mehrere Arbeiten) u. 66, 649, 1909. 

G. Stark u. M. Bodenstein, Zeitschr. f. Elektrochem. 16, 961, 1910. 

8) A. W. C. Menzies, Zeitschr. f. phys. Chem. 76, 231 u. 336, 1911. 

®) Vgl. A. Jaquerod u. M. Tourpaian, C.R. 161, 666, 1910; J. D. Edwards, 
Techn. Papers. Bur. Stand. Nr. 89, 1917. 

D Über Konstruktionen fûr Mikromessungen s. auch F. W. Aston, Proc. Roy. 
Soc. 89, 489, 1918; A. Stock u. G. Ritter, Zeitschr. f. phys. Chem. 119, 
338, 1926. 
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mit den zu vergleichenden Gasen gefüllte Hohre kommunizieren unten durch 
ein FlüBBigkeitsmauometer (vgl. Fig. 1013). Aus der Verschiebung der beiden 
Flüssigkeitsoberflàcben gegeneinander kanii, wenn die Dichte der Flüssigkeit 
und des einen Gases bekannt ist, das Gewicht des andern Gases und daraus 
die Gasdichte bestimmt werden. 

Diese Méthode der Gasdichtebestimmung '), die f ûr viele Zweoke sehr geeignet 
Boheint, ist bisher verhàltnismàfiig wenig in Aufnahme gekommen. Ihre Verwend- 

barkeit lür teohnische Zwecke ist 
Fig. 1013 . in letzter Zeit von Pollitzer^) 

betont worden, der auch eine ver- 
hâltnismâfiig einfache , fûr fori- 
laufende Messungen geeignete An- 
ordnung gegeben nat, deren wesent- 
lichste xeile in Fi^lOlS wieder- 
gegeben sind. Die Uohre 1 und 2 
werden durch die Hahne 4 und 5 
mit den zu untersuchenden Gasen 
gefiillt. Um guten Temperatur- 
ausgleich zu erhalten, sind die Rohre 
aus Metall und miteinander verlôtet. 
Die oberen Enden sind zur Ver- 
meidung von Fehlern infolge Diffu- 
sion ein Stück horizontal ^fûhrt 
und zum Schutz gegen Druck- 
schwankungen an ein gemeinsames 
Puâergefàfi 3 angeschlossen. Es 
làlit sich dadurch erreichen, daü die 
vertikalen Teile der Rohre, welche 
bei der Druckmessung allein in 
Apparat zur Gasdichtebestimmung Frage kommen, stets mit reinen 

nach Pollitzer. Gasen gefüllt sind. Durch die 

Hahne 4 und 5 lassen sich die Rohre 
entweder mit der Fûllungsleitung oder mit dem Manometer, dessen Kon- 
struktion aus der Figur ohne weiteres hervorgeht, in Verbindung setzen. Die 
Flasche 7 und das kalibrierte Messingrohr 8 sind mit einer Meüflûssigkeit 
(Petroleum) gefüllt. Durch die Schraube 9 lâlît sich die Neigung des Meiîrohres 
und damit die Empiindlicbkeit des Instrumentes verândern. ll^n 6 dient zum 
Kurzschliefien des Manometers, um seine Nullage feststellen zu kônnen. 

d) Ausstrômungsmethode. (Bunsen, 1867.) Das Verhàltnis der 
Zeiten, in denen gleiche Volumina zweier Gase un ter denselben Temperatur- 
und DruckverhàltniBsen aus einer engen Ôffnung ausstrômen, ist annàhernd 
gleich der Quadratwurzel aus dem Verhàltnis der Dichten dieser Gase»), Sind 
und fg diese Ausstrômungszeiten für gleiche Volumina der Gase, und pj und pg 
die entsprechenden Dichten, so ist also: 



^ 

P2 “ tl 


(5) 


Fig. 1014 zeigt ein zu Messungen nach dieser Méthode geeignetes Effusio- 
meter. Der Glaszylinder A ist oben mit einem Dreiweghahn verschlossen, 
dessen Ôffnung a von normaler Weite, Ôffnung v' dagegen sehr eng ist. Das 
Gefàff O, in welches A eintaucht, ist mit Quecksilber gefüllt; dies trâgt einen 
Schwimmer D. Das durch die Ôffnung a in den Zylinder A gefüllte Gas 


^) F. C. G. Müller, Zeitschr. f. phys. u. chem. Unterricht 38, 181, 1980. 

*) F. Pollitzer, Zeitschr. f. angew. Chem. 87, 469, 1924. 

*) Vgl. z. B. F. G. Donnan, Phil. Mag. (6) 49 , 423, 1900; E. Buckingham 
u. J. D. Edwards, Bull. Bur. Stand. 15, 573, 1920. 
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Fie loiL 


wird durch Eintauchen dieses Zylindera (bei geschlosaenein Hahn) in das 
Quecksilber unter einen Überdruck gebracht. Sodann làCt man das Gas 
durch x> entweieben imd beobachtet die Zeit, welche zwiachen den Zeit- 
punkten vergeht, an denen zwei Punkte des 
Schwimmers, z. B. dio Stellen r iind Z, eine be- 
stimmte Stelle des Apparates, z. B. die Quecksilber- 
oberflâche, passieren. Durch Measung dieser Zeit 
bei zwei Gasen ist nach Gl. (5) das Verbaltnis ibrer 
Dichten bestimint. 

Diese Méthode ist zu Pràzisionsmessungen 
nicht geeignet, wird aber infolge ibrer Einfacbheit 
viel benutzt. Fur Spezialzwecke ist sie ver- 
schiedentlich abgeàndert worden *). 

e) A k U s t i s c b e Méthode. Die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in einem 
Gase hangt von der Dichte desselben ab; daher 
kann prinzipiell jede Méthode zur Measung der 
Schallgeschwindigkeit von Gasen auch zur Be- 
stimmung der Dichte derselben verwandt werden. 

(Allerdings ist die Kenntnis des Verhàltnisses der 
spezifischen] Wàrmen bei konstantem Druck und 
koiistantem Volumen erforderlich.) 

Besonders einfach lasseii sich Dichten durci» Ver- 
ànderung der Tonhühe eiuer und derselben Lippen- 
pfeife vergleichen, wenu diese mit verschiedeuen Gasen 
oder Dâmpfen angeblasen wird. Demi die VVelIerilànge 
in der Pfeife bleibt konstant; entsprechend der ver- 
ànderten Schallgeschwindigkeit veriindert sich die 

Tonhohe. Diese liiÛt sich durch Vergleich mit einer andern Pfeife messen, 
dafi auf diesem Wege eine Bestimmung der Dichte môglich ist 2). 



KlTusiometer nach Bunsen. 


f)Optische Methoden. Diese beruhen auf der Beziehung, welche 
zwiachen dem Brechungaquotienten einer Substanz und deren Dichte besteht, 
und lasseii sich sowohl auf gasfôrmige wie auch auf feste und tlüssige Korper 
anweuden. Hliufig bestimint man auf diesem Wege nicht die absoluten Werte 
der Dichte, sondern benutzt die optischen Methoden dazu, Dichteànderungen, 
sei es durch âuÛece Einflüsse, sei es durch Beimischung auderer Substanzen, 
nachzuweisen und zu messen 3). 

Infolge der grolien MeÛgenauigkeit, welche die Interferenzmethoden zu- 
lasseu, ist man dazu übergegangen, auch diese zu Bestimmuugen des Brechungs- 
quotienten bei Dichtemessungen zu verwenden. Speziell zur Untersuchung 
von Gasen und Flüssigkeiten sind Methoden ausgearbeitet und Apparate kon- 


1) R. Ullrich, Mar b. Ber. 1909, S. 232. 

Vgl. R. Waehsmuth, Boltzmannfeatschrift 1904, S. 923; A. Kalàhne, 
Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 81, 1914; P. Bràuer, Zeitschr. f. phys. u. chein. Unterr. 
32, 1, 1919. 

3) Über Refraktometer und andere Apparate zur Bestimmung des Brechungs- 
quotienten vgl. Müller-Pouillet, Bd. II. 
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struiert worden, welche die Diohte und die Zusammensetzung solcher Substanzen 
mit grôQter Genauigkeit zu messen gestatten ^). 

Au6er den im vorstebenden besobriebenen Metboden ist nocb eine groOe 
Reibe anderer Methoden zur Bestimmung der Dicbte von festen, flûssigen und 
gasfôrmigen Kôrpern entwickelt worden. Die meisten von diesen dienen 
für spezielle Zwecke; zum grôCten Teil ist das ihnen zugrunde liegende Prinzip 
mit dem einer der hier beschriebenen Methoden identisch. 

In den Anmerkungen ist meist auf neuere Literatur hingewiesen. Altéré 
Literatur findet man in Winkelmanns Handbuch der Physik, Bd. I, 
(Leipzig, 1908) und zusammengestellt in dem Lebrbuch der Physik von 
Chwolson, 2. Aufl. Vgl. aucb Anmerkung S. 1191. 

F. Lôwe, Ein tragbares Interferometer für Fliissigkeiten und Gase. Zeitschr. 
f. Instrkde. 80, 321, 1910; Chem.-Ztg. 45, 405, 1921. 



Vierzehntes Kapitel. 


Sonderansftthrnngen über Luftpnmpen nnd Apparate 
zor Drnckmessung [Manometer und Barometer] ‘). 

1. Luftpumpen. 

§ 1. Allgemeines. Die Evakuleruog eines mit Gas gefüllten Baumes 
ist auf verschiedeoen Wegen môglicb. Die prinzipiell einfachste und zuerst 
in Anwendung gekommene Méthode ist die Verdràngung des Gases durch 
einen festen oder flüssigen Kôrper. Sie wird auch heute noch in den meisten 
Fàllen gebraucht, in denen keine sebr weitgebende Gasverdûnnung erzielt 
werden soll. Andere Methoden, die besonders in den letzten Jabren zur Er- 
reicbung sebr hober Vakua verwandt werden, beruben auf den GesetzmâiSig- 
keiten, welchen die Gase bezüglicb ihrer Reibung und ihrer Diffusion unter- 
worfen sind. 

Für die Wirkung jeder Luftpumpe ist der AuÛendruck, gegen welchen 
sie zu arbeiten bat, von Wichtigkeit. Darunter ist der Druck zu verstehen, 
auf den das Gas, welcbes dem zu evakuierenden Raume entnommen wird, 
komprimiert werden muU, um aus der Pumpe hinausbefôrdert zu werden. Ist 
der AuÛendruck, wie in den meisten Fallen, der Atmospbârendruck, und soll 
eine weitgebende Gasverdûnnung erreicht werden, so scbaltet man baufig 
mebrere Pumpen hintereinander. Die Aufgabe der „Vorpumpen“ ist es, den 
AuOen- oder Gegendruck für die nàcbstfolgende Pumpe zu erniedrigen und 
dadurch deren Wirkung zu erleicbtern (in vielen Fâllen überbaupt erst zu 
ermôglichen). Hàufig verwendet man fûr die verscbiedenen Druckstufen ganz 
verschiedene Pumpentypen, deren jede der von ibr verlangten Leistung ent- 
sprechend konstruiert ist. 

Unter der „Sauggeschwindigkeit“ einer Pumpe oder eines Pumpenaggre- 
gates verstebt man die Zabi der Kubikzentiroeter des Gases, die von der Pumpe 
einem GefilÛ in der Zeiteinbeit entnommen wird. — Die „Saugleistung“ da- 
gegen ist die gesamte Gasmenge, die in der Zeiteinbeit gefôrdert wird. Sie 
ist bestimmt durch das Produkt aus dem Gasvolumen und dem Druck, bei 
dem dies dem Gef&O entnommen wird. 

Das nGrenzvakuum**, d. h. der kleinste Druck, bis zu dem eine Pumpe 
ein Gefâû zu evakuieren vermag, ist ebenso wie die Sauggescbwindigkeit bei 
den einzelnen Pumpentypen ganz verscbieden. Bei den in § 2 bis 5 be> 
scbriebenen Pumpen ist prinzipiell stets ein durcb die Eonstruktion der 

Bearbeitet von Prof. Dr. H. Senftleben in Breslau. 
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Pumpe bedingtes Grenzvakuum vorhanden, wâhrend bei den ^Difiusions- 
pumpeii‘* (§6) theoretisch die Sauggeschwindîgkeit unabhàngig von dem 
Druck in dem zu evakuierenden GefaO îst und daher eîn Grenzvakuum niobt 
existiert (vgl. hierzu § 6). 

Infolge der groJSen Zabi der im Laufe der Zeit angegebenen Pumpen- 
konstruktionen ist es nicbt môglicb, bier auf aile diese Konstruktionen ein- 
zugeben. Es sollen im folgenden nur diejenigen bebandelt werden, welcbe 
besonders typiscb sind und weitere Yerbreitung gefunden baben. 

§2. Kolbenluftpumpen. a) Ëinfacbe Stiefelluftpumpen. Die 
Wirkungsweise einer Luftpumpe, welcbe auf der eingangs genannten Ver- 
drângungsmetbode berubt, ist in Kapitel X, § 7 ausfübrlicb auseinander- 
gesetzt worden. In Fig. 1015 ist eine einfacbe, nach diesem von Otto von 
Guericke im Jahre 1650 erfundenen Prinzip arbeitende Pumpe schematiscb 
dargestellt. 

G ist das zu evakuierende Gefàfi (Rezipient), das durch den Hahn H 
mit der eigentlicben Pumpe in Verbindung stebt. S ist der sogenannte 
Stiefel, in dem der Kolben K luftdicbt scbliefiend 
auf und ab bewegt werden kann. Der Habn H 
ist ein Dreiweghabn, durch den sowohl der Re- 
zipient G wie auch der Stiefel S mit der àuÛeren 
Luft in Verbindung gesetzt werden kann (vgl. die 
Nebenfigur). Zum Auspumpen des Gefàfies G 
wird zunâchst der Habn in der aus der Figur er- 
sichtlichen Weise eingestellt, wâhrend sich der 
Kolben K in der gezeicbneten Stellung befindet. 
Wird der Kolben in die Hobe gezogen, so entstebt 
unter ihm ein luftverdünnter Raum, und infolge- 
dessen tritt ein Teil der in G bebndlicben Luft in den Stiefel ein. Wenn 
der Kolben am oberen Ënde von S angelangt ist, wird der Habn H gegen den 
Rezipienten abgescblossen und gleichzeitig der Stiefel S durch eine dritte 
Durchbohrung des Hahnes in Verbindung mit der àuOeren Luft gesetzt. 
Durch Herabdrücken des Kolbens wird sodann die im Stiefel befîndlicbe Luft 
aus diesem herausgedrückt. Sobald der Kolben auf dem Boden des Stiefels 
angekommen ist, wird der Habn H wieder zum GefâO G geôffnet und der 
Kolben wieder geboben. Jetzt tritt wiederum Luft aus G in S über, und es 
kann auf diese Weise das Gefâü durch mehrfacbe Wiederbolung des Vor- 
ganges mebr und mebr evakuiert werden. Um das bestàndige Ôffnen und 
ScblieOen des Hahnes zu vermeiden, kann man ibn durch zwei Ventile ersetzen. 
Eins derselben, welcbes sich beim Herabgehen des Kolbens scblieUt, an der 
Stelle des Hahnes H, und ein zwei tes, das sich gerade in umgekehrter Weise 
ôlfnet und schlieOt, im Kolben K. 

Der Grad der Verdünnung, der durch einen Kolbenzug erreicbt wird, ist 
abhàngig vom Verh&ltnis des Kolbenvolumens F zum GefaOvolumen v, Da 
das Volumen der Luft sich von v auf v -f- F vergrôfiert, so sinkt der Druck 


Fig. 1015. 



Schéma einer Kolben- 
luftpumpp. 



Kolbenl U ftpu ni pou. 
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im Verhàltnis •<; : (y; -j- V). Ist der Druck urspriinglich Atniosphàrendruck, d« h. 

760 mm Quecksilber gewesen, so ist er also nach wKolbenzügen ^ ^ *760. 

\v-f Vj 

Durch eine groCe Zabi von Kolbeuzügen müOte also eine immer weitergehende 
Verdünnung der Luft im Rezipienten G zu erzielen sein. Aber selbst bei 
gànzlich luftdichtem AbschluB von Kolben und Rezipienten ist durch Ver- 
grôûerung der Zabi n die Verdünnung nicht beliebig weit zu treiben. Denn 
selbst wenn der Kolben in seiner tiefsteii vStellung ganz dicht an den Boden 
des Stiefels S anstôût, so bleibt doch in dem Raume r zwischeii Kolben und 
Hahn bzw. Ventil Luft vom Drucke der Llrngebung zurück. Heim Hochgehen 
des Kolbens wird diese Luft expandiert bis zu einem Druck, der gleich TjV 
multipliziert mit dem àiiiSeren Druck ist. Ist der Druck im Rezipienten bis 
auf diesen Wert gesunken, so wird beim Ôffnen des Hahnes keine Druck- 
differenz mebr vorhanden sein und infolgedessen keine Luft mebr aus dem 
Rezipienten in den Stiefel überstrômen. Damit ist also die Grenze der 
Leistungsfàbigkeit der Pumpe, das „Grenzvakuum“, erreicht. Diese Grenze 
hangt also ab von der GrôCe des sogenannten „schâdlichen Raumes^ (r), der 
unterhalb des Kolbens mit Luft von hoherem 
Druck gefiillt zurückbleibt, Selbst wenn der 
Kolben bis unmittelbar an den Habn herangefübrt 
werden kann, so bleibt docb iinrner die Bohrung 
des Hahnes als schàdlicher Raum übrig. Der 
nacbteilige Einfluû desselben làOt sich dadurch 
vermindern, daÜ man nicht Luft von atino- 
sphàrischer Dichte, sondern nur stark verdünnte 
Luft in den schàdlichen Rautn eindriugen laBt. Zu 
diesem Zwecke sind verschiedene Konstruktionen 
angegeben worden, von denen die zweistiefe* 
ligen Luftpuinpen groCe Verbreitung gefunden 
habeii. Bei diesen wird die Luft, die beiin Zwristicfdigo^ Kolben^ 

Heruntergehen des Kolbens aus dem Hahn heraus- 

gedrückt wird, von einem zweiten Stiefel mit hochgehendem Kolben angesaugt, 
80 dab der schadliche Raum stets nur mit stark verdünnter Luft gefüllt ist. An 
Stelle des Hahnes il treten besonders konstruierte Hàhne (Babinet), auf die 
hier nicht nàher eingegangen werden soll, da derartige Pumpen heute nur 
noch selten Verwendung tinden. Fig. 1016 zeigt eine solche zweistiefelige 
Pumpe D- 

b) Olluftpuinpen 2). Einen wesentlichen Fortschritt gegenUber den 
beschriebenen Pumpen bedeuten die Olluftpumpen, bei welchen die Wirkung 
des schàdlichen Raumes dadurch vermieden wird, daÛ man ihn mit einer 
Flüssigkeit füllt. Hierfür koinmt uatürlich nur eine solche mit geringem 
Dampfdruck in Frage, wie z. B. Quecksilber oder (il. 

D Nàheres ûber Stiefelpumpeu in der 10. Auflage dieses Bûches, I, S. 471 — 481, 
und in Wiukelmauus llandbuch der Physik I, 2, S. 1316 — 1321. Leipzig 1908. 

*) ZS. f. phys. und chem. Unterr. 14 , 285, 1901. 
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Mit der letztgenannten Flüssigkeit arbeitet die Gerykôlluftpumpe) welche 
in Fig. 1017 abgebildet ist. 

Das Saugrobr A, an welches der Rezipient angeschlossen wird, steht 
durch die ôffnung B und das Rohr F mit dem inneren Stietelraum in Ver- 

bindung. Der Kolben D, der durch die 
Fig. 1017. Ledermanschetten G gegen die Stiefel- 

wandung abgedicbtet ist, bat ein sich 
nacb oben ôffnendes Ventil E und ist 
oben mit einer Schicht J von 01 bedeckt. 
Beim Anheben des Kolbens wird durch F 
Luft unter denselben gesaugt; solange 
er unterhalb B ist, berrscbt unter- und 
oberbalb des Kolbens der gleicbe Druck. 
Ist der Kolben oberbalb von B, so saugt 
er durch B Luft an ; gleicbzeitig wird die 
oberbalb des Kolbens abgesperrte Luft 
durch ein Ventil G berausgedrûckt und 
zwar 80 weit, daO die Olfùllungen J und K 
sich vereinigen, also keine Luft mehr im 
Stiefel zurückbleibi und der schâdliche 
Raum mit Ôl gefûllt wird. Beim Herab- 
gehen des Kolbens entsteht oberbalb des- 
selben ein luftverdünnter Raum, in den 
durch das sich ôffnende Ventil E Luft 
einstrômen kann. Ist der Kolben unten 
angelangt, so herrscht in dem ganzen 
Stiefel derselbe Druck wie in dem Rezi- 
pienten, und es kann durch einen neuen 
Kolbenhub wiederum der Stiefelinhalt 
durch G berausgedrûckt werden. Um die 
Wirkung weiter zu steigern, kann man 
mehrere derartige Pumpen hintereinander 
schalten, wobei die eine ein Vorvakuum 
für die nàchste schaift. 

Ein Nachteil dieser Pumpen war 
ursprünglich die Tatsache, daO ihre 
Gerykoiluftpumpe. Wirkung von Wasserdampf betr&chtlich 

beeintràchtigt wurde. Derselbe wurde 
namlich nicht mit dem anderen Qas berausgedrûckt, sondern kondensierte 
sich beim Komprimieren und verdampfte wieder beim Expandieren, blieb also 
steta innerhalb des Stiefels. Um dies zu vermeiden, ist die Pumpe von 
Gaede^) derart abgeûndert worden, daS das Wasser sich auûerhalb des 
Pumpenraumes absetzt und beim Zurûckgehen des Kolbens nicht wieder 

W. Qaede, Physik. Zeiischr. U, 12S8, 1918. 
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in den Stiefel hinein expandieren kann. Eine solche Pumpe ist in 
Fig. 1018 abgebildet. Ihre Leistung ist recht groC; sie kann Vakua bis 
0,00005 mm Quecksilberdruck 
erzeugen. 

c)Rotierende Pumpe n, 

Kapselpurnpen. Die Pump- 
geschwindigkeit der bisher be- 
schriebenen Pumpen hàngt, 
wie aus den oben erwàhnten 
Überlegungen folgt, vom Vo- 
lumen des Stiefels und der 
Zabi n der Kolbenhiibe pro 
Sekunde ab. Diese Zabi ist 
durcb die Geschwindigkeit der 
Auf- und Abbewegung des 
Kolbens bedingt, welche sich 
nicbt sebr weit steigern làCt; 
man muû also, um groûe Saug- 
gescbwindigkeiten zu erzielen, 
die GroCe der Pumpen erbôben. 

Diea làÛt sich vermeiden, und 
gleicbzeitig lassen sicb eine 
Reihe von Vereinfachungen 
anbringen, wenn man Pumpen 
benutzt, in denen die beweg- 
lichen Bestandteile nicbt hin und ber gehen, sondern rotieren. Solche 
Pumpen sind in verschiedenen Formen ausgefiihrt worden ^). Das Prinzip 
ist für die meisten Typen das gleiche und nur in der speziellen Einzelkon- 
struktion verechieden. In einem 
Hobikôrper K (B^'ig. 1019) ro- 
tiert exentrisch ein Zylinder C, 
der mit einem Schlitz f ver- 
sehen ist. In diesem sind zwei 
Metallschieber und .Sg be- 
weglich, die durcb eine 
zwischen ihnen liegende Feder 
auaeinander gepreiît werden. 

Der Zylinder G ist so an- 

gebracbt, daû er den Hobikôrper gerade an einer Stelle berührt. Aucb vorn 
und hinten schlieQt der Zylinder môglicbst luftdicht an die Wànde des Hohl- 
kôrpers an. Durcb Rotation von G wird Luft bei x angesaugt und bei y 
berausgedrückt. Die Wirkungsweise der Pumpe folgt aus den drei Zeicb- 
Dungen. I entspricbt der Stellung des Kolbens einer Stiefelluftpumpe nabe 


Ôlkolbonpumpo nacli (iaedo. 


vScheinatische Darstellung der Wirkungsweise 
einer Kapselpumpe. 


1) Vgl. Z. B. G. Meyer, Verh. d. D. Phys. Ges. 10, 753, 1908. 
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am Boder». Der mit angesaugter Luft erfüllte Raum (bei x) ist noch klein. 
In Stellung II ist dieser Eaum (schraffiert) schon erheblich vergrôBert; iu 
Stellung III ist er durch den Scbieber 82 bereits von x abgesperrt, und bei 


Fig. 1020 



1 = 15 

Rotierende Olluftpuiupp nach Pl'oiffer. 


weiterer Drehung wird sein Inhalt bei 
y berausgedrückt werden. Die Puinpe 
ist also sowohl als Saug- wie aïs Druck- 
pumpe zu verwenden. Fig. 1020 und 
1021 zeigen zwei moderne Ausführungen 
solcber Kapselpumpen. Die Saug- 
geschwindigkeit ist auûerordentlich 
groB. Das erreichbare Vakuum liegt 
in der GrôBenordnung von einigen 
Tausendstel Millimetern Quecksilber. 


Fig. 1021. 



Kapselpuiîipc nacli (laede. 


ÿ îî. ({uecksilbcrluftpuinpcil. Schon früh bat man versucbt, Queck- 
silber als Sperrflüssigkeit in Luftpumpen zu benutzeii und das Torricelli- 
sche Vakuum Q zuiii Auspuiiipen zu verwenden. Das Prinzip aller Quecksilber- 
pumpeu besteht darin, daC man den Rezipienten It (Fig. 1022), aus welchem 
die Luft entfernt werden soll, mit dem Torricellischen Vakuum v in Ver- 
bindung setzt. Die Luft aus E wird dann in das Vakuum überstrômen, das 
ursprünglich bis p stehende Quecksilber wird sinken, bis der Druck sich aus- 
geglichen bat. Dann scblieJBt rnan den Habn h und stellt das Torricelliscbe 
Vakuum wieder ber. Je nacb der Art, wie man das letztere bewerkstelligt, 
unterscbeidet man zwei verscbiedene Système von Quecksilberpumpen. Bei 
dem ersten (System Ge iss 1er) nimmt man die Neufüllung mit Quecksilber 

Naheres bierüber vgl. Kapitel X, § 16. 


Quecksilberluftpumpfîn. 
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von unten nach oben vor und drückt die Luft am oberen Ende des Rohres 
hinaus. Zu diesem Zwecke kann man, wie Fig. 1023 schematisch andeutet, das 
untere Ende des Barometerrohres p durch einen Schlauch mit einem Gefàû m 
verbinden und durch Hebeu dieses GefàCes das Quecksilber aucb in p zum 
Steigen bringen. Die oberhalb des Quecksilbers befindliche Luft wird durch 
den Hahn h* herausgedrückt, bis zu dem oder über den hinaus man das 
Quecksilber steigen làÛt. Schlieût man h* und senkt w, so stellt sich eiu 
neues Torricellisches Vakuum her, das durch Offnen des Hahnes h wieder 


Fig. 1022. 


Fig. 102.3. 



Schéma ciner 
C^uecksilberpumpe. 



Scliema einer Quecksilbev- 
puuipe luich G ei SS 1er. 


Fig. 1024. 



Schéma einer Quecksilber- 
pumpe nach S p venge 1. 


mit R in Verbindung gesetzt werden kann. Durch inehrfaches Wiederholen 
dieses Prozesses kann R weitgeheud evakuiert werden. — Bei dem zweiten 
System von Quecksilberpumpeu (Sprengel) wird die Luft am unteren Ende 
aus der Barometerrôhre geschafft. Fig. 1024 zeigt schematisch die dazu nôtige 
Anordnung. Das Quecksilber flieÜt aus dem Trichter durch den Hahn h' 
in den Raum oberhalb p, dràngt die Luft vor sich her nach dem unteren Ende 
und von dort durch die Ôffnung o* hinaus. Das dabei ausflieCende Quecksilber 
wird im GefâB 6r aufgefangen. Es ist bei diesem Prinzip nicht nôtig, die 
Hâhne h und h' wechselweise zu offnen und zu schliefien. Die Luftmengen, 
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welche sioh zwischen dem herabflielSeDdeD Quecksilber befinden, werden wàhrend 
des Pumpeos kleiner und kleiner. 

Die hier schematisch bescbriebenen Apparate sind weitgehend vervoll- 
kommnet T^orden; besonders ist es gelungen, kontinuierlich wirkende Pumpen 
zu konstruieren, bei denen das Heben des Quecksilbers automatisch unter 
Zubilfenabme einer Wasserstrahlpumpe (vgl. § 4) geschieht. Nâher auf die 
verschiedenen Typen einzugehen ^), soll hier unterlassen werden, weil diese 
Pumpen heutzutage von schneller wirkenden Pumpen verdràngt sind und nur 
noch selten Verwendung ônden. Zwar ist es môglich, mit ihnen sehr hohe 
Vakua zu erzielen, aber die Handhabung der Pumpen ist umstandlich, und es 


Pig. 1026. Fig. 1026. 



Querschnitt. Langeschnitt. 

Rotierende Quecksilbeipurope nach Gaede. 


sind verhâltnismâQig sehr groOe Quecksilbermengen zum Betriebe erforderlich. 
Andererseits haben diese Pumpen den Vorteil, daü man die abgesaugten Gase 
verhaltnismaÜig leicht wieder auffangen kann. Aus diesem Grunde hnden 
sie auch heute noch zu Spezialzwecken Verwendung^). 

Auch bei den Quecksilberpumpen war es ein groller Fortschritt, als es 
gelang, die auf und ab gehende Bewegung zunâchst durch eine schaukelnde 
und dann durch eine rotierende zu ersetzen. Zu den letzteren gehôrt die 
von Kaufmann*) konstru.ierte Pumpe, bei der in eine rotierende Spirale 
Luft eingesaugt, von Quecksilber abgeschlossen und in einen Raum ge- 
drûckt wird, der durch eine Vorpumpe bis zu einem mâÛigen Vakuum aus- 
gepumpt wird. 

^) Ausfûhrliche Beschreibungen finden sioh in der 10. Auflsge dieses Bûches, 
I, S. 484 bis 501, sowie in Winkelmanns Handbuçh der Fhysik 1, 2, S. 1321 bis 
1331. Leipzig 1908. 

*) A. Beutell, Chem. Ztg. 1910, Nr. 160; McLaughlin und F. E. Brown, 
Joum. Amer. Chem. Soc. 47, 613, 1925. 

®) U. von Rheden, Physik. Zeitsohr. 10, 816, 1909. 

*) W. Kaufmann, Zeitschr. f. Instrkde. 26, 129, 1905. 




Qaecksilberloftpampen. 


1215 


Sehr groOe Verbreitung hat eine von Gaede^) konstruierte Quecksilber- 
pumpe mit rotierender Trommel gefunden, die in den Fig. 1025 und 1026 im 
Querf- und Lângsscbnitt abgebildet ist. Sie wird von verschiedenen Firmen 
in etwas abgeànderten Konstruktionen ausgefûhrt, deren Grundgedanke aber 
in wesentlichen Punkten mit dem der îm folgenden beschriebenen Pumpe 
identisch ist. 

Das Prinzip der Pumpe besteht darin, daO in einem Quecksilberbade 
innerbalb eines Hohlraumes ein System von Kammern rotiert, welche ab- 
wechselnd in Quecksilber eingetaucbt und wieder herausgehoben werden. Die 
herausgehobenen Kammern schliefien in sich ein Torricellisches Vakuum ab, 
das mit dem Bezipienten verbunden wird. Bei dem darauf folgenden Wieder- 
eintauchen wird das aus dem Bezipienten eingestrômte Gasquantum durch 
das Quecksilber nacb auOen gedrângt. Das System hat eine gewisse Âhnlich- 
keit mit einer Gasuhr, nur daiS bei dieser das bewegte Gas die Rotation be> 
wirkt, wahrend bei der Pumpe die Rotation durch âhiSere Kraft erfolgt und 
das Gas in Bewegung setzt. 

Das zylindrische Gehàuse G aus Gufieisen ist bei P durch eine dicke Glas- 
platte B verscblossen und bis g mit Quecksilber gefüllt. In diesem rotiert eine 
Porzellantrommel T um die Achse A und wird von aufien durch Drehen eines auf 
der Achse sitzenden Rades angetrieben. An das Rohr P, das durch die Glasplatte 
hindurch in den Vorraum V der Porzellantrommel führt, wird mittels Schlifi der 
auszupumpende Rezipient angesetzt. Bei 8^ wird eine Vorpumpe angeschlossen, 
welche Rezipienten und Pumpe bis zu einem Druck von einigen Millimetern Queck- 
silber auszupumpen gestattet. Ist dies gesohehen, so wird durch Drehen der 
Trommel das Vakuum bis zu sehr hohen Verdûnnungsgraden gesteigert. Die 
Wirkung der Trommel beruht darauf, dafi dieselbe durch Zwischenwânde in 
Kammern unterteilt ist, und dafi diese Kammern ûber dem Quecksilberspiegel 
Râume abschliefien, welche sich bei der Drehung abwecbselnd vergrôfiern und 
verkleinem. Die Kammern mit den sich verçrôfiernden Râumen (in Fig. 1026; W^) 
füllen sich durch B und f mit der Luft des Rezipienten. Die wieder in das Queck- 
silber eintauchenden Kammern geben das aufgenommene Gasvolumen an das mit 
der Hilfspumpe erzeugte Yor vakuum ab. In welcher Weise die Zwischenwânde in 
der Trommel angeordnet sind, damit die Pumpenwirkung zustande kommt, zeigt 
Fig. 1026, in der die Wânde, die in Wirklichkeit spiralig nebeneinander verlaufen, 
ûbereinander gezeichnet sind, um die Zeichnung zu ermôglichen. Der Raum Wi 
vergrôfiert sich bel einer Rotation der Trommel (entgegen dem Sinne des ühr- 
zeigers) und saugt durch die im vorderen Trommelboden befindliche Offnung f 
Luft aus dem Rezipienten an. Kommt durch Drehen der Trommel die Offnung f 
unter die Quecksilberoberflâche, so haben wir die Yerhâltnisse wie in der linken 
Kammer Das in diesem Raume befindliche Gas ist vom Rezipienten abge- 

schlossen und wird bei der Drehung der Trommel durch die als Kolben wirkende 
Quecksilberoberflâche aus dem Raume unter Kompression in den Raum zwischen 
den Wânden und Za gedrângt und von hier aus bei fortgesetzter Drehung an 
das Vorvakuum abgegeben. — Zwischen B und den eigentlichen Rezipienten wird 
ein Glasapparat geschaltet, welcher so konstruiert ist, dafi der Rezipient erst dann 
mit der eigentlichen Pumpe kommuniziert, wenn die Hilfspumpe das nôtige Vor- 
vakuum geschafi'en hat. Dies mufi einige Millimeter betragen, damit der Hôhen- 
unterschied des Quecksilbers innerhalb und aufierhalb der Trommel gering bleibt, 
wenn der Rezipient weitgehend evakuiert ist. Bei geringerem Vorvakuum mûfite 
die Pumpe sehr grofie Dimensionen haben. Die Leistungsfâhigkeit dieser Pumpe 
ist grôfier als die aller bisher beschriebenen Typen. Man erreicht mit ihr ein 
Vakuum von 10— 6 mm Quecksilber. Leicht kondensierbare Dàmpfe saugt die 
Pumpe nioht ab, da sie sich beim Komprimieren kondensieren und beim Expan- 
dieren wieder verdampfen, ohne in das Vorvakuum zu gelangen. Solche Dâmpfe 
mûssen auf anderem Wege (Ausfrieren, Absorption) beseitigt werden. Fig. 1027 
zeigt die Pumpe mit Glasansatz und Antriebsvorrichtung. 


I) W. Gaede, Physik. Zeitichr. 6, 768, 1906. 
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Aile bisher besprochenen Pumpen arbeiten im wesentlichen nach dem- 
selben Prinzip wie die schou von Guericke erfundene Kolbenpumpe und 
kônnen als Vervollkoinniiiungen derselben betrachtet werden. iSie lassen sich 
zum Teil auch als Koinpressionspumpen verwenden. Die weiterhin zu be- 
schreibenden Pumpen beruhen auf anderen Gruiidgedanken. 



Pif. 10S7. 


Kotipronde Quecksilberpumpe nacli (Jando, 


§ 4. Wasserstrahlpiiinpen. l:}ei dieseu Pumpen wird die Tatsache 
benutzt, daÛ der Druck in einer stromenden Flüssigkeit dort am niedrigsten 
ist, wo die Geschwindigkeit am groCten ist und bei Verzôgerung der Strômung 
wieder steigt, wenn die Stromungsverluste klein genug bleiben (vgl. Kap. XI, 
§ d und Kap. XII, § 10). 

Tritt durch ein Rohr, welches au einer Stelle verengt und dann wieder 
erweitert ist, ein Wasserstrahl hindureh, so wird an dieser Stelle die Strômungs- 
geschwindigkeit des Wassers grbCer als an der Austrittsstelle sein. Hier ist 
der Druck gleich dera àuûeren Luftdruck; an der Verengung muU er daher 
kleiner sein. Bringt man an dieser Stelle also ein seitlicbes Rohr an, so wird 
die Luft, welche hier an den Strahl herantritt, in denselben hineintreten und 
mitgerissen werden, so daÛ auf diese Weise eine Saugwirkung zustande 
komrnt. Durch geeignete Wahl der Strômungsgeschwindigkeit und der Starke 
der Verengung kann die vSaugwirkung soweit gesteigert werden, daû ein Gefàû 
bis zu dem Dampfdruck des Wassers herab (d. h. 10 bis 20 mm, je nach der 
Wassertemperatur) evakuiert wird. In Fig. 1028 und Fig. 1029 sind zwei 
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Ausführungsformen der Wasserstrahlpumpe wiedergegeben. Bei der in 
Fig. 1028 gezeichneten Pumpe tritt die Luft von auûen, bei der in Fig. 1029 
wiedergegebenen Pumpe von innen an den verengten Wasserstrahl heran. 
Auf die aufierordentlich vielen Einzelkonstruktionen, welche gerade von Wasser- 
strahlparapen ausgeführt worden sind, kann hier nicbt eingegangen werden. 

Die Wasserstrahlpumpen haben überall da, wo es nicbt auf sehr hohes 
Vakuum ankommt, grolle Verbreitung gefunden und werden auch hâufig als 
Vorpumpen zu Hochvakuumpumpen 
benutzt. Wenn konstanter, nicbt zu 
niedriger Wasserdruck zur Verfügung 
steht, 80 ist ihre Verwendung àuHerst 
bequem. Es ist ratsam, zwîschen 
Pumpe und Rezipienten stets ein Rück- 
schlagventil, welcbes ein Zurücktreten 
des Wassers in den Rezipienten un- 
môglich macht, einzuschalten; denn bei 
einer unvorhergesehenen Abnahme des 
Wasserdrucks tritt hàufig ein „Zurûck- 
schlagen‘*, d. h. ein Ëinsaugen des 
Wassers in die Vakuumleitung ein. 

Fângt man den mit Luft gemischten Wasserstrahl in einem GefàC auf, 
das oben geschlossen ist, so sammelt sich die Luft über dem Wasser. Da 
das zustrômende Wasser dauernd Luft mitbringt, bildet sich im Gefâfi ein 
Überdruck aus. Eine solche Vorrichtung kann als Geblâse Verwendung 
finden, wenn man die Luft aus einer Olfnung des Gefàfies ausstrômen làÛt. 

§ 5. Molekularluftpuinpe. Diese Pumpe beruht auf einer technischen 
Ausnutzung der GesetzmâCigkeiten, die fur die Reibung der Gase gelten. Die 
eingehende Théorie der Molekularpumpe ist im 111. 2. Bande dieses Bûches ent- 
halten, und es erübrigt sich daher eiu genaues 
Eingehen auf dieselbe. Es soll hier nur das zu- 
grunde liegende Prinzip kurz erlâutert werden, und 
zwar an Hand von Fig. 1030. 

In dem Gehâuse B dreht sich um die Achse a 
der Zylinder A im Sinne des Pfeiles. Der Abstand 
zwischen A und B ist auf dem unteren Teile des 
Zylinders môglicbst gering und nur auf dem Stück 
zwischen n und m etwas grdSer. Bei ti und m 
ist ein Manometer M angeschlossen. Rotiert der 
Zylinder A, so wird durch Reibung Luft von « 
nach m befôrdert, und das Manometer zeîgt einen 
Überdruck bei m an, der mit zunehmender Rota- 
tionsgeschwindigkeit des Zylinders wachst. Aufier 
von dieser h&ngt der Überdruck von der Reibung des Gases ab. Da diese 
vom Druck des Gases, Solange derselbe nicbt sehr klein wird, unabhàngig ist, 

M ttUer«Pouinet I, 3. 11 . Aufl. 77 


Fig. 1030. 



luftpumpe. 



Wasserstrahlpumpen. 
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ist es auch die Druckdifferenz op^ wenn man das Gehàuse B mit eiiier 
Hilfspumpe allmahlich evakuiert. Solange das mit dieser Pumpe erzeugte 
Vorvakuum nicht sehr hoch ist, hat man also auf der linken Seite des Mano- 
ineters M einen Druck, der um op kleîner ist als das Vorvakuum. Steigt 
dieses aber soweit, dall die inuere Reibung druckabhângig wird, so werden 
die Verhâltnisse komplizierter. Bei Drucken unterhalb einiger Tausendstel 
Millimeter werden die Moleküle von den Wànden des Zylinders, Solange 
er ruht, in vôlliger Unordnung zurûckgeworfen, ohne daû eine Richtung 
bevorzugt ist. Rotiert der Zylinder A, so addiert sich zu der Eigen- 
geschwindigkeit der redektierten Moleküle die Oberflàcbengeschwindigkeit 
des Zylinders, und die reflektierten Moleküle erhalten eine Zusatz- 
geschwindigkeit in Richtung der Zylinderrotation, d. h. von n nach m. Es 


Fig. 1031. 


Fig. 1032. 




Mol^kularpumpe (Langsschnitt). 


Molekularpumpe (Querschiiitt). 


wird also bei n ein Vakuuni entstehen, das um so besser sein wird, je weniger 
Moleküle von m nach n zurückgelangen, je grôCer also die Umfangsgeschwin- 
digkeit des Zylinders im Verhâltnis zur Molekulargeschwindigkeit sein wird. 
Es ist auf diese Weise mdglich, bei n ein hohes Vakuum zu erzielen, wenn 
durch eine Vorpumpe im Gehàuse B ein so niedriger Druck erzeugt wird, daû 
die eben besprochenen Gesetzmàüigkeiten Gültigkeit haben. Die Konstruktion 
der auf diesen Überlegungen beruhenden Molekularpumpe geht aus Fig. 1031 
und Fig. 1032 hervor, die einer Arbeit von Gaede*) entnommen sind, eben- 
80 wie die folgenden sie beschreibenden Zeilen. 

„In dem Gehàuse B rotiert der Zylinder A um die Welle a, welche in den 
luftdicht aufgesohraubten Scheiben E gelagert ist. In dem Zylinder sind dieNutenD 
eingeschnitten. In die Nuten ragen die am Gehàuse befestigten Lamellen C binein. 
F sind die ôlbehàlter und G ist eine Stellvorrichtung, welche verhindert, daÔ die 

1) W. Gaede, Ann. d. Phys. 41, 359, 1913. 
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Larnellen 6’ an die Nutenwandungen des rotiereriden Zyliuders anstreifen. H ist 
die Riemeuscheibe. Dreht sich /I im Sinne des Uhrzeigers, so wird das (üas bei 
ni vcrdichlet, bei n verdüunt. Auf dern Gehàuse Ji iet der Aufsatz K luftdicht 
aufgeflchraubt. S ist das Saugrohr fnr das Hochvakuum und ist, wie Fig. 1031 zeigt, 
mit n verbunden, wobei 1) eine Nut in der Mitte sein eoll. Die Druckbffnung m 
ist durch Kanale in dern Aufsatz K mit der Saugoffnung h einer benachbarten 
Nut verbunden, die Druckôffnung m dieser Nut ist dann wieder mit der Saug- 
offnung n der nachsten Nut verbunden usw., so daü die Wirkungen der einzelnen 
Nuten sich addieren. Der Druck in der mittleren Nut ist am kleinsten und steigt 
gleichmaliig naeh den beideu Fnden des Zylinders bis zu dem Gasdruck, den die 
Hdfspumpe in dem Gehàuse erzeugt. Die Hilfspumpe ist durch einen Schlauch mit 
der Düse 7' verbunden und steht mit dem Innern des Gehâuses B in Verbindung. 
Die Abdichtung an der Durchführungsstelle der Welle ist durch OlabschluÛ er- 
reicht, Das Eindringen des Oies in das Pumpengehàuse ist durch eine in die 
Welle eingeschnittene Spiralnut ;V verhindert, welche wàhrend der Rotation das 
Ol dynarniach entgegen dem àuüeren atmosphàrischen Überdruck zurückdràngt. 
Diese einfache V'orrichtung hat sich l)ei Dauerbetrieb ausgezeichnet bewàhrt. Die 
Spiralnut hat nur dann eine Wirkung, wenn die Welle raseh rotiert. Daraus ergibt 
sich als wesentlichste Vorschrift fur die Redienung der Pumpe, daC die Pumpe 
zuerst in Rotation versetzt und dann mit der Vorpumpe verbunden wird. Heim 
Abstellen muil zuerst Luft in die Pumpe eingelassen und dann der Motor, der die 
Purnpe antreibt, abgestellt werden.“ Uni eine gute Saugwirkung zu erzielen, mulS 
die Umfangsgeschwindigkeit des Zylinders moglichst groli sein. Die gebràuch- 
lichen Pum|)en arbeiten mit einer Umdrehungszahl von 6000 bis 8000 pro Minute. 



M<>|pkiil!vrj>ainj»e mit K;i)»eljium|»e als Vorpumiu*. 


Fig. 1033 zeigt die àuQere Ansicht einer Molekularpumpe mit einer 
Kapselpumpe als Vorpumpe. Einer der Hauptvorziige der Molekularpumpe ist 
in ihrer groüen Sauggeschwindigkeit zu sehen, welche diejenige der bisher be- 
schriebeneii Pumpen bei weitem tibertrifft. Aulierdem erreicht die Pumpe 
sehr hohe Vakua bis zu 10“’ mm und hat weiterhiu den groUen Vorteil, aile 
Gase und Dàmpfe abzusaugen, so daü irgendwelche Vorrichtungen zur Ent- 
fernung von Dàmpfen überfliissig sind. Allerdings ist die Sauggeschwindigkeit 
fur Gase verschiedenen Molekulargewichts verschieden. Dies folgt aus den 

77* 
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oben wiedergegebenen Überlegungen, aus denen hervorgeht, dafi die Saug- 
leistuDg der Pumpe von dem Verh&ltnis der Umfangsgeschwindigkeit des 
rotierenden Zylinders zur Molekulargeschwindigkeit abhangt. Infolge ihrer 
geringeren Molekulargeschwindigkeit werden also schwere Qase schneller ab- 
gesaugt als leiohte. Ein Nachteil der Molekularpumpe ist auSer ihrer 
schwierigen Herstellung die etwas heikle Handhabung der Pumpe; aie ist 
darum nicht so in Aufnahme gekommen wie die im folgenden Paragraphen 
zu beschreibenden Diffusionspumpen, die ebenfalls eine hohe Leistungsfàhigkeit 
habeu. Trotzdem ist in manchen Fâllen, z. B. wenn jede Spur von Dampfen 
in einer Apparatur vermieden werden muÛ, die Anwendung einer Molekular- 
pumpe erforderlich. 

§ 6. Diffusions- und Dampfstrahlpumpen i). Die Konstruktion der 
Diffusion spunipen, welche eine überaus groüe Verbreitung gefunden haben, 
ist ebenso wie die Konstruktion der Molekularluftpumpe erst durch die 
Kenntnis der QesetzmaOigkeiten , die für die Gase, besonders bel geringen 
Drucken, gelten, môglich geworden. Der Qedanke, durch Diffusion ein 
hohes Vakuum zu erzeugen, ist von Gaede in die Praxis umgesetzt worden. 
Das Prinzip der Diffusionspumpe beruht auf der Tatsache, dafi ein Gas 
von Stellen hôheren Partialdruckes nach solchen niederen Partialdruckes 
diffundiert, auch wenn es mit anderen Gasen oder Dampfen 
gemischt ist. Fig. 1034 zeigt schematisch das Prinzip der 
Pumpen. 

J) ist ein Rohr, durch welches in Richtung AB ein 
Dampfstrom streicht, der praktisch gasfrei hergestellt werden 
kann. Durch das Ansatzrobr r steht das Dampfrohr mit dem 
zu evakuierenden Gefàfi in Verbindung. Bei K ist ein Kûhler 
angebracht, an dem sich Dampf, der durcb die Offnung o in 
das Rohr r tritt, kondensiert, so daÛ dies Rohr hinter dem 
Kühler von Dampf frei ist. Da im Dampfstrom AB der 
Partialdruck der Luft Null ist, so wird diese von C nach o 
diffundieren und von dem Dampfstrom in ein Vorvakuumgefafi V mit- 
gerissen werden, in dem der Dampf kondensiert und das Gas durch eine 
Vorpumpe abgesaugt wird. Die Luft muÛ also auf dem Stück o K durch 
den ihr entgegenkommenden Dampfstrom hindurchdiflundieren. Dies ist 
nur môglich, wenn dieser nicht zu stark ist. Wird durch geeignete Wahl 
der Offnung o die Dampfgeschwindigkeit genügend klein, so wird die Luft 
aus dem Rezipienten in den Dampfstrom AB hineindiffundieren , mit 
diesem in das Vorvakuum gelangen und dort abgesaugt werden. Dies 
wird so lange vor sich gehen, bis der gesamte Luftdruck im Rezipienten 
gleich dem Partialdruck der Luft im Dampfstrom ist. Da dieser Partialdruck 

Betr. Einzelbeitenf auf die hier nicht nâher ein gegangen werden kann, 
sowie betr. ausfûhrlicher Literaturangaben vgl. z. B. A. 6 e E r t s , Zeitschr. f. techn. 
Phys. 1, 61, 1920, sowie W. Gaede, Zeitschr. f. techn. Phys. 4, 387, 1923, femer 
die S. 1225 angegebenen Bûcher. 


Fig. 1084. 
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beliebig klein gemacht werden kann, so bietet die beschriebene Anordnung 
die Môglichkeit, beliebig hohe Vakua zu erzeugeni). Der Dampfstrom saugt 
also die Luft (oder ein anderes im Rezipienten befindliches Gas) an, auch 
wenn dessen Druck viel kleiner als der des Dampfes ist, und zwar aus dem 
Grunde, weil für die Diffusion eines Gases nur dessen Partialdruck mafi- 
gebend ist. 

Wie schon erwahnt, ist von ausscblaggebender Bedeutung für das Zu- 
standekommen der Saugwirkung die Grôfie der Ôffnung o. Diese mu6 von 
derselben GrôBenordnung sein wie die freie Weglànge, die von den Gasmole- 
külen bei der Diffusion durch den Dampf zurückgelegt wird, ohne daC sie mit 
einem Dampf molekül zusammenstoQen. Dies kann man nach Gaede durch 
folgende Überlegung einsehen: Ein aus dem Rezipienten kommendes Gas- 
molekül wird, Solange es sich noch in grôÛerer Entfernung von der Offnung o 
befindet, nur wenig ZusammenstôHe mit Dampfmolekülen erleiden. In der 
Nàhe von o aber werden diese ZusammenstôÛe hâufiger. Ist die freie Weg- 
lânge hier klein, so kann das Gasmolekül gar nicht bis o gelangen, sondern 
wird zurückgedrûckt. Ist aber die freie Weglànge groJB, etwa von der 
GrôÛenordnung der Ôffnung o, so werden viele Gasmoleküle ohne Zusammen- 
stoÛ in das Rohr A B gelangen kônnen und dort mit dem Dampfstrom in das 
Vorvakuum gerissen. — Aus diesen Überlegungen folgt, daû Pumpen, welche 
mit groOem Drucke des arbeitenden Dampfes betrieben werden, kleine 
Diffusionsôffnungen (o) haben raûssen. ümgekehrt sind Pumpen, bei denen 
der Druck des Dampfes gering gehalten wird, mit groCen Offnungen zu 
versehen. Praktisch koinmen nur Pumpen der letztgenannten Art in 
Frage, da bei kleinen Diffusionsôffnungen die Sauggeschwindigkeit zu 
gering wird. 

Um weite Offnungen verwenden und dementsprechend den Dampfdruck 
genügend klein erhalten zu kônnen, muC für ein ausreichendes Vorvakuum 
gesorgt werden. Als Dampf kommt im allgemeinen nur Quecksilberdampf in 
Frage, dessen Druck bei leicht erreichbaren Temperaturen die für die ge- 
bràuchlichen Diffusionspurapen erforderlicheu Werte (von Bruchteilen eines 
Millimeters bis zu einigen Millimetern) hat. 

Von Gaede ist eine Théorie der Vorgânge in der Diffusionspumpe an- 
gegeben worden*), auf die aber an dieser Stelle nicht nàher eingegangen 
werden kann*). Es sollen nur einige der Hauptresultate angeführt werden. 
Die Théorie fordert nàmlich, daÛ die Sauggeschwindigkeit einer Diffusions- 
pumpe unabhangig von dem Verdûnnungsgrade des Gases sein soll; und es 
hat sich auch bei der experimentellen Prüfung gezeigt, daÛ in der Tat das 
pro Zeiteinheit abgesaugte Gasvolumen sich in weiten Druckbereichen nicht 
mit dem Drucke andert. Für die Diffusionspumpe darf es also im Prinzip 
ein „Grenzvakuum^ (vgl. S. 1207) nicht geben. Wenn ein solches dennoch 

Vgl. hierzu W. Molthan, Zeitschr. f. Phys. 89, 1, 1926. 

*) W. Gaede, Ann. d. Phys. 46, 367, 1916. 

*) Vgl. auch Band III, a, S. 111 disses Bûches. 
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auftritt, 80 liegt dieses entweder an Undichtigkeiten in der Apparatur oder 
an der Gasabgabe der Wânde der benutzten Gefafie und Rohre. An diesen 
haften immer adsorbierte Gasschichten, welche nur schwer entfernt werden 
kônnen. Sind die auf diese Weise in die Apparatur gelangenden Gasmengen 
ebenso groÛ wie die in der gleichen Zeit von der Pumpe weggesaugten 
Mengen, so ist ein Grenzvakuum erreicht, das also nicht durch die Eigen- 
scbaften der Pumpe, sondern durch die der zu evakuierenden GefâCe be- 
stimmt ist. 

Was die Sauggeschwindigkeit der Diffusionspumpen betrifft, so hângt 
diese auCer von der Breite des Diffusion sspal tes sehr wesentlich von der 
Natur des abzusaugenden Gases ab. Aus den obigen Überlegungen über die 
Wirkungsweise der Pumpen ist ohne weiteres einzusehen, daô Gase mit 
geringem Molekulargewicht infolge ihrer grôBeren DifPusionsgeschwindigkeit 
schneller abgesaugt werden als Gase mit groÛem Molekulargewicht. Diese 
Unterschiede in der Saugwirkung sind auch experimentell beobachtet; so wird 
Wasserstoff um das mehrfache schneller abgesogen als Luft. (Im Gegen- 
satz zur Molekularpumpe, welche die schwereren Gase schneller absaugt.) 

Die Vorbedingung für das Zustandekommen der Saugwirkung der Dif- 
fusionspumpe ist nach den obigen Ausführungen darin zu sehen, daB das Gas 
die Môglichkeit haben muB, gegen den aus der Ôffnungo (vgl. Fig. 10.S4) aus- 
tretenden Dampfstrom zu diffundieren. Ist die GrôBe der Diffusionsôffnung o 
oder der Druck des Dampfes zu groB, so kann der Fall eintreten, daB die 
Pumpe nur so lange saugt, bis ein Teil des Gases aus dem Rezipienten entfernt 
ist und- der Druck in demselben nicht mehr ausreicht, um einen weiteren 
Transport von Gasmolekülen gegen den bei o austretenden Dampfstrom zu 
ermôglichen. In diesem Falle kann also die Pumpe den Rezipienten nur 
bis zu einem Gasdruck evakuieren, der gleich dem Druck des Dampfes an der 
Stelle 0 ist. Die Pumpe ist dann im wesentlichen eine ^Dampfstrahlpumpe** i), 
die wie ein Dampfinjektor wirkt. Der Dampfstrahl reiBt, Solange der Druck 
im Rezipienten noch groB genug ist, um ein Durchtreten des Gases durch o 
zu ermôglichen, die Gasmoleküle mit in das Vorvakuum, wo derDampf konden- 
siert, das Gas angestaut und von einer Vorpumpe abgesaugt wird. Je grôBer 
die Wucht des Dampfstrables, desto grôCer ist die Stauung des Dampf-Luft- 
gemisches im Vorvakuum, um so grôffer ist also die Differenz des Druckes 
zwischen Saugdüse o und Vorvakuum. 

Die Wirkung einer Pumpe wird gesteigert werden, wenn der Weg, auf 
dem das Gas gegen den Dampf diffundieren muB, môglichst verkleinert 
wird. Bei den „Kondensationspumpen“ wird dies dadurch erreicht, daB der 
Dampf unmittelbar, nachdem er die Diffusionsôffnung passiert hat, an einem 
Kûhler kondensiert wird. Dadurch soll bewirkt werden, daB môglichst wenig 


D Dies Wort wird von manchen Autoren nicht in dem hier dargelegten 
Sinne gebraucht, sondern manchmal auch als Bezeichnung fûr einige Formen von 
Diffusionspumpen verwandt. 

*) Solohe sind speziell von I. Langmuir konstruiert worden. Betr. Literatur 
vgl. die Anmerkung auf S. 1220. 
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Molektile des Dampfstrahls dem angesaugten Gase entgegenfliegen und sein 
Herantreten an den Dampfstrom verhindern. 

Eine strenge Entscheidung darüber, ob eine Pumpe eine Dainpfstrabl', 
Diffusions- oder Kondensationspumpe ist, làBt sich bei den einzelnen Kon- 
struktionen schwer treffen. In den meisten Fàllen wirken die verschiedenen 
Prinzipe gleichzeitig mit. Eine allen diesen Pumpen gemeinsame Eigen- 
tümlichkeit ist es, daJl sie Dampf derselben Art, wie er zum Betrieb der 
Pumpe verwandt wird — in den meisten Fàllen also Quecksilberdampf — 
nur bis zu dem an der Oifnung o herrscbenden Drucke absaugen; denn 
für eine weitere Saugwirkung ist kein Druckgefàlle mehr vorhandeii. Solche 
Dampf reste müssen vermittelst besonderer Kühlvorrichtungen (mit flüssiger 
Luft oder âhnlichem) durch Kondensation aus dem Rezipient'en entfernt 
werden. 

Im folgenden soll eine Reihe der gebràuchlichsten Pumpentypen besprochen 
werden. Es sind nur wenige aus der grofiea Zabi der in den letzten Jahren 
ausgeführten Konstruktionen. Eine bis 1923 ziemlicb vollstàndige Zusammen- 
stellung der wicbtigsten Typen bat Gaede^) gegeben. 

Um eine genügende Sauggescbwîndigkeit zu erzielen, müssen die Diffusions- 
spalte verbàltnismàÛig groû (einige Millimeter) sein; (la andererseits die Spalte, 
wie oben auseinandergesetzt ist, von der GrôÛenordnung der mittleren freien 
Weglânge sein müssen, so kônnen Diffusionspumpen erst ganz zur Wirksam- 
keit komraen, wenn das Vorvakuum ziemlicb bobe Werte (etwa 0,01 bis 
0,001 mm) erreicbt bat. Dampfstrablpumpen dagegen arbeiten bereits bei 
geringeren Werten des Vorvakuums und werden darum hàufig als Vorpumpen 
zu Diffusionspumpen benutzt. Man scbaltet zwei oder mebr Dampfstrabl- 
und Diffusionspumpen bintereinander und erzielt dadurcb den Vorteil, dab 
man als Vorpumpe zur ersten Dampf strablpumpe eine weniger weit saugende 
Pumpe, Z. B. eine Wasserstrablpumpe benutzen kann. Die Vorpumpen ergeben 
dann ein so gutes Vorvakuum, daH die Hauptdiffusionspumpe in Tàtigkeit 
treten kann. Hàufig werden die Pumpen direkt neben- oder übereinander 
gebaut; man bat dann sogenannte Stufenstrablpumpen. Bei diesen wird also 
die ganze Druckdifferenz zwiscben Vorpumpe und Hochvakuum in mebrere 
Stufen geteilt. 

Fig. 1035 stellt scbematisch die Innenkonstruktion einer derartigen ganz 
aus Stabl bergestellten Pumpe dar, die mit drei Stufen arbeitet. Der unterste 
Raum stebt mit der Vorpumpe durcb das Rohr r in Verbindung. Das unten 
bei Q befindlicbe Quecksilber wird durcb Gas- oder elektrische Heizung zum 
Sieden gebracht. Der Dampf steigt iii dem mittleren Robre hocb und tritt 
durcb die Düsen 1, 2 und 3 aus. An den Metallwànden, welcbe durcb einen 
bei e eintretenden und bei a wieder austretenden Wasserstrom geküblt werden, 
wird er kondensiert, und das Quecksilber dieOt nach Q zurück. Auf diese 
Weise ist ein kontinuierlicber Betrieb ermôglicbt. Beim Austritt aus den 
Düsen diffundiert das in den einzelnen Abteilungen der Pumpe befindlicbe 


W. Gaede, Zeitschr. f. techn. Phys. 4 , 337, 1923. 
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Gas in den Dainpf hinein und wird in den nâchstunteren Raum befôrdert, 
aus dein es die Vorpumpe absaugt. Im obersten Raum, an den vermiltelst 
eines Schliffes der Rezipient angeschlossen wird, entsteht das Hochvakuurn, 
welches bei dieser Pumpe hôher als 10“®mm ist. Fig. 1036 zeigt die âuBere 
Ansicht der von Gaede konstruierten, ganz aus Metall (Stahl) hergestellten 
Pumpe. 

In letzter Zeit sind verschiedene ^l’ypen von Dampfstrahl- und Diffu* 
sionspumpen aus Metall konstruiert worden. Diese baben den Vorteil 


Fig. 1035 . 



Schéma eitier dreistufigeu 
Diffusionspumjie. 



Fig. 1037. 


a 



Diffusidnspumpc aus 
(lias nacli (laede. 


groûer Widerstandsfabigkeit gegen mechanische und cheinische Kinflüsse, 
gestatten andererseits nicht, den Puinpvorgang dauernd zu kontrollieren» 
was bei Pumpeu aus Glas oder Quarz moglich ist. Die letztgenannten 
Pumpen lassen sich auch meist bequemer reinigen und baben den Vorteil 
erheblicb einfacherer Herstellung. Tn Fig. 1037 ist eine von Gaede kon- 
struierte, einstufige, ganz aus Glas bestehende Pumpe abgebildet. 

Das Quecksilber Q wird mit einer Flamme oder einein elektrischen Ofen 
erhitzt. Der Quecksilberdainpf steigt in dem Rohr A hoch und spült die 
Luft, die aus dem Hochvakuurn bei e in den Dampfstrom hinein diffundiert, 
zu de;n Kühler c in das Vorvakuum. e ist ein von T) und A’ begrenzter 
ringfôrmiger Spalt, dessen Dimensionen von der GrôCenordnung der freien 
Weglânge der Gasmoleküle bei dem erforderlichen Vorvakuum von etwa 
0,1mm sind. Bei /‘wird der Rezipient, bei g die Vorpumpe angeschlossen. 
m und n sind Zu- und AbfluÛ für einen Wasserstroin, der zur Kühlung dient. 
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§ 8i Weitero IVIethodcn der Vakuumerzeugun^?. 

Eine von Lan g mu ir konstruierte Pumpe ist in Fig. 1038 abgebildet. 
Der im Rohr B hochsteigende Quecksilberdampf tritt durch L in das Konden- 
sationsgefàÛ 0, das durch V mit der Vorpumpe in Verbindung steht. Das konden- 
sierte Quecksilber flieüt durch 1) wieder nacli A zurück. Durch und ATg wird 


Fig. 10:^8. 







Dirtusidiispuinpe 
nach Lîingmuir, 



ein Strom von Kühlwasser um das^GefàÛ C 
geleitet. Das Hochvakuum wird bei F an- 
geschlossen, kommuniziert also mit dem Vor- 
vakuum durch denSpalt S; die starke Kühlung 
von C bevvirkt starke Kondensation (ies Queck- 
silberdampfes, so daC eine Stôrung des Saug- 
vorganges durch an den Wànden reflektierte 
Dampfmoleküle môglichst verhindert wird. 

Fig. 1030 stellt eine Diffusionsatufen- 
pumpe aus Glas (nach Volmer) dar. Der 
in A durch Gas- oder elektrische Heizung 
erzeugte Quecksilberdampf tritt von oben 
nach unten durch die verschiedenen Düsen 
hindurch und erzeugt bei B ein Hochvakuum. 

Als Vorpumpe (bei C anzuschlieÜen) ge- 
nügt eine Wasserstrahlpumpe, da das Vor- 
vakuum nur etwa 15 mm zu betragen 
braucht. Die beiden seitlichen Ausatze dienen n u b. \ Iuhm. 

zum Zu- und AbfluÛ des Kühlwassers. 

AuBer den hier beschriebeneu Pumpen gibt es eine groBe Reihe anderer 
Konstruktionen, deren Wirkungsweise aber auf den Prinzipien beruht, welche 
hier besprochen wurden, und aus diesen leicht verstandlich ist ^). Die Saug- 


Nàheres hierüber und ausführliche Literaturaugaben sind zu finden z. B in 
A. G O et Z, Physik und Technik des llochvakuums, Braunschweig 1926; ferner 
S. Dushmaun, Die Gruudlageu der Hochvakuumtechnik, Berlin 1926; H. Ebert, 
Handbuch der Physik (Springer) 2, 1926. 
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geachwindigkeit der beschriebenen I^pen von Diffusionspumpen liegt zwischen 
•inigen Zehnteln und mebreren Litern pro Sekunde. 


§7. Weitere Methoden der Takuumerzeugungi). AuHer durch 
die bisher angefiihrten Pumpen kann man die Evakuierung eines Eaumes 
auch auf ganz anderen Wegen erreichen, die hier nur kurz erwàhnt werden 
sollen. 

Eine Méthode, die zur Erzeugung sehr hohen Vakuums nach vorher- 
gegangenem Âuspumpen mit einer Vorpumpe verwandt wird, beruht auf der 
Eigenschaft gewisser Substanzen (Holzkohle, Kieselsâuregel u. a.), bei starker 
Abkûhlung groBe Gasmengen zu adsorbieren und beim Erwârmen wieder ab- 
zugeben. 

Um diese Eigenschaft zum Evakuieren zu benutzen, bringt man die 
Substanz in ein mit dem Rezipienten in Verbindung stehendes Ansatzrohr, 
Sodann evakuiert man, soweit die vorhandenen Pumpen es erlauben (unter 
gleichzeitigem Erwârmen der Adsorptionssubstanz) , und bringt dann das 
Ansatzrohr in ein Kàltebad (Feste Kohlensàure-Âthergemisch, flüssige Luft 
oder àhnliches). Durch die dann einsetzende Adsorption erzielt man au6er> 
ordentlich hohe Vakua. Diese Méthode ist auch heute noch trotz der Er- 
findung der stark wirkenden Hochvakuumpumpen von groCer Bedeutung 
geblieben. 


Fig. 1040. 


Von weiteren Evakuierungsmethoden seien diejenigen erwàhnt, bei denen 
die im Rezipienten beândlichen Gase durch Kondensation oder durch chemische 
Reaktionen beseitigt werden. Nàheres hierüber ist in den oben angegebenen 
Büchern zu finden, die auch genaue Angaben über die 
experimentellen Einzelheiten enthalten, welche bei Va- 
kuuinarbeiten zu beachten sind. Hier sei nur erwàhnt, 
daü man meist mit Glasrohren und Gefàüen arbeitet, die 
bei niedrigem Vakuum mit dickwandigem Gummischlauch 
verbunden werden kônnen, zur Erreichung grôÛerer Ver- 
dünnungsgrade aber durch Aneinanderschmelzen vereinigt 
werden müssen. Um der Apparatur eine, wenn auch be- 
grenzte Beweglichkeit zu sichern, verwendet man manch- 
mal Glasspiralen oder die von Kundt eingeführten Glas- 
federn, d. b. an geeigneten Stellen gebogene Glasrohren; 
lôBbare und drehbare Verbindungen erzielt man mit Schliffen, Absperrungen 
mit Hàhnen, wie sie (für Hoch vakuum geeignet) in Fig. 1040 abgebildet sind. 
In die obéré Rinne kann zur besseren Dichtung Quecksilber oder Ol gefüllt 
werden. Als Schmiermittel verwendet man am besten Guramifett. 

Zur Übersicht ist im folgenden eine Tabelle wiedergegeben, in der die 
Leistungsfàhigkeit einer Reihe von heute gebràuchlichen Pumpen ange- 
fûhrt ist. 



Hahn für Hoch- 
vakuumleituii^eii. 


D Vgl. die eben angegebenen Bûcher. 




§ 8 . 


Manometer. Allgemeines. 
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Pumpe 


Grenzvakuum ungefahr 


Olpumpe 

Kapselpumpen . . . 
Quecksilberpumpen 
(rotierend) .... 
W asseratrahlpumpen 

Molekularpunipe . . 
Diffusionspumpen . . 


il 5.10 ®mm 
!' 10“^ mm 

Il 10“®mm 

;| 10— 20mm (Dampf- 

druck des Wassers) 
10” ^mm 
0 


Die SauggeschwiDdiekeit 
bangt bei den verschiedenen 
Pumpen stark von der Kon- 
struktion und GrôiSe ab, so 
dafi von Zablenangaben in 
dieser kurzen Übersicht ab- 
gesehen werden mu£. 


11. Apparate zur Druckmessung. 

Apparate, die zur Messung des Druckes von Gasen, Dâmpfen oder 
Flüssigkeiten dienen, nennt man Manometer. Als Barometer hezeichnet man 
die speziell zur Messung des atmospbârischen Luftdrucks verwendeten Instru- 
mente. Im folgenden sollen zunâchst die wichtigsten Typen voa Manometern, 
und daran anschlieBend die Barometer besprochen werden. 


A. Manometer ^). 

§ 8. Allgemeines. Wie bereits in Kap. X, S. 1001 auseinandergesetzt 
ist, benutzt man als Einheit des Druckes die „Atmosphàre“, d. h. das auf 
ein Quadratzentimeter wirkende (lewicht einer Quecksilbersâule von 760 mm 
Hôhe bei 0® und normaler Erdbeschleunigung (980,665 cm/sec*), Dies 
Gewicht betràgt, bei Zugruudelegung eines Wertes von 13,596 für das 

spezidsche Gewicht des Quecksilbers 1,0333 kg. In der Tecbnik rechnet man 
der Einfachheit halber hàufig mit der Einheit des Druckes von 1 kg pro 
Quadratzentimeter. Im absoluten Madsystem ist die Einheit des Druckes 
1 Bar gleich 1 Dyne pro Quadratzentimeter. 10*^ Bar bezeichnet man als 
Hegabar. Zwischen diesen Einheiten^) bestehen die Beziehungen: 

1 Atmosphâre = 1,033 28 kg qcm = 1,013 25 Megabar, 

1 Megabar = dem Druck einer Quecksilbersâule von 750,06 mm Hôhe, 

Ikg/qcm = „ „ „ „ „ 735,52 mm „ 

1 Bar — „ „ „ „ „ 0,75. 10~^ mm Hôhe. 

Apparate zur Druckmessung sind auf Grand sehr verschiedener Prinzipien 
hergestellt worden. Zu einem groBen Telle beruhen sie darauf, dafi der Druck 
des Gases mit dem Gewichte einer mit ihin kommunizierenden Flüssigkeitssâule 
oder mit dem eines festen Kôrpers verglichen wird (§ 9). Bei anderen MeÛ- 
methoden werden die elastischen Deformationen, die die GefâÛwande durch 
den Druck erleiden, zur Messung desselben verwandt (§ 10). Weiterhin 
werden die Gesetze, denen die Gase selbst folgen, Druckmessungen zu- 
grunde gelegt; und zwar die eigentlichen Gasgesetze (§ 12), wie auch die- 

1) Ausfûbrlicbe Literaturangaben, welcbe ûber die in den Anmerkungen zu 
ôndenden binausgehen, findet man z. B. in den bereits mehrfaoh angegebenen 
Bûcbern von Winkelmann, Goetz und Dusbmann, sowie in Gbwôlson, 
Lebrb. d. Physik, Braunscbweig 1918. 

*) Betreffa anderer gebrâuchlicber Einbeiten vgl. Kap. X, S. 1027 — 1028. 
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jenigen GesetzmâÛigkeiten, die für die Reibung und Warmeleitung der Gase 
gelten (§ 13). Auch auf der Abhàngigkeit, die der elektrische Widerstand 
mancher Kôrper voin auûeren Druck zeigt, lâût sich eine Méthode zur 
Druckiuessuug aiifbauen (§ 11). SchlieClich kann aus der Art und Stârke 
des Durchgangs von elektrischem Strom durch Gase auf den Druck derselben 
geschlossen werden |§ 14 p). 


§9. Flüssigkeitsmanometer. Kolbcnmanometer. a) Flüssigkeits- 
manoineter. Die Méthode der Druckmessung durch das Gewicht von Flüssig- 
keitssiiulen ist bereits in Kap. X, § 15 nàher beschrieben worden. Durch 
Flüssigkeiten von geeignetem spezifischen Gewicht (Quecksilber, SchwetVl- 
sàure, Glycerin, Wasser, Xylol, Alkohol u. a.) las.sen sich derartige Manoineter 
für ziemlich groBe Druckintervalle verwenden. 


Zur Messung sehr groBer Drucke siud aber selbst bei der Verweudung vüti 
Quecksilber betrachtlicbe llbhen der Manonieter erforderlich. So brachtc Cailletet 
ein 300 m langes Quecksilbennanorneter aus Stahlrohr ani Eiffelturiri an, mit dem 
Drucke bis zu 400 Atmospbàren geinesseu werden kônnen. Auch an Hauswanden 
und dergleicheu werden solche Manometer aiigebracht. Uin derartig groüe, unbe- 
quem zu handhabende Instrumente zu vermeiden, ist man dazu ül)ergegangen, die 
Flüssigkeitssàule zu unterteilen. Schematisch isu ein solches Instruimmt'-^) in 


Fig. 1041 dargestellt. 

In zwei horizontale Uohren ist eine 
Fine Anzahl von Hàhnen gestattet obeu 
den Rôhren herzustellen oder aufzuheben. 


Fig. 104Î. 



Reihe von vertikalen Rohren eingesetzt. 
und unten die Kommunikation zwischeu 
Der Apparat wird teils mit Quecksilber, 
teils mit Wasser gefüllt. Das linksseitige 
Ende der oberen 8tablrôhre korarnuni- 
ziert mit dem Kaiime, dessen Druck ge- 
messen werden soll, das rechisseitige mit 
der Atmosphare. Der (iesamtdruck setzt 
sicb dann zusammen aus der Sumnie 
aller Difl'erenzen der Quecksilberbôben 
weuiger der Summe aller Differenzen der 
Wasserhohen. Für verschiedene Druck- 
intervalle kann inan durch geeignete Fin- 
stellung der llahne einzelne Rolire aus- 
und einschalteu. So ist in der Fig. 1041 
der llahn oben zwischeu b und 0 und 
unten zwischen 10 und 11 geoffnet, so 
daC sich hier der Niveauunterschied aus- 
gleicheu kann. 


Flüssigkeitsmanorneter der in Fig. 1042 gezeichneten Form sind z. 13. zur 
Kontrolle des Gasdruckes in GasentwicklungsgefàÛen sehr geeignet. Aus der 
Hôhe der in dem langen Rohre aufsteigenden Flüssigkeitssàule erkennt man 
die GroBe des Überdruckes in der Flasche; analog wie in Fig. 1043 die 
Saule A B den Wert des Unterdruckes — gegenüber dem àuBeren Luftdruck — 
erkennen làBt. 


Zur Messung kleiner Druckdifferenzen kann die Genauigkeit des gewohnlichen 
Flüssigkeits-Ü-Roiir-Manometers dadurch gesteigert werden, daB man ihrn die in 
Fig. 1044 gezeichnete Formel gibt, und es mit zw'ei sich nicht mischenden Flüssig- 


^) Auf die Methoden der Druckmessung, welche auf der Ànderung des Rrechungs- 

g uotienten mit dem Drucke beruhen. soll hier nicht nàher eingegangen werden. 

etreffs einer interferometrischen Messung hoher Drucke vgl. L. van Doren, 
H. K. Farker und P. Lotz, Journ. Amer. Chem. Soc. 48, 2497, 1921. 

D M. Thiesen, Zeitschr. f. Instrkd. 1 , 114, 1881. 

Kretz, Dinglers Journ. 190, 16, 1868. 



Flüssigkeitsmîinoineter. Kolbftnmanoiueter. 
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§9. 

keiten geeigneten spezifischen Gewichtes füllt. Ist die zwiechen A und B 
herrschende Druckdifrerenz a ram Wassersàule, so ist die beobachtete Verschiebung ï; 
der Stelle S 

a 

v = -- ^ 1 

00 ~ + Q (Qa + Ob) 

wo und die Dichten der beiden Flüssigkeiten , q und Q die Quersobnitte 
des U-Rohrea und der Krweiterungen sind. Durch pasaende Wahl der Flüsaig- 
keiten (z. B. Terpentinôl, Alkohol-Wasaer-Gemisch) kann die Verschiebung v aehr 
groB gemacht werden. 

Hàufig benutzt man zur Messung kleiner Drucke auch eine sogenannte 
Barometerprobe, d. h. ein abgekürztes Barorneter, wie es in Fig. 1045 dar- 
gestellt ist. 

Bei sehr kleinen Drucken bzw. Druckdifferenzen sind die gewobnlichen 
Flüssigkeitsrnanometer zur Messung nicht geeignet, da die Verschiebung der 

Fig. 104;:J. Fig. 1044. 



Flüssigkeitssaule zu gering ist, um eine genaue Ablesung zu gestatten. Neigt 
inaii das Rohr aber gegen die Vertikale, so entspricht einer kleinen Hôben- 
differeuz eine grôCere Verschiebung des Flüssigkeitsspiegels làngs des Robres. 


Die auf dieser Überlegung beruhende Toeplersche 
Drucklibelle ist in Kap. X, § 15 nàher beschrieben. 

Fin anderer Apparat zur Messung kleiner 
Druckdifferenzen ist in Fig. 1046 abgebildet. 

Das aus zwei kommunizierenden Kaminern be- 
stehende Gefàû ist durch aufgelegte Glasplatteii, 
deren hintere eine Skala tràgt, versclilossen. Die 
Rôhren r und / führen zu den Ràumen, deren 
Druckdiflerenz gemessen werden soll. Mittels zweier 
Mikroskope beobachtet inan von vorn die Stellung 
der Quecksilbermenisken oder besser die der Mitte 


Fig. 1046. 



Manometer zur Messung 
kleiner Druckdiffei*enzen 
nachThiesen und Scheel. 


zwischen der nâchsten âichtbaren Teilungslinie und ihrem Spiegelbild ira 


Quecksilber. Ftwaige Uiisyminetrieen des Apparates, die die Ablesung fâlschen 


1) M. Thiesen und K. Soheel, Zeitschr. f. Instrkde. 21, 175, 1901. 
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kônnten, eliminiert man durch zwei Messuligen, bei denen durch Vertauschung 
der Zuleitungen r und r' auch die Einstellungen in den beiden Kammern 
vertauscbt werden. 

Ein von Rayleigh*) angegebenes Manometer fur kleine Druckdiffereiizen 
ist in Fig. 1047 dargestellt. 

Der ganze Apparat ist um eine senkrecht zur Zeichenebene stehende 
Achse drehbar. Er wird zunâchst, wâhrend in beiden GefàÛen der gleiche 
Druck herrscht, so eingestellt, daC die beiden 
Spitzen Si und $2 gerade die Quecksilberober- 
dache berühren, welche durch ein bei A ange- 
schlossenes VorratsgefâÛ reguliert werden kann, 
Werden die bezüglich ihres Druckes zu ver- 
gleichenden Râume bei rj und rj angeschlossen, 
so muC, damit wiederum beide Spitzen die Ober- 
flàche gerade berühren, der Apparat etwas 
geneigt werden. Die hierzu erforderlicheDrehung 
làOt sich, eventuell mit Spiegelablesung, sehr 
genau bestimmen und aus ihr die gesuchte 
Druckdifferenz ermitteln. Eine Abânderung 
dieses Apparates, durch die auch eine Erweiterung des MeQbereiches erreicht 
wurde, ist von Scheel und Heu se*) angegeben worden. Die Mefigenauigkeit 
kann noch dadurch erhôht werden, daÛ die Feststellung der Berührung der 
Quecksilberoberflâche durch die Spitzen vermittelst Schliefiens eines elek- 
trischen Kontaktes erfolgt®), 

Für die Messung auQerordentlich kleiner Druckdifferenzen, bei denen eine 
Verschiebung der Flüssigkeitsoberflâchen nicht mehr meCbar ist, kann man 
in der Weise verfahreu, daC inan in einem Flüssigkeitsfaden kleine Teilchen 
zum Schweben bringt, deren Bewegung (eventuell mit einem Mikroskop) beob- 
achtet werden kann*). Eine DruckdifEerenz auf den beiden Seiten desFlüssig- 
keitsfadens macht sich durch eine Verschiebung der Teilchen bemerkbar. — 
Noch empfindlicher laOt sich dieses Manometer dadurch machen, daQ man 
Bchwebende Teilchen nicht in einer Flüssigkeit, sondern in einem Gase beob- 
achtet®) (z. B. Rauchteilchen) und aus ihrer Bewegung auf die Drucke schliefit. 
Auf diese Weise kann man bei Drucken von der Grôfienordnung einer Atmo- 
sphâre noch Druckànderungen bis 10~®mm Quecksilber messen. 

Die Ablesung der Hôhe der Flüssigkeitssawlen erfolgt entweder, wie 
schon bei Gelegenheit des in Fig. 1047 gezeichneten Manometers besprochen 
wurde, mit feinen Spitzen oder, wenn nicht àuCerste Genauigkeit erstrebt 
wird, durch Ablesen an einem hinter dem Manometer angebrachten MaUstab, 
der oft, um Parallaxe zu vermeiden, auf einen Spiegel geritzt ist. Genauer 

*) Lord Rayleigh, Zeitschr, f. phys. Chem. 87, 713, 1901. 

*) K. Scheel und W. Heuse, Zeitschr. f. Instrkde. 29, 344, 1909. 

8) Z. B. E.Hering, Ann. d. Phys. 21, 319, 1906; vgl. auch W. Gaede, Habili- 
tatioDSSchrift, Freiburg i. B. 1910. 

*) F. Michaud, Ann. de phys. 17, 382, 1922. 

O. E, Frivold, Physik. Zeitschr. 22, 605, 1921. 


Fig. 1047. 



Manometer zur Messung kleiner 
DruckdifFerenzen nach Rayleigh* 



§9. 


Plüssigkeîtamanometer. Kolbenmanometer. 


1231 


wird die Messung durch Benutzung eines Kathetometers. Eine exakte Ablesuog 
kann auch dadurch erreicht werden, daÜ ringfôrmige Visiere um die Mano- 
meterrôhre geschoben und so eiogeetellt werden, daH die Flüssigkeitsoberfl&che 
und der untere Visierrand sich gerade tangieren') (vgl. z. B. Fig. 1059, 
S. 1239). 

Bei den meisten Ablesungen an FluHsigkeitsmanometern ist die in 
manchen Fâllen sehr betrâchtliche Einwirkung der Kapillaritât zu bertick- 
sichtigen. Diese ruft eine Krümmung der Oberflâcbe hervor, die, je nachdem 
die Flüssigkeit die Robrvvànde benetzt oder nicht, nach oben konkav bzw. 
konvex ist. Man stellt immer auf den Scheitel des Meniskus, also beim 
Quecksilber (Kapillardepression) auf die obéré, bei den meisten anderen 
Flüssigkeiten auf die untere Tangentialebene des Meniskus ein. In jedem 
Falle tritt zu dem Druck der Flüssigkeit noch der Einfluû der Kapillar- 
wirkung hinzu. Dieser ist sehr schwer genau zu berücksichtigen. Ara besten 
ist es, die Manometer so zu konstruieren, daÛ die Messung an Stellen erfolgt, 
wo die Rohrweite so betràchtlich ist, daC die Oberflâcbe als eben betrachtet 
werden kann. Dies ist nicht immer môglich; denn z. B. bei Quecksilber 
betràgt die Kapillardepression bei 15 mm Rohrweite noch etwa 0,1mm. Für 
engere Rôliren wàchst sie stark an. Wàre die Dépréssion bei gleicher Rôhren- 
weite immer dieselbe, so kônnte sie in Recbnuug gebracbt werden; sie hângt 
abei* aufler von der Rohrweite noch von der Hôbe des Meniskus ab, die ihrer- 
seits wiederum durch die Art der Wand- und Flüssigkeitsoberflâche sowie 
durch das darüber beflndlicbe Gas bestimmt ist. Làflt sich die Hôbe des 
Meniskus ermitteln, so kann für Quecksilber aus Tabellen^) der Wert der 
Kapillardepression wenigstens angenâhert entnommen werden, weun auQerdem 
noch der innere Rohrdurchmesser bekannt ist. 

b) Kolbenmanometer. Bei den bisher beschriebenen Manometern 
wurde der Druck durch das hydrostatische Gewicht einer Flüssigkeitssaule 
gemessen, die ihm das Gleichgewicht hait. Zur Messung hoher Drucke ist 
aber, selbst bei Verwendung des schweren Quecksilbers, eine sehr grofle Hôhe 
der Flüssigkeitssaule erforderlich. Um diese zu verrneiden, hat man Mano- 
meter konstruiert, bei denen nicht das Gewicht einer Flüssigkeit, sondern das 
eines festen Kôrpers dem zu messenden Druck das Gleichgewicht hait. Bei 
diesen Manometern (Kolbenmanometern oder Druckwaagen) wird der Druck 
durch eine Flüssigkeit auf eineu Kolben von bekanntem Querschnitt über- 
tragen, der in einem senkrecht stehenden Zylinder frei beweglich ist. Durch 
Gewichte, mit denen dieser Kolben belastet wird, kann die Grôûe des Druckes 
gemessen werden; und zwar dadurch, daC so lange Gewichte aufgelegt werden, 
bis der Kolben seine Stellung beibehàlt. Die Dichtung des Kolbens gegen 
den Zylinder erfolgt bei verschiedenen Ausführungsformen in verschiedener 
Weise; teils dadurch, dafl eine zàhe Flüssigkeit zur Übertragung benutzt 
wird, die nur ganz langsam an dem Kolben vorbeitritt, teils durch Leder- 

D Über andere Ablesemethoden vgl. z. B. K. Pry t z, Ann. d. Phys. 16, 735,1906. 

*) Z. B. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik. 
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dichtungen. Zur Verringerung der Reibung kann der Kolben in Rotation 
versetzt werden. Um bei der Messung sehr hoher Drucke die Verwendung 
sehr g^oBer Gewichte bzw. sebr dünner Kolben zu vermeiden, lâiSt man die 
Gewichte indirekt durch Vermittlung eines Hebels auf den Kolben wirken, 
[z. B. bei der Stûckrathschen Druckwaage] *). Auf andere Weise kann dasselbe 
dadurch erreicht werden, daC man den zu messenden Druck nach dem Prinzip 
einer umgekehrt wirkenden hydraulischen Presse reduziert [Desgoff esches 
oder Amagatsches Manometer] *). Wirkt der Druck p auf einen Kolben vom 
Querschnitt q, und drückt dieser Kolben auf einen grô8eren Kolben vom 
Querschnitt Q und dieser wiederum auf eine Flüssigkeit, so herrscht in dieser 


Dieser Druck kann leichter, unter Umstanden mit einem 


P • U 

der Druck ^ - 

V 

Quecksilbermanometer, ermittelt werden. Zur Festlegung des Wertes von p 
muÛ Alto q!Q bekannt sein. Dies wird entweder durch direkte Ausmessung 
oder bei nicht zu groCen Drucken durch Vergleich mit einem Quecksilber- 
manometer bestimmt. Bei hôheren Drucken muÛ die Deformation von Kolben 
und Zylinder berücksichtigt werden 3). 

Eine Verringerung der zur Messung hoher Drucke erforderlichen Gewichte 
làÛt sich auch durch Verkleinerung des Kolbenquerschnittes erzielen; jedoch 
ist dem durch die notwendige Stabilitât eine Grenze gesetzt. 
Diese ist aber durch Verwendung von Differentialkolben 
sehr stark zu erweitern. Bei dem schematisch in Fig. 1048 
dargestellteu Differentialkolbenmanometer wirkt der Druck 
durch eine im Hohlraum h beiindliche durch b mit dem zu 
messenden Druckraum kommunizierende Flüssigkeit auf die 
beiden miteinander verbundenen Kolben Kj und Die 
beiden Kolben haben verschiedenen Querschnitt, und 
wirksam ist infolgedessen uur die Differenz der Quer- 
also ein solches Instrument ein Manometer mit sehr 


Fig. 1048. 



Schéma eincs Ditîe- 
rentialkülben- 
manometers. 


schnitte, so daC 
dünnem Kolben ersetzen kann. 


§ 10. Elastische Manometer. Für viele Zwecke bat es sich als 
praktisch erwiesen, den zu messenden Druck nicht, wie bei den bisher be- 
schriebenen Manometem, durch ein Gewicht zu kompensieren, sondern ihn 
durch die elastischen Kràfte zu messen, die beim Deformieren der Gefaü- 
wandungen durch den wirkenden Druck auftreten. Man benutzt meist die 
Deformationen von Platten oder von gebogenen Rôhren *). Das Prinzip der 
letzteren (Bourdonsche Federn) ist folgendes: Eine aus dünnem Metall- 
blech hergestellte Rôhre von ovalem Querschnitt und der in Fig. 1049 an- 
gedeuteten Form wird ihre Krümmung àndern, wenn der Druck im Innern 

1) H. F. Wiebe, Zeitschr. f. Instrkde. 3Q, 206, 1910. 

D E. H. Amagat, Ann. de chim, et phys. 29, 70, 1893. 

3) Naheres vgl. z. B. P. P. Koch und E. Wagner, Ann. d. Phys. 81, 31, 1910, 
und L. Holborn, Ann. d. Phys. 54, 503, 1917. 

*) Über die Théorie derselben vgl. H.Lorenz, Physik. Zeitschr. 18, 117, 1917. 
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ein anderer ist als ira AuHenraum. Wird durch das Bôhrchen r Luft 
aus der Rôhre entfernt, so wird sie sich stârker krammen, uragekehrt 
streckt sie sich, falls der Innendruck grôlSer ist als der âuHere. Wird 
das eine Ende des Rohres festgehalten, so kann die Verbiegung des andern 
auf ein Zeigerwerk übertragen werden. Falls man den Apparat bei r luft- 
dicht verschliefit, so zeîgt er die Verânderungen des àuQeren Druckes an; 
andererseits kann er, wenn r mit dem Raum, in dem der Druck gemessen 
werden soll, verbunden wird, die Druckànderungen dieses Raumes gegen- 
über dem AuHenraum angeben. Statt einer solchen einfachen Bourdon- 
feder kann man, wenn es sich um Messungen sehr kleiner Drucke handelt, 
eine spiralfôrmig gewundene (vgl. Fig. 1050) benutzeu, deren Drehung — 
eventuell mit einem Spiegel — festgestellt wird. 




Fig. 1051 zeigt ein solches Instrument mit einfacher Feder, das wohl 
keiner Erl&uterung mehr bedarf. Die Eichung erfolgt empirisch mit Quecksilber- 
oder andern Manometern. Derartige Instrumente werden speziell fûr technische 
Druckmessungen sehr hâufig verwandt. 

Nach dem Prinzip der Bourdonfeder ist von E.Ladenburg undLehmann 
ein Manometer aus Quarzglas konstruiert worden i). Dies bietet hauptsàchlich 
den Vorteil, daH es gegen chemische Eindûsse der Gase, deren Druck gemessen 
werden soll, weitgehend uuempfindlich ist. Die erreichbare Empfindlichkeit 
lâdt sich durch Spiegelablesung vergrofiern, aber kaum hôher als bis 10~* mm 
bringen. 

Wie schon erwâhnt, lassen sich auçh die Durchbiegungen von Platten, 
die einen Teil der Wande des DruckgefàOes bilden, zur Druckmessung ver- 
wenden^). Von Scheel und Heuse^) ist ein empfindliches Instrument nach 
dieser Méthode konstruiert worden, das sehr kleine Druckdifferenzen (bis zu 

£. Ladenburg und £. Lehmann, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. S, 20, 
1906; auch M. Bodenstein, Chem. Ber. 51. 1640, 1918. 

JBetreffs eines Membranmanometers aus Quarz vgl. auch H. Braune, 
Zeitsohr. f. phys. Chem. 102, 480, 1922. 

K. Soheel und W. Heuse, Zeitschr. f. Instrkde. 29, 14, 1909. 

Mttller'Pouillet I, 2 . 11. Aufi. 
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10~^inm) zu messen gestattet; die Messuiig der Plattendiirchbiegung erfolgt 
mit einer eiiipfiudlichen Interferenzmethode. 

Betreffs einer andern Form eines Membranmanometers sei noch auf das 
spàter (§ 23) beschriebene Barometer von Vidi hingewieseii. 

Ein Meinbranmanometer ist auch das Kdiiigsche Flammeiiinanometer, 
bei dem die zu messenden Druckschwankungen (z. B. Schallschvvingungen) 
durch eine Membran auf einen Leuclitgasstrom übertragen vverden. Fine durch 
diesen gespeiste Flamme gibt dann die Druckschwankungen durch entsprechende 
Làngenanderungen wieder ’). 

§ 11. Widerstaiidsmauoiiieter. Nur fur sehr hohe Drucke anwendbar 
ist ein© Méthode, welche die Abhaugigkeit des Widerstandes eines Metalles 
vom auCeren Druck zur Messung desselben verwendet. Man 
benutzt hierzu Metalle, deren Widerstand môglichst wenig 
temperaturabhangig ist, und übertràgt deii Druck durch eine 
Flüssigkeit auf den Kôrper, dessen Widerstand.sânderungen 
bestimmt werden sollen. Da diese sehr klein sind, so sind 
sehr genaue Widerstandsmessungen erforderlich *). 

§ 12. Kompressioiisniaiiomcter. Fine Reihe von 
wichtigen MeCmethoden sowohl fur groÜe wie aucli für kleine 
Drucke beruht auf der Anwenduug des Boyle-Mariotte- 
schen Gesetzes. Ein für grôfiere Druck© verwendbares Mano- 
meter zeigt Fig, 1052. Bei diesem wird ©in bestimmtes Gas- 
volumeu von einer Sperrflüssigkeit (Quecksilber), auf welche 
der zu messende Druck wirkt, je nach der GrôCe desselben 
mehr oder weuiger komprimiert. Durch den Kanal a ver- 
breitet sich der Druck in den Rauin h. In demselben steht 
ein mit Quecksilber gefülltes Gefati, in welches eine mit Luft 
gefùllte Glasrôhre eintaucht. Der Druck treibt das Queck- 
silber in das Rohr, wodurch die eingeschlossene Luft kom- 
primiert wird. Wenn sie auf ’ ■ 2 ? V 4 nsw. ihres ursprüngliclien 
Volumeus zusammengedrückt ist, so übt sie einen Überdruck 
von 2, 4 usw. Atmosphàren aus, Da mit hôheren Drucken die 
Ablesegenauigkeit kleiner wird, benutzt man haufig Glasrôhre, 
die sich nach oben zu verjungen, so daû eine gleichinaÜige Ab- 
Kompressions- lesegenauigkeit ermoglicht wird. Bei groCen Drucken müssen 
'hohe^Dnicke* Abweichungen des komprimierten Gases vom Boyleschen 
Gesetz berücksichtigt werden. 

Zur Messung sehr kleiner Drucke wird sehr haufig das nach Mac Leod 
genannte Kompressionsmanometer benutzt, dem ebenfalls das Boylesche 
Gesetz zugrund© liegt. Im Gegensatz zu dem eben beschriebenen Manometer, 

1) R. Ko ni g. Quelques expériences d’acoustique, Paris 1882. 

F. Lisell, Diss. Ûpsala 1902 uud P. W. Bridginan, Proc. Nat. Ac. Sc. 8. 
10, 1917. 
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§ 12 . 

bei dem man das Volumen einer konstanten lienge Gas mifit, wird bei 
diesem Apparat ein bestimmtes Volumen des Gases, dessen Druck gemessen 
werden soll, durcb Quecksilber abgesperrt und soweit komprimiert, bis der 
Druck deutlich mefibar ist. Aus dem Werte dieses Druckes und dem Kom* 
pressionsverhaltnis, das bekannt sein muO, kann der unbekannte Gasdruck 
ermittelt werden. 

Fig. 1053 zeigt ein solchea Manometer. Die Glasbirne deren Volamen V 
genau bekannt ist, kommuniziert durch das Hohr R mit dem Raum, dessen Gas- 
druck gemessen werden soll. Nach oben ist an die Birne eine kalibrierte Kapillare K 
angesohmolzen ; durch das Rohr n, welches mindestens Barometerhôhe haben muQ, 
st^t B mit einem QueeksilbergefâJB G, welches gehoben und gesenkt werden kann, 
in Verbindung. Ist das Gefaû G* soweit gesenkt, dafi das Quecksilber unterhalb 
der Offnung o steht, so herrscht in B derselbe Druck wie in dem zu messenden 


Fig. 1054. 



Kompressionsmanometer für niedrige 
Drucke (MacLeod). 


Abgekürztes MacLeod sches 
Manometer. 


Raum. Durch Heben von G steigt das Quecksilber in B hoch und sperrt in der 
Birne B ein bekanntes Gasvolumen V ab. Durch weiteres Heben von G wird dies 
Gas in die Kapillare zusammengedrûckt, bis sein Druck so gro3 geworden ist, dajQ 
er durch eine Hôbendifferenz des Quecksilbers in dem Rohr r und der Kapillare 
mefibar ist. Ist diese Differenz k und ist das Volumen der Kapillare, in welches 
das Gas zusammengedrûckt ist, r, so ist der unbekannte Gasdruck h>vlV. Die 
Teilung des Rohres R in ein weiteres und ein engeres r, welches denselben Durch- 
messer wie die Kapillare hat, ist zu dem Zwecke vorgenommen, um den ËiniluB 
der Kapillardepression auf die Messung von h zu vermeiden. Zur VergrôAerung 
des Menbereiches des Apparates verwendet man hâufig Kapillaren, die in bekanntem 
Verhâltnis abgestuft sind. Das Mao Leodsche Manometer bietet die M^liohkeit, 
Drucke bis zu sehr kleinen Werten (10— 7 mm) zu messen. Wie aus derWirkungs- 
weise des Instrumentes hervorgeht, zeigt es den Druck des (^uecksilberdampfes 
nicht an, da dieser im Apparat immer gesaitigt ist. Kbenso ist es zur Messung 
des Druckes leioht kondensierbarer Gase nicht brauchbar, Über die Fehlerquellen 

78 * 
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dieses Manometers und deren Vermeidung liegt eine Reihe von Untersuchungen vor^). 
Fûr spezielle Zweoke ist es vielfach abgeândert worden, besonders bat man ver- 
sucht, ihm eine môglicbst bandliche Form zu geben^). Fine solcbe, bei der das 
lange Robr n dadurcb vermieden wird, daH ûber dem QuecksilbergefâH O ein luft- 
verdûnnter Raum (z. B. mit einer Wasserstrablpumpe) erzeugt wird, zeigt Fig. 1054. 

Man bat aucb das MaoLeodsche Manometer mit andern Manometern kom- 
biniert, und zwar in der Weise, dafi man den Druck des abgesoblossenen kom- 
i^imierten Volumeiis, wenn derselbe zur direkten Messung zu klein ist, auf anderm 
Wege feststellt. [Durcb Warmeleitung •’’) (§ 13) oder durcb elektrisobe Ent- 
ladungen^) (§14)]. Man kann auf diesem Wege den MeUbereiob des Instrumentes 
bis etwa 10— lOmm erweitern. 

§ 13. Manometer für sehr kleine Drucke. Die weiteren nocb zu 
besprecbenden Methoden der Druckmessung beruben auf den GesetzmaCig- 
keiten, denen die Gase bei kleinen Drucken folgen, und sind infolgedessen 
aucb nur zur Messung geringer Gasdrucke®) braucbbar. Die T^heorie dieser 
MeCmetboden ist in Band III, 2 dieses Bûches bebandelt. Hier sollen nur die 
priniipiellen Grundlagen der einzelnen Methoden erwàhnt werden, wâhrend 
die genaueren Einzelheiten der verschiedenen Konstruktionen bei den ange- 
gebenen Literaturstellen nachgeseben werden kônnen. 

Eine Reihe von MeBmethoden ist auf Grund der Gesetze der Gasreibung 

entwickelt worden. Bei dem Manometer von Hogg®) mifit man die Dàmpfung, 

die eine in dem Gase schwingeude Scheibe erfàhrt und benutzt das Abklingen 

der Schwingungsamplitude als MaB für den Druck des um- 

gebenden Gases. Hâufiger als dieses Instrument ist das von 

Langmuir^), Haber und Kerscbbaum^) angegebene Quarz- 

fadenmanometer benutzt worden. Bei diesem wird aus der 

Dàmpfung, die ein schwingender Quarzfaden in dem Gase, 

dessen Druck gemessen werden soll, erfàhrt, auf den Druck 

des Gases gescblossen. Die Konstruktion geht aus Fig. 1055 

hervor. In die Kuppe eines Glasrohres ist (mit Hilfe von 

Zwiscbenglàsern mit abgestuften Ausdebnungskoeffizienten) ein 

dünner Quarzfaden F eingescbmolzen. Dieser Faden wird 

Quarzfaden- durcb leichte Schlàge an die Glaswand in Schwingungen ver- 
manometer. ^ o o 

setzt und das Abklingen der Ainplituden beobachtet Ein 
grofier Vorteil dieses Manometers ist der, daB es keine Metallteile entbâlt, 
welcbe bei hobem Vakuum Gas abgeben kônnten, und daB es sebr wider- 
standsfàbig gegen cbemische Ëinwirkungen ist. 

Ëbenfalls auf der Gasreibung und ihrer Verànderlichkeit mit dem Druck 
(bei geringen Werten desselben) beruht ein von Langmuir ^) angegebenes Mano- 
meter. Bei diesem sind in einem GefàB zwei runde Scbeiben in geringem 


D K. Scheel und W. Heuse, Verh. d. Deutsch. Pbys. Ges. 10, 785, 1908 und 
11 13 1909. 

*) Zum Beispiel H. J. Reiff, Zeitscbr. f. Instrkde. 84, 97, 1914. 

S) A. H. Pfund, Phys. Rev. 18, 78, 1921. 

D H. Stintzing, Zeitscbr. f. pbys. Chem. 108, 70, 1924: 

^) Siebe aucb § 12. 

«) J. L. Hogg, Proc. Am. Ac. 45, 3, 1909. 

D I. Langmuir, J. Am. Chem. Soc. 85, 1907, 1913. 

») F. Haber und F. Kerscbbaum, Zeitscbr. f. Elektrochem. 20, 296, 1914. 

*) I. Langmuir, Phys. Rev. 1, 337, 1913. 


Fig. 1055. 
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Abstand übereinander angebracht. Von diesen kann die untere in schnelle 
Rotation versetzt werden, die obéré ist an einem Quarzfaden aufgebàngt. 
Rotiert die untere Scheibe, so wird je nach dem Gasdruck in dem GefaB durch 
die Reibung der Gasmoleküle ein mehr oder minder groBes Drehmoment auf 
die obéré Scheibe übertragen, welche sich dementsprechend um einen mehr 
oder minder groiSen Winkel drehen wird. Die Grôfie dieses Winkels, welche 
(eventuell mit Spiegelablesung) gemessen werden kann, ist ein MaQ für den 
Gasdruck. Dies Instrument gestattet Druckmessung bis zu Drucken von 
10“’ mm herab. 

Auf Grund seiner üntersuchungen über das Verhalten der Gase bei 
geringen Drucken i) hat Knudsen ein „ab8olutes Manometer“ konstruiert. 
Die Wirkungsweise desselben beruht darauf, dafi zwei Platten, die, auf 
verschiedener Temperatur befindlich, sich in einem Gase von geringem Druck 
einander gegenüberstehen, mechanische Krâfte aufeinander ausüben. Denn 
die Moleküle, welche von der Oberflache der heiÛeren Flatte reflektiert werden, 
haben im Durchschnitt eine grÔÛere Geschwindigkeit als die von der kâlteren 
zurückgeworfenen. Diese Geschwindigkeitsdifferenz ruft eine Bewegung der 
Platten hervor, durch deren Messung der Gasdruck ermittelt werden kann. 
In Band III, 2 dieses Bûches ist die Théorie dieses Manometers behandelt; dort 
sind auch einzelne Konstruktionsbeispiele angeführt. Auf àhnlichen Über- 
legungen wie das Knudsensche Manometer beruht eine Reihe anderer Mano- 
metertypen *). 

Da bei geringen Drucken das Wârmeleitvermôgen eines Gases, ebenso 
wie seine Reibung, voin Drucke abhângig ist, kann auch eine Messung der 
Wàrmeleitfahigkeit zur Druckbestimmung verwandt werden. Auf diesem 
Gedanken beruht das Manometer von Pirani^), das spater von Haie*) ver- 
bessert worden ist®). In dem Gase, dessen Druck bestimmt werden soll, wird 
ein dünner Draht ausgespannt und durch elektrischen Strom auf eine gegen 
die GefàÛwânde erhôhte Temperatur gebracht. Der vom Draht zu den 
Wànden ühergehendeWàrmestrom hângt vom Druck des umgebenden Gases ah. 
Je grôCer derselbe ist, um so mehr wird der Draht gekühlt werden, um so mehr 
wird sein elektrischer Widerstand abnehmen. Durch Messung des Drahtwider- 
standes kann also auf den Druck des umgebenden Gases geschlossen werden. 
Die Ëichung solcher Manometer erfolgt meist empirisch; die MeOgenauigkeit 
ist sehr groÛ und gestattet Druckmessungen bis zu 10“’ mm herab. 

Ebenfalls auf der Wirkung der mit dem Druck variierenden Wârme- 
leitung beruht ein bei Heraeus konstruiertes Manometer. Bei diesem wird 
von einem Wàrmestrahler (Glühlampe) ein Thermoelement, welches in dem zu 
untersuchenden Gase angebracht ist, durch Strahlung erwàrmt. Die Tem- 
peratur, die dieses Elément annimmt, und entsprechend die von ihm erzeugte 
Thermokraft hângt von der Wàrmeleitfahigkeit des umgebenden Gases ab. 

i) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 82, 809, 1910. 

D Vgl. die S. 1226 angegebenen Bûcher. 

8) M. V. Pirani, Verh. d. Deutsoh. Phys. Ges. 8, 686, 1906. 

*) C. F. Haie, Trans. Am. Electroohem. Soc. 20, 243, 1911. 

Nâhere Angaben auch bei M. Knudsen, Ann. d. Phys. 88, 385, 1927. 
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Diese Thermokraft kann also ziir Messung des Druckes verwandt werden. 
Âhnliche Manometer sind von Voege *) und Rohn^) angegeben worden. 

§ 14. Elektrische Manometer. Die letzten noch zu besprechenden 
Methoden der Druckmessung beruhen auf der Beobachtung von elektrischen 
Entladungsvorgàngen in Gasen. Legt man an ein nicht zu enges zylindrisches 
Glasrohr, in das zwei Elektroden eingeschmolzen sind, die Spannung eines 
mittelgrofien Funkeninduktors, so ist von einem Gasdruck von etwa 4 cm ab- 
wàrts eine leuchtende Entladung zu beobachten. Das Aussehen dieser Ent- 
ladung erlaubt unmittelbar einen Schlufi auf die Grôfienordnung des in dem 
Gefafi herrschenden Druckes zu ziehen ®). 

Bei sehr geringen Drucken (unterhalb 10~®mm) setzt die selbstàndige 
Entladung aus. Durch Scbaffung künstlicher Elektronenquellen (Glühdraht 
U. à.) ist aber auch bei diesen und noch erheblicb kleineren Drucken ein 
Stromübergang zu erzielen. Aus der Messung der Stârke des flieÛenden 
Stromes, welche vom Druck des Gases sehr wesentlich abhângig ist, kann auf 
die GrôÜe dieses Druckes geschlosseu werden. Man kann mit solchen „Ioni- 
sationsmanometern** noch âuCerst geringe Drucke bis zu Werten von 10“'® mm 
herab nachweisen 8). 

B. Barometer. 

§ 15. Atlgemeines. Wie bereits oben erwâhnt, bezeichnet man die- 
jenigen Manometer, welche speziell zur Messung des atmosphàrischen Luft- 
druckes dienen, als Barometer. Wegen der groOen Bedeutung der Barometer 
sollen diejenigen Manometerformen, welche als Barometer Verwendung finden, 
in den folgenden Paragrapben gesondert behandelt werden. Es kommen bierfür 
im wesentlichen spezielle Formen der Flüssigkeits- sowie der Metall manometer 
(vgl. § 9 und 10) in Frage. 

§ 16. Gefâfibarometer. Dies Instrument ist dem ursprünglichen 
Torricellischen Versuche (vgl. Kap. X, S. 1029) entsprechend gebaut. Seine 
einfachste Form ist in Fig. 1056 dargestellt. Der Luftdruck wird durch die 
HôhendifFerenz zwischen der unteren Quecksilberoberflàche und der Queck- 
silberkuppe in der Rohre gemessen. 

Um die eigentlich in jedem Falle notwendige Messung beider Oberflâchen 
tu umgehen, hat man bei raanchen Konstruktionen das untere Gefâfi so groU ge- 
macht, dafi die durch die Luftdruckschwankungen auftretenden Schwankungen der 
Hôhe seines Spiegels unterhalb der Me3genauigkeit des Apparates bleil^n. In 
diesem Falle genûfft die Ablesung des Quecksill^rstandes im Rohr zur Messung. 
In anderer Weise hat man die doppelte Hôbenmessung dadurch umgangen, daü 
man die verànderliche Hôhe des Quecksilbers im unteren GefâJS aus dem Durch - 
messerverbàltnis zwischen Gefafi und Rohr berechnet hat. Dm die Rechnung zu 
vermeiden, benutzt man haufig Instrumente, bei denen die Teilung, an der der 
^ecktilber stand abgeleseu wird, in dem angegebenen Verhaltnis verkleinert ist 
[Fig. 1067]^). Eine sehr verbreitete Form des Gef&jQbarometers ist von Fortin an- 


W. Voege, Physik. Zeitschr. 7, 498, 1906. 

*) W. Rohn, Zeitscbr. f. Elektrocbem. 20, 689, 1914. 

^) N&beres siebe z. B. in den Seite 1225 angegebenen Bûchern. 

^) Die Fig. 1057 und 1066 sind mit freundlicher Erlaubnis des Yerlags Gustav 
Fischer, Jena, dem Handbuch der Naturwissenscbaften Bd .1 entnommen. 
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çregeben worden. Fig. 1058 zeigt den unteren, Fig. 1059 den oberen Teil und 
Fig. 1060 das ganze lustrument eamt Stativ. 

Der liodeii des QueckailbergefàBes, das in Fig. 1058 dargestellt ist, wird durch 
eineu Lederbeutel gebildet, gegen wcdchen von unten her der abgerundete Kopf 
der Schraube .s drückt. Duruh eine Drehnog der Schraube .s wird also der Queck- 
silberspiegel gehoben oder gesenkt. Am Deckcl des Gefàûes ist ein Stift r befestigt, 
dessen untere Spitze der Nullpunkt der liaroineterskala ist. Durch Drehen der 
Schraube .s ist es moglich, dieOberHâche des Quecksilbers gerade so hoch zu heben, 
daü sie die Spitze des Stiftes berührt, d. h. dalî sie genau arn NuJlpunkt der Skaia 
steht. Ist diese Kinstellung gescbehen, so kann der 
Baroiueterstand ohne weiteres an der Stellung der 
Queckailbeikuppe abgelesen werden. Dies geschieht 
mit der in Fig, 1059 gezeicbneten Vorrichtung. Mau 
stcllt die Messinghülse a a, welche auf dem Baro- 
i-'ig. ^ ^ meterrohr verschiebbar ist, so ein, daû die obéré Kante 

des Schlitzes, durch den man beobachten kann, gerade 
die Quecksilberkuppe taugiert. Zur genaueren Ab- 
lesung ist ein Nonius angebracht. Fin geeignetes Stativ 
mit cardanischer Aufhangung zeigt F’ig. 1060, Klappt 
man es zusainiuen, so bilden die Fühe ein Gehàuse, 
in welchem das Instrument verpackt und transportiert 
werden kaun. 


Fig. 1057. 


Fig. 1058. 


Fig. 1060. 



îctü IjliaroincUT. 


iinterrr Teil obérer Teil 

Getalibavonieter naeh Fortin. 


in 


Stativ 


§ 17. Heberbaroiiieter. liei diesen Barometern endigt das Baiometer- 
rohr nicht in eineiii (lefîili, sondern biegt unten heberfôrmig um und endet 
in eineiii kurzen Schenkel, wie es in Fig. 1062 dargestellt ist. An den Stelleii 
der unteren und oberen Quecksilberkuppe muÜ das Rohr, um den EinfluÛ der 
Kapillardepression môglichst zu vermeideu, gleichen Durchniesser haben. F^alls 
dies vollkoinmen erreicht würde und die 'remperatiir ganz konstant bliebe, so 
würde bei Schwaiikungen des Luftdruckes das Quecksilber in dem einen 
Schenkel um ebensoviel steigen, wie es im andern fallt; es würde also eine 
Ablesung an einer Kuppe genügen. Da aber die beiden Voraussetzungen nie 
erfüllt sein kônneu (vgl. S. 1231 und 1242), so ist die Beobachtung beider 
Kuppen unerlaülicb. 



i iiu " n.Jo!fius;fiihi'ür(a:oB üb<M- lynRputnpcn nnd Afyparatt» iihw. is.îp. \IN t-. 


: m-i, Dios gesc'.liieht boi (,îf‘ti ein^.elnen Kont>tr‘ikt irustn .b-r 



lleborbarouieter in verschiedener, aber nieist 

W<‘i8H. lOGl zeigt oin solches baufig ht^nutztos In di uru.-ti'. 

tig. 1062 steüt eiue von Ga.)’ -Ijusisac an.Lrogel>«n.io I'otü! *1. • 
liKronuiters dur. I)f*r oiïeno Schenkeî bat nur dio kapillare * Ml 
nuiig groS genug, tirn Luft fr*}i eintreten zu îa^^son, ttber zu Isît-Mri, 
al? (iaU das Q.uoeksilber auslaufen konnfe Man haï iladuroh 
dcn Vorteil, daii das Queckjsiibor gegon ({as KindringtMt vi>n Staub u>'\ 
geschützt bt, «nd fenier den, daü inuii oh ion-ht rransportiJ-rou 
kaim; derm seîbst bei vOlIigert) Umkeîirrn (Kig. inb.'h kaim kom 
Quecksilher au h la uf en. Oainit inan das Barouîcter wiedcr in fii<* 
lua'inale Sledung bringen kariti, obne daü !,ufî. in don innuoTon 
-Schctikrti eintritt, bat Hunten die io Kig. 1001 alîgpbddetî" lun- 
ri(.d)tung getrolTen. Diese „Bunte nsche Spit.ze‘‘ ist oiiu' Art Inift 
ialie, welche anch sonst hiiufig Anwendung Hiniot. lîoi dou Gay- 
iiUssHcscheii Barornetern ist die Teilung ineist anf iias Glas irfiitzt. 


iiiin (eii-cli«- Sjtiîzc-. Gtfl^if.yi.fnü-iiiai'.îru'îî i 


^ 18. <»efÜl5h(*herbarometoi‘. JOier^e in^tninnnito vor- 
eiriigtoi die Vorteiie dcü GefàÜbaronieters mit deiH-ij tJo« itoOer 
barannetets. fBo (îefa 0 beberî)arorjieter heRiizeii vom léonin, 
schen ïimtrurnente den anhebbaren Bodeji. siud abor -hi, M 
duf)pr'lscherikiig, wie die Heîterbaroinoter. 

Fig. 1065 zeigt em soiebea InstruTnent tiacb donï 8 y:^trn! ‘G mm 
K ness^i)^ links die obei’e Hàîft^ï desselben mit iSkala uni >• 

, Huiletîn de l’Acad. ïmp, de St. Péter.sbourg, T. XX Vil I, s. i 
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§ 19. 

vorrichtung, rechts in etwas grôfierem Maûstab den unteren Teil, wobei durch 
teilweise Wegnahme der Wànde die Verbindiing der beiden Schenkel und die Ein- 
richtung des QuecksilbergefaÜes sichtbar geniacht aind. A und B sind die beiden 
Schenkel, in denen die Hohe der beiden Quecksilberkuppen bestimmt wird. Sie 
reichen beide in das GefàB (J hinein, dessen Boden mittels der Schraube G gehoben 
oder gesenkt werden kanii. Der Schenkel Ji kommuniziert mit der Atmosphaie 
durch einen Ansatz, wclcher durch die Schraube S verschlossen werden kann. 
Die Ablesung kann entweder mit einer aehr genauen Ablesevorrichtung \ an 
beiden Kuppen erfolgen, oder man stellt mittels der Schraube G die untere 
Quecksilberkuppe genau auf die llohe eines am Skalennullpunkt angebrachten 
Visiera ein und liest dann den Stand der oberen Kuppe ab. Das Instrument laüt 
sich 80 einstellen, daû inan es auf grôüere Strecken transportieren kann, ohne dali 
eine Neufüllung des liarometerrohrea erforderlich ist. 

Da diese Instrumente eine sehr genaue Ablesung gestatten und auch die 
in dein nàchsten Paragrafihen zu besjirechenden Korrektionen anzubringen 
erlauben, so werden sie haufig als „Normalbarometer“ benutzt^), an denen 
die Angaben anderer einfacherer Instrumente geprüft werden. 


§ 19. Prüfuiig der Barometer. üm mit den beschriebenen Queck- 
silberbarometern genaue Werte des Luftdruckes erhalten zu konnen, müssen 
die Instrumente eine Eeihe von Hedingungen erfüllen. 

Zunàchst ist zu prüfen, ob das t^uecksilber eine blanke Oberllache und einen 
wohlausgebildeten Meniskus zeigt, d.h. ob es ganz rein ist. Man benutzt zur 
Barometerfüllung entweder direkt, z. B. aus rotem Oxyd her- 
gestelltes Quecksilber oder solches, das uach den besten Reini- 1066. 

gungsmethoden gereinigt und destilliert ist'^). Schon ein Fehler 
von V76OO der Dichte des Quecksilbers genügt, um die An- 
gaben des Barometers um 0,1 mm zu fàlschen. 

Weiterhin muli über dem Quecksilber moglichst voll- 
kommenes Vakuum herrschen. Die 'l’orricellische Leere darf 
keine Spur von Gas oder irgendwelchen Diimpfen euthalten. Da 
aber am Quecksilber sowio an den Glaswandungen stets betriicht- 
liche Mengen Gas haften, muB das Barometerrohr nach dem 
Füllen stark erhitzt („ausgekocht“) werden. Die Gefahr, daiî 
das Hohr hierbei springt, ist ziemlich grol5; man hat darum 
eine Keihe von Kunstgril'fen ereonnen, um diese Gefahr moglichst 
zu vermindern^). Um das Auskochen nicht jedesmal, wenn durch 
einen Zufall Gas in das Vakuum gelangt ist, wiederholen zu 
müssen, ist eine Ueihe von Vorrichtungen angegeben worden, 
mit denen man das eiugedrungene Gas in eine abgeschlossene 
Gasfalle drangen kann. Fig, 1066 zeigt eine solehe. Durch 
Neigen des Barometerrohres drückt man mit dem Quecksilber 
das Gas iu die Kugel K] beim Wiederaufrichten «les Robres 
bleibt es in iC, weil ein zurückbleibender Quecksilberfaden die Luftfalle. 
Kugel vom Torricellischen Vakuum absperrt. Fig. 1067 
zeigt eine Gasfalle, wie sie in Uarometerrohren oft angebracht wird. Fig. 1007. 
Etwaige von unten eindringende, meist an der Glaswand hochsteigende 
Gasblasen fangcn sich in dem Raum R und gelangen nicht in das 
Vakuum. 

Die Vollkommenheit desVakuums kann zunàchst annàhernd da- 
durch geprüft werden, daû man das Instrument vorsichtig so neigt, 
dafi das Quecksilber mit màfiiger Stârke an das verschlossene Ende 
anschlâgt. Entsteht dabci ein heller klingender Ton, so ist dies ein 
gutes Zeichon; dagegen zeigt ein dumpfer Ton an, daC Luft vorhanden 
ist, welche den Stol3 elastisch aufnimmt. Man kann das Vorhandensein 
von Gas genauer auch auf anderem Wege feststellen, falls es môglich 
ist, bei dem betreffenden Barometer durch Hoben oder Senken des Luftfalle. 
Quecksilbers den Raum des Vakuums merklich zu verandern. Ilebt 





1) Über andere Normalbaroineter vgl. z. B. Winkelmann, Handb. der Physik. 
*) Nàheres hierùber vgl. z, B. Kohlrausch, Lehrbuch d. praktischen Physik. 
3) Sehr geeignet ist eine wohl zuerst von H. Wild (Repert. f. Meteorol. 2, 
115, 1872) verwaudte Méthode, bei der man das Quecksilber unter vermindertem 
Druck zum Sieden bringt und in das Barometerrohr hineindestilliert. 
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inan nâmlicb die untere Quecksilberkuppe um eine gewisse Hôhe (durch Heben 
des GefàlSbodens, Zufüllen von Quecksilber oder ahnliches), so muB, falls das Va- 
kuum-gut ist, die obéré Kuppe um dieselbe Hôbe steigen. Tut sie dies nicht, so 
ist das ein Zeichen, dafi Gas in das Vakuum eingedrungen ist; der hierdurch 
hervorgerufene Fehler làBt sich aber aus Druckmessungen bei verschiedener GrôBe 
des Torricellischen Raumes durch einfacbe Rechnung auf Gruod des Boyleschen 
Gesetzes ermitteln ^). 

Ein anderes Kriterium für die Güte des Torricellischen Vakuum s und für 
die GrôCenordnung etwa eingedrungener Gasmengen ist das Ausseben von elek- 
trisohen Entladungen, die man in dem Raume über dem Quecksilber erzeugt 
(vgl. § 14). 

Die Ablesung der Barometer geschieht in der früher bei den Mano- 
metern (§ 9) besprocheneii Weise mit môglichater Genauigkeit. Es ist 
praktisch, vor jeder Ablesung durch Heben des Quecksilbers oder Klopfen 
gegen das Instrument etwaige Einstellungsfehler, die durch Reibung des Queck- 
silbers an der Wand entstehen kônnen, zu vermeiden. Auch ist vor jeder 
Beobachtung darauf zu achten, daB das Barometer genau vertikal hàngt; sehr 
geeignet ist darum eine Aufhàngung, wie sie in Fig. 1060 abgebildet ist. 


§ 20. Korrektionen. Sind aile im vorigen Paragraphen angegebenen 
VorsichtsmaCregeln getroffen, so ist an dem abgelesenen Barometer stand 


noch eine Reihe von Korrektionen anzubringen. 

1. Es ist üblich, den Barometerstand auf 0®C zu beziehen, so dafi bei anderer 
Temperatur ahgelesene Werte auf 0" reduziert werden müssen. Dabei ist die Aus- 
dehnuDg des Quecksilbers und die Ausdehnung der Skala des Instruments zu be- 
rüoksichtigeii. Hat die Hôhe der Queeksilbersâule bei den Wert /i, so hat sie 

bei 0® den Wert Iiq — ^ Quecksilber den Wert 0,000 181 hat. Ist/3 

der Ausdehnungskoeffizient des Materials, aus dem die Skala hergestellt ist, so ist 
die beobachtote Hôhe noch mit l-f/ît zu multiplizieren. Beide Korrektionen zu> 
sarnmengefaBt ergeben für die Reduktion des Barometerstandes auf 0® die Formel; 


Ju = h 


1 « Û 


(hQ reduzierte Hôhe, h beohachtete Hôhe) 


oder, da a und ^ kleine GrôBen sind, 

= 7.[i 

Diese Temperaturkorrektion kann hàufig recht betrâchtlich werden; darum ist sehr 
darauf zu achten, daB man die Temperatur des Quecksilbers richtig bestimmt. Ein 
neben oder an dem Barometer angebrachtes Tbermometer ist vor stôrendeu Ein- 
üüssen, welche seine Temperatur anders als die des Quecksilbers beeinflusaen 
kônnteu, zu schützen. 

2. Eine weitere Korrektion, die an den Angaben eines Barometers anzubringen 
ist, besteht in der Berücksichtigung der starken Kapillardepression des Queck- 
silbers. Das Wesentliche über diese Korrektion ist bei der allgeraeinen Behandlung 
der Flüssigkeitsinanometer (§ 9) gesagt worden. Es kônnte scheinen, als ob bei 
Anwendung des Heberbarometers, bei welchem beide Schenkel gleich weit sind, 
die Kapillardepression gànzlich eliminiert werden kônnte. Das ist aber nicht der 
Fall, weil die Hôhe des Meniskus im Vakuum stets eine andere ist als im offenen 
Schenkel, wo das Quecksilber und dus Glas mit feuchter Luft in Berûhrung und 
mebr oder weniger verunreinigt ist. Wenn môglich, vermeidet man den EinfluB 
der Kapillardepression durch Verwenduug weiter Rohre; jedoch ist dies nicht 
immer durchzuführen, da die Kapillardepression selbst bei Rohren von 20 mm 
Durchmesser noch 0,01 mm ùbersteigt, 

3. Wegen des Druckes des Quecksilberdampfes, mit dem jadas Torricellische 
Vakuum stets erfüllt ist, braucbt man eine Korrektion der Barometerablesung nur 
selten anzubringen, weil sie erst bei bôheren als den normalen MeBtemperaturen 
merkbar wird^). 


^) A. T. Kupffer, Pogg. Ann, 26, 450, 1832; vgl. auch Zeitschr. f. Instrkde. 6, 
380 und 392, 1886. 

^) Der Dampfdruck des Quecksilbers betrâgt erst bei etwa 80^^ 0,1 mm. 
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4. Wichtiger ist die Korrektion der Barometerablesung, welche die Ànderung 
der Fallbesehleunigung mit der Hôhe ûber dem Meeresspiegel und mit der geo- 
graphischen Breite erfordert. Infolge der Ànderung der Fallbesehleunigung ist 
die Hôhe der Quecksilbersàule kein konstantes MaB des Luftdruoks. Man reduziert 
darum diese Hôhe immer auf die Normalschwere in 45® Breite und auf Meereshôhe. 
Die Reduktion erfolgt nach der Formel: 

hred = /f(l— 0,0026. COS 2 0,000 0003 ÿ), 

wobei (p die geographische Breite des Beobachtungsortes und s die Seehôhe des- 
selben in Metern ist. Danach bewirkt eine Abweichung um 6® von der Breite 45® 
oder eine Ei’hebung von 1500m über das Meeresniveau bei einem Barometerstand 
von 760 mm bereits eine Korrektion von etwa 0,34 mm. Diese Korrektion ist 
also keineswegs eine GrôBe, die raan vernachlâssigen kann. 

§21. Barometer zur vergroBerten Angabe der Luftdruckschwan- 
kungen. Da die Ànderungen des Barometerstandes an einem Orte meist nicht 
sehr bedeutend sind, hat man verschiedene Apparate erdacht, um die Schwankung-en 
deutlicher beobachtbar zu machen. Von Huyghens ist ein Barometer konstruiert 
worden, bei dem die Bewegung der Queoksilbeioberflache im ojffenen Ende eines 
Heberbarometers auf eine spezifisch leicbtere Flüssigkeit, etwa Wasser oder ge- 
farbten Weingeist, iibertragen wird. Diese fùîlt das Ende des Barometerrohres 
(Querschnitt ijj) sowie ein dünues, an dieses angesetztes Glasrohr (Querschnitt q0. 
Wenn die Quecksilberoberflâche steigt oder fàllt, so steigt oder fallt die Flüssigkeit in 
dem engen Rohr um soviel. Auch die absolute GrôCe der Luftdnick- 

anderungen làfit sich, wenn das spezifische Gewioht der Flüssigkeit bekannt ist, 
leioht bestimmen. Ein solches Barometer ist sehr zweckmàfiig, wenn es sich nur 
um die Beobachtung der Barometerschwanknngen und nicht um die genaue Er- 
mittlung der Barometerhôhe handelt. Zu demselben Zwebke hat man verschiedent* 
lich Instrumente konstruiert, sogenannte Variometer'). Diese bestehen im wesent- 
lichen aus einem empfindlichen Flüssigkeitsmanometer, dessen einer Schenkel mit 
einem abgeschlossenen Luftvolumen in Verbindung steht, wahrend auf den anderen 
Schenkel der aufiere Luftdruck wirkt. Schwankungen desselben werden von dem 
Manometer angezeigt, das haufig nur aus einem Flüssigkeitsfaden in einem Rohre 
besteht. 

Um die Bewegung eines Quecksilberbarometers stark vergrôhert 2) abzulesen, 
kann man aueh in der Weise verfahren, dafi man^ajif dem Quecksilber im offenen 
Schenkel eines Heberbarometers ein schwimmendes Gewioht anbringt. Dessen Be- 
wegung wird auf einen langen Zeiger übertrageii, welcher einen groJîen Ausschlag 
gibt, wenn das Quecksilber nur wenig steigt oder fallt (Hookes Radbarometer). 

Eine VergrôBerung der Niveauscbwankung gegenüber den Angaben eines 
Qnecksilberbaiometers ist auch dadureh zu erzielen, dafi raan statt des Queck- 
silbers im Barometer eine spezifisch leichtere Flüssigkeit nimmt, die daim im 
umgekehrten Verhaltnis der spezifischen Gewichte grôfiere Schwankungen aufweist. 
So sind Z. B. bei einem Glycerinbarometer (Jordan) die Niveauànderungen 
mebr als zehnraal grôfier als die gleichzeitigen eines Quecksilberbarometei.s. 
Solche Instrumente haben aber den Nachteil sehr grofier Dimensionen (Glycerin: 
8,2 m) und sind unter Umstànden Stôrungen infolge Absorption von Gasen durch 
die Flüssigkeiten ausgesetzt. 


§ 22. Waagebarometer. Von anderen Flüssigkeitsbarometern sind noeb 
die Waagebarometer zu nennen, deren Konstruktion aus Fig. 1068 ohne weiteres 
bervorgebt. Die Ànderungen des Luftdruckes bewirken ein mehr oder weniger 
starkes Eintreten des Quecksilbers in das Rohr und damit eine Verànderung 
der Einstellung der Waage, deren einer Hebelarm gezeichnet ist. Die Ab- 
lesung des Instruments erfolgt entweder durch Auflegen von Gewichten auf 

D Zum Beispiel F. Kohlrausch, Pogg. Ann. 150, 423, 1873 u. F. v. Hefner- 
Alteneck, Wied. Ann. 57, 468, 1896; ferner vgl. M. ïoepler, Ann. d. Phys. 12, 
787, 1908. 

2) Derartige Ablesungen sind auch bei anderen FJûssigkeitsmanometern ver- 
wandt worden. 
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den anderen Waagebalken oder durch Messung der Neigurig desselbeii. Diese 
Instrumente werdeii auch zu Registrierzwecken (vgl. §24) verwandt. 

Fig. 106S. 


'11 

Wî<aÿï*bav(iin('tc)', 

§ 23. Metallbaroiiieter [Ancroide, Holostericbarometer] i). Die 

geringe Handlichkeit sowie die Zerbrecblicbkeit des Quecksilberbarometers 
haben zur Konstruktion von Luftdruckmessern Anlaû gegeben, welche keine 
Flüssigkeiten enthalten, sondern nur aus festen Metallteilen bestehen. Am 
hàufigsten werden dazu Instrumente benutzt, welche auf dem Prinzip der 
Bourdon schen Federn (§ 10) oder derDurchbiegung elastischer Platten beruhen. 

Fig. 1069 stellt, eiii moglichst eiiifach koiistruiertes Barometer (Aneroid) mit 
Bourdouscher Jiôhre dar. Die nahezu kreisfôrniige, luftleer gemachte Rôhre ist 
nur in ihrer Mitte bei Ji au! der Bodenplatte des (jiebàuses befestigt. Wenn der 
Luftdruck schwankt, so bewirkeii die beiden freien Fnden A und C durch die 
dann aultretende Krürnrnung vermittelst der Stabehen CD und AD eine Drehung 
des gezahnten Bogens ik und dainit eine Drehung des Zeigers. Die Skala des 
Instruments wird durch Vergleich mit einem Quecksilberbarometer geeicht. 

Hâufiger noch als die eben besprochenen Instrumente werden die Aneroide 
von Vidi (von Breguet vervollkommnet) benutzt, bei denen die mehr oder 
minder starke Durchbiegung einer Metallplatte zur Messung des Luftdrucks 
verwandt wird. 

Fig. 1070 stellt einen solchen Apparat dar. Der Hauptbestandteil ist eine luft- 
leere Metalldose A", deren Deckplatte zum Zwecke grolierer Beweglichkeit kreis- 
fôrmig gewellt ist; die au der Bodenplatte des Apparats mittels der Trager Ji 
befestigte breite Metallfeder J* ist mit der Mitte des Dosendeckels bei M fest ver- 
bunden. Der Luftdruck sucht die Dose einzudrücken, die Feder P wirkt diesem 
Drucke entgegen. Zwischen beiden kommt es zum Gleiehgewicht, wobei der Deckel 
desto stàrker niedergedrückt bleibt, je grofier der Luftdruck ist. Der übrige 
Mechanisrnus dient dazu, die Bewegungen der Mitte des Dosendeckels bzw. des 
Bügels P in geeignetem Malistabe sichtbar zu macheu. Die Übertragung dieser 
Bewegung auf den Zeiger ist aus Fig. 1070 ersichtlich. Auch bei diesen Instrumenteu 
wird die Skala empirisch an einem Quecksilberbarometer geeicht. 

D Vgl. den zusammenfassenden Artikel von K. Warburg und W. lieuse, 
Zeitschr. f. Instrkde. 89, 41, 1919. 
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Die Angaben solcher Metallbarometer sind infolge von Temperatur- 
einflüsseii und infolge der elaatischen Nachwirkungen der Metallteile unter 
Umatànden korrekturbedürftig. Zuin Beiapiel geht beini Vidiacben Aneroid 
die luftloere Dose infolge der einseitigen Inanspruchnahme nach und nach 
etwas zusanimen, so daC die Eichung eventuell fehlerhaft werden kann. Waa 
den TeraperatureinfluB betrifft, so sucht man dem Nachgeben der Dose bei 
hôherer Teniperatur dadurch entgegenzuwirken, daC inan nocb etwas Luft 
in derselben lâCt, deren Ausdehnung mit wachse rider Temperatur dann jenes 
Nachgeben kompensiert. Bei aehr schnellen Anderungeii des Luftdruckea, z. B. 
bei Aufstiegen iin Ballon u. dgl., hinken infolge der elaatischen Nachwirkungen 

Fig. 1070. 



Ancroiddosonbarometpr. 

die Angaben der Aneroide hanfig hinter dem Luftdruck nach; die Instrumente 
sind dann nur mit besonderen VorsichtsmaBregeln brauchbar. 

Im allgemeinen ist bei Aneroiden eine Prüfung auf TemperatureinfluÛ 
und Richtigkeit der Druckangaben ratsam, und eventuell sind Korrektionen 
anzubringen. Es ist jedoch gelungen, Instrumente zu konstruieren, die von 
den genannten Fehlern weitgehend frei sind^). Vor der Ablesung müssen 
aile Metallbarometer durch Klopfen leicht erschüttert werden, um einen 
etwaigen EinlluC der Reibung zu vermeiden. 

§ 24. Rarographen (registrierende Barometer). Zum Zwecke der 
dauernden Kontrolle der Luftdruckschwankungen hat man Barometer kon- 
struiert, welche die Barometerstânde kontinuierlich selbst aufschreiben, so- 
genannte Barographen. 

Zum Aufzeichnen der Angaben eines Quecksilberbarometers kann z. B. 
ein Mechanismus dienen, der àhnlich dem auf S. 1243 beschriebenen Radbaro- 

') Eine Schwerekorrektion ist bei diesen Instrumenten nicht erforderlich. 
Infolgedessen ist es môglich, aus Differenzen der Angaben von Aneroid- und Queck- 
silberbarometern, welche an verschiedenen Punkten der Krdoberflàohe gemessen 
werden konnen, auf die Grôfie der Ânderuug der Schwerkraft zu schlieCen. 
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meter von Hooke ist. Die Bewegungen des Quecksilbers werden anstatt aiif 
einen Zeiger einem Schreibstift übertragen, der sich dadurch hin und her 
bewegt. Senkrecht zu dieser Bewegungsricbtiing wird koutinuierlicb, meist 
durcb ein Ubrwerk, ein Papierstreifen bewegt, auf dem sich daim die Baro- 
meterstellungeii dauernd aufzeichnen. 

Bei andereu Instrumenten belindet sich auf der Vakuumseite des Queck- 
silberbarometers ein Schwimmer; dieser tràgt eiiien Magnet, welcher einen 

anderen auCerhalb des Rohres 
befindlichen Magnet beeinfluCt. 
Die Bewegungeu des letzteren 
werden aufgezeichuet. 

Auch das Waagebarometer 
kauD, wie schon erwâhnt, zu 
Registrierzwecken verwandt 
werden, indern die Bewegungen 
des Waagebalkens auf einen 
Schreibstift übertragen werden ^). 
Ein sehr vollkommenes Instru- 



ment dieser Art ist der Sprung- 
Anoioidbarogiuph. Fuesssche Laufgewichtsbaro- 

graph. 

Sehr gebràuchlich sind diejenigeu Barographen geworden, die nach dem 
Prinzip der Metallmanometer gebaut sind. Fig. 1071 zeigt einen solchen. Die 
Wirkungsweise bedarf keiner Erlâuterung. Die Aufzeichnung erfolgt auf 
Papierstreifen, welche auf eine Trominel gewickelt sind, die sich in bestimmter 
Zeit, Z. B. einerWoche, gerade einmal herumdreht, Diese Barographen haben 
natürlich aile Vorzüge und Nachteile der Metallbarometer, die oben erwâhnt 
worden sind. 


§ 25. Anderweitige Metliodeii zur Bestimmung des Luftdruckes. 

Es gibt eine groCe Reihe von anderen Erscheinungen, hauptsâchlich ther- 
mischer Art, die vom Luftdruck abhângen und deren gesetzmàfiiger Zu- 
sammeuhang mit demselben bekannt i.st. Aile diese kônnen zur Messung 
des Luftdruckes benutzt werden. Am meisten kommt hierfür die Abhângig- 
keit des Siedepunkts einer Flüssigkeit vom àuûeren Druck in Frage. Ein 
für solche Messungen geeigneter Apparat ist das Thermohypsometer, hei 
welchem der Dampf in einem doppelwandigen Mantel das Thermompter um- 
spült, welches die Siedetemperatur bis auf Hundertstel Grade oder noch 
genauer abzulesen gestattet. Aus dieser Temperatur folgt mit ziemlicher 
Genauigkeit (etwa 0,1 mm) der Barometerstand^). 

Über weitere indirekte Methoden vgl. z. B. Wiukelmanns Handbuch der 
Physik, S. 1305. Leipzig 1908. 


K. Scheel, Zeitschr. f. Instrkde. 16, 133, 1895, 

2) Nàheres vgl. z. B. Kohlrausch, Lehrb. d. prakt. Physik. 
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ftnderung 1088. 

Strdmungsmaschinen 1173. 
Strdmungspotential 1066. 

Struktur 878. 

Tachometer 487. 
Tangentialbeschleunigung 306. 
Tangentialkr&f te 724. 
Tariermethode 663. 
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Tiefenwinkol 143. 

Toleranz 1.35. 

Tomlinson, Innenfühlhebel 122. 
Tôpler, Druoklibelle 1026, Strobo- 
skopie 452. 
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Turbulenz 1109, 1111. 

Überdruckturbine 1174. 

Überfall über ein Wehr 1135. 
Überlagerung 382. 

Uhr 172. 
ührzeit 178. 

Unterschiedsempf indlichkeit 78, 
75, 77. 

Unterschiedssch Welle 74, 77, 78. 
Urkilograrnm 162. 

Urmeter 87, 89. 

Vaku umerzeugung 1207, 1226. 
Vektor 21, 218. 

Vektorprodukt, auÜeres 332; 

inneres 320. 

Venturidiise 1134. 

Verfestigung 864, 969, 964, 974; 

Kristall 965, 972; Orientierunirs- 

— 965. 
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Verfestlgungskur ve 972. 

Vergütung 978. 

Verhakung 988. 

Verlftngerung 852. 

Vernier 110, 715. 

Verscliîebungsbruch 881. 

yerschiebungsgleichung 689. 

V^ersuchawesen, hy drodyn aniiachos 

und aerodyuamisches 118.S. 

Vortikale 143. 

Verzerrung 852. 

Verzerrungaonergio 890. 

Vibrationsmikroskop 465. 

Vib rationatacho meter 437. 

Vielkriatall 927, 974, 978. 

Volumen, apeziflscbea 169. 

Volumenouioter 1192. 

Waage 167, 645; — , gleicharmige 645; 
— , hydroatatîache 1194; — , rômlache 
668, Analysen» — 168, 657 ; BrUcken- 

— 668, D&mpfungs 664, Demon- 

atrations 654, Dreh 589, 594, 

718; Feder 168, 1194; JCramer 

645, Mikro 665, Neignnga 168, 

667; — , Poggendorf fâche 235, 310; 

Uoberval 667, Schnell 668, 

Senk 1196, Substitutions 666; 

— , Weatphalacbe 1195; —, Arre- 

tierungsvorrichtungon 645, 658: — , 
Bauart und Borichtigung 656; — , 

Empfindlichkeit 168, 649; -r, Ge- 

brauch 661; — , Leiatungafahigkeit 

670; — , Richtigkeit 646; — , Ruhe- 
punkt 662. 

Waagebarometer 1243. 

Waetzmann, Modell zum Schlinger- 
tank 450. 

Wàgung, einfache 662, Doppel 664. 

Walzenlager 920. 

Walztextur 979. 

Waaserfahrzeuge 1180. 

Wasaerrad, Segnerachea 242, 1082. 

Waaaerr&der 1173. 

Waaaeraprung 1099. 

Waaaeratrahlpumpen 1216. 

Wasaerwaage 144. 

Weber, psyoho-phyaiaches Qrundgeaetz 
* 74. 

'V^ehr 1135. 

Weilen auf einer FlüaaigkeitaoberflAche 
1096. 

Wellenwideratand 1139. 

Wellrad 678. 

Weltzeit 171. 

Wendezeiger 887. 

Weaton, Flaachenzug 677. 

Weatpbklsohe Waage 1195. 

WkfAtatone, Kaleidophon 465. 

WMlN wead. Torpédo 810. 


Widcratand, induzierter 1157, Druck- 

— 1139, Flüaaigkeita- — ' 1140, 1144; 

Fovm 1189, Oberfiachen- — 1189, 

Profil 1159, Relbunga 1139, 

Weilen 1139; — von Kdrpern 

1186; — von Kugelu 1146; — în 

Rôhren 1129; — von Tragflügeln 
1150. 

Widoratandamanometer 1234. 
Wiedemann-F^ranzaches Qeaetz 952. 
Wîen, Koppelachwingungen 451. 

I Wild, Sphârometer 123, Waage 653. 

I Winde 677. 

Windkanal 1185. 

Wîndmühlen 1171. 

Winkel meaaer 149, 150, 151. 
Wirbelblldung 1059, 1073, 1115; — , 
Verhiitung 1117. 

Wirbelfaden 1075. 

Wîrbelpaar 1078. 

Wirbelring 1078. 

WirbelsRtze, Helniholtzsche 1077. 
Wîrbelatrafie 1144. 

Wîrkung und Gegenwirkung 240, 339. 
Wirkungagrad , hydrauliacher 1176; 

— einea Propellera 1163. 
Wirkungaquer sohultt 359. 

Wucht 322. 

Wurfbewegung 287, 294, 304. 

Zfihigkeit 864, 866, 1101. 
Zfihigkeitsmafi 1101; — , kinoma- 

tisches 1105. 

Zahnrad 681. 

Zahnradgetriebe 681. 

Zahnradm eaau Dgen 157, 159. 

Zapf enreibung 019. 

Zaum, Pronyacher 923. 

Zehntelmafi 113, 114. 

Zeisaache Schalenkuppel 900. 

Zeit, aatronomiscbe 171; — , mittel- 

europaiacbe 171 : —, mittlere bürger- 
liche 170. 

Zeitbegriff 58. 

Zeitbeatimmung 182. 

Zeitdauer 178. 

Zeitkoordinate 59. 

Zeitmeaaer 172, 178, 181. 
Zeitachreiber 180. 

Zenitdiatanz 143, 492. 
Zentralbewegung 410, 540. 
Zentrifugalkraft 226, 329, 476, 477. 
Zentrifugalmaschine 479 
Zentrif ugalmomeut 769, 780. . 
Zentrifugalpendel 485. 

I Zentritugalpu mpe 1178. 
Zentrifugal-Waaaeratopfbttcbae 
488. 

Zentrifuge 488. 

Zentripetalkraft 829. 

7 ^* 
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Zerreififestigkeit 932, 948, 955. 
Zerreifimaschine 860. 
Zerreiflspannung 865. 
ZIehtextur 080. 

Zirkel 96, 109. 

Zirkulation 1072. 

Zôllner, Horizontalpendel 586. 
Zollsystem 91. 

Zug 851, 852, 867. 

Zugfestigkeit 889. 

Zugversuch 860. 


Zusanimcnflufi zweier FlUssigkeits 
strdnio 1059. 

Zugtand 871; —, flasslger 991, 995; 

— , natürlicher 981. 

Zwangskraft 265, 328, 330. 

Z weikërperproblem 539. 
ZweikrUtall 979. 

Z wiliingsbilduQg 878, 974. 
Zykloide 285, 608. 

Z jkloidenpendel 286, 421. 
Zylinder, rotierender 1075. 










